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Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò êóðñó äèñêðåòíîé îïòè-
ìèçàöèè äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòåé ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, ¾Ïðî-
ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è àâòîìàòè-
çèðîâàííûõ ñèñòåì¿, ¾Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ¿. Â êíèãå
ïðèâîäÿòñÿ òèïîâûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ è â
òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ; ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàêñíûå òåîðå-
ìû, âêëþ÷àÿ òåîðåìó Õîëëà, è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì
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æàùàÿ îñíîâîé èçó÷åíèÿ æàäíûõ àëãîðèòìîâ, è ðåçóëüòàòû
ïî òåîðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.
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Ãëàâà 1

Íåêîòîðûå àëãîðèòìû òåîðèè
ãðàôîâ

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà-
÷åíèÿ èç êíèã [2, 17, 18]. Òàì æå äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü àëãîðèò-
ìîâ èç ãë. 1.

1. Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ

Ñòÿãèâàþùèì (èëè îñòîâíûì) äåðåâîì ñâÿçíîãî ãðàôà G íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé åãî ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû G è
ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, åñëè êàæäîìó åãî ðåáðó l ïîñòàâ-
ëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî µ(l) (âåñ ðåáðà). Âåñ
ãðàôà G = ⟨V,E⟩ � ñóììà âåñîâ âñåõ åãî ð¼áåð:

µ(G) =
∑
l∈E

µ(l).

Ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî
äåðåâà ìèíèìàëüíîãî âåñà â ñâÿçíîì âçâåøåííîì ãðàôå.

Àëãîðèòì Ä. Êðàñêàëà

Ïóñòü G = ⟨V,E⟩ � èñõîäíûé ãðàô, à T = ⟨V, P ⟩ � èñêîìîå äåðåâî.

1. Ïîëîæèòü P = ∅, n = |V |. Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü n−1 ðàç.

2. Âêëþ÷èòü â T ðåáðî ãðàôà G íàèìåíüøåãî âåñà, îáëàäàþùåå
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè åãî â ãðàôå T íå îáðàçóåòñÿ
öèêëîâ. Èñêëþ÷èòü èç G äàííîå ðåáðî.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû âçâåøåííûé ãðàô (÷èñëà ïîêàçûâàþò âåñà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ð¼áåð) è ñòÿãèâàþùåå äåðåâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Ðèñ. 1

Àëãîðèòì Ð. Ïðèìà

Â ýòîì àëãîðèòìå ñòðîèòñÿ ¾ðàçðàñòàþùååñÿ¿ äåðåâî, áîëåå òî÷íî:
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåðåâüåâ

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sn,

ãäå äåðåâî Si = ⟨Vi, Ei⟩ ñîäåðæèò i âåðøèí (i = 1, . . . , n).

1. Ïîëîæèòü V1 = {x1}, ãäå x1 ∈ V � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà G,
E1 = ∅. Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü äëÿ i = 2, . . . , n.

2. Ïîëó÷èòü äåðåâî Si èç äåðåâà Si−1 äîáàâëåíèåì ðåáðà ãðàôà G
íàèìåíüøåãî âåñà (ñðåäè òåõ ð¼áåð, ïðè äîáàâëåíèè êîòîðûõ ê
Si−1 âíîâü îáðàçóåòñÿ äåðåâî). Èñêëþ÷èòü èç G äàííîå ðåáðî.

Îïèøåì ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ïðèìà. Íà êàæäîì
øàãå àëãîðèòìà êàæäîé âåðøèíå xi, åùå íå âêëþ÷¼ííîé â äåðåâî,
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîìåòêà � ïàðà ÷èñåë ⟨ai, bi⟩, ãäå bi � íàèìåíüøèé
âåñ ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî xi ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíîé, óæå âêëþ÷¼ííîé
â äåðåâî, ai � íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, bi =
µ(xiai). Øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â âûáîðå bi∗ = min(bi) è äîáàâëåíèè ê
äåðåâó ðåáðà ai∗xi∗ . Íà ðèñ. 2 äàí íàáðîñîê ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà (ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèé ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Ñè).

Ïðèìåð. Ðàáîòà àëãîðèòìà äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1,
ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Øàã 1 2 3 4 5
Vr {x2, . . . , x6} {x3, . . . , x6} {x4, x5, x6} {x4, x5} {x4}

⟨a2, b2⟩ ⟨x1, 4⟩ − − − −
⟨a3, b3⟩ ⟨x1, 4⟩ ⟨x2, 3⟩ − − −
⟨a4, b4⟩ ⟨0,∞⟩ ⟨0,∞⟩ ⟨x3, 7⟩ ⟨x6, 2⟩ ⟨x6, 2⟩
⟨a5, b5⟩ ⟨0,∞⟩ ⟨0,∞⟩ ⟨0,∞⟩ ⟨x6, 1⟩ −
⟨a6, b6⟩ ⟨x1, 5⟩ ⟨x1, 5⟩ ⟨x1, 5⟩ − −
min bi b2 b3 b6 b5 b4
Íîâîå
ðåáðî x1x2 x2x3 x1x6 x6x5 x6x4
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/* Àëãîðèòì Ïðèìà íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà */

/* n > 2 - ÷èñëî âåðøèí ãðàôà; */

/* V = {x1, . . . , xn} - ìíîæåñòâî âåðøèí; */

/* Vr - ìíîæåñòâî âåðøèí, åùå íå âêëþ÷¼ííûõ â äåðåâî; */

/* Es - ìíîæåñòâî ð¼áåð ñòðîÿùåãîñÿ äåðåâà; */

Vr = V \ {x1};Es = ∅;
/* Ðàññòàíîâêà íà÷àëüíûõ ïîìåòîê */

for(xi ∈ Vr)

if(xi è x1 ñìåæíû){ai = x1; bi = µ(aixi); };
else {ai = 0; bi =∞};

/* k - ïîðÿäêîâûé íîìåð ðåáðà, âêëþ÷àåìîãî â äåðåâî */

for(k = 1; k < n; ){
/* îïðåäåëåíèå íîâîãî ðåáðà */

bi∗ = minxi∈Vr bi;
Es = Es ∪ {ai∗ , xi∗};
Vr = Vr \ {xi∗};
/* ïåðåñ÷¼ò ïîìåòîê */

if(++ k < n)
for(xi ∈ Vr)

if(xi ñìåæíî ñ xi∗ è µ(xixi∗) < bi){
bi = µ(xi, xi∗); ai = xi∗ ;

}

}

Ðèñ. 2

Ñðàâíèì òðóäîåìêîñòü îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ãðàôà ñ n âåð-
øèíàìè è m ð¼áðàìè. Â ïåðâîì èç íèõ îñíîâíûå çàòðàòû âðåìåíè
ïàäàþò íà ñîðòèðîâêó ð¼áåð ïî èõ âåñó; èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûïîë-
íåíèÿ ñîðòèðîâêè m îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà m log2 m îïåðàöèé
ñðàâíåíèÿ. Âî âòîðîì àëãîðèòìå íà i-ì øàãå ñðåäè n− i âåðøèí, åùå
íå âêëþ÷¼ííûõ â äåðåâî, íóæíî âûáðàòü òó, ÷üå ïîäêëþ÷åíèå ê äåðå-
âó îáîéäåòñÿ íàèáîëåå ä¼øåâî (ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå íîâóþ âåðøèíó ñ
îäíîé èç ¾ñòàðûõ¿, äîëæíî áûòü íàèìåíüøåãî âåñà); äëÿ ýòîãî òðå-
áóåòñÿ ïîðÿäêà n − i − 1 îïåðàöèé. Ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì îöåíêó
òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà Ïðèìà: O(n2/2) îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ. Ïîíÿò-
íî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ (ãäå ÷èñëî ðåáåð m = n(n−1)

2 ) àëãîðèòì
Ïðèìà ìåíåå òðóäîåìîê, ÷åì àëãîðèòì Êðàñêàëà.
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2. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé

â îðãðàôå

Ïóòü â îðãðàôå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã âèäà (v0, v1),
(v1, v2), . . . , (vm−1, vm), êîòîðóþ áóäåì çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå
v0 → v1 → . . .→ vm è íàçûâàòü ïóò¼ì èç v0 â vm.

Ïóñòü G = ⟨V,A⟩ � âçâåøåííûé îðãðàô, ò. å. êàæäîé åãî äóãå
e = (u, v) ∈ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
µ(e) = µ(u, v), íàçûâàåìîå å¼ âåñîì. Âåñ ïóòè P � ñóììà âåñîâ åãî
äóã:

µ(P ) =
∑
e∈P

µ(e).

Êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó t � ïóòü ìèíèìàëüíîãî
âåñà, âåäóùèé èç s â t, à ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè s è t � âåñ
ýòîãî ïóòè:

d(s, t) = min
P : s→...→t

µ(P ).

Âåñ òðèâèàëüíîãî(ò.å. íå ñîäåðæàùåãî äóã) ïóòè ñ÷èòàåì ðàâíûì íó-
ëþ, ïîýòîìó d(s, s) = 0. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïóòè èç s â t, òî ïîëàãàåì:
d(s, t) =∞.

Àëãîðèòì Å. Äåéêñòðû

Ýòîò àëãîðèòì íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè îò ïðîèçâîëüíîé ôèêñè-
ðîâàííîé âåðøèíû îðãðàôà. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöè-
îííóþ ïðîöåäóðó, íà êàæäîì øàãå êîòîðîé êàæäîé âåðøèíå v ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ïîìåòêà l(v), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
ïðè ýòîì ðàññòîÿíèþ d(s, v) îò íà÷àëüíîé âåðøèíû s äî äàííîé âåð-
øèíû, ëèáî âð�åìåííîé � ÷èñëîì, ÿâëÿþùèìñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ
d(s, v). Â ðåçóëüòàòå êàæäîé èòåðàöèè îöåíêè óòî÷íÿþòñÿ, è ïðè ýòîì
ðîâíî îäíà âðåìåííàÿ ïîìåòêà (à èìåííî � íàèìåíüøàÿ) ïåðåõîäèò
èç ðàçðÿäà âðåìåííûõ â ðàçðÿä ïîñòîÿííûõ (ïîñëå ÷åãî óæå íå ìåíÿ-
åòñÿ).

Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé íà÷àëüíàÿ âåðøèíà èìååò ïîñòîÿííóþ ïî-
ìåòêó l(s) = 0, ó îñòàëüíûõ âåðøèí ïîìåòêè âðåìåííûå è ïîëàãàþòñÿ
ðàâíûìè ∞. Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïðîñìîòðå âåðøèí v ñ
âðåìåííûìè ïîìåòêàìè, ê êîòîðûì âåäóò äóãè èç âåðøèíû p � âåð-
øèíû, ïîñëåäíåé ïîëó÷èâøåé ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó (äëÿ ïåðâîé èòå-
ðàöèè p = s). Ïóñòü a = l(p) + µ(p, v). Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî l(v) > a, òî
a áóäåò íîâûì çíà÷åíèåì l(v) (âðåìåííàÿ ïîìåòêà äàííîé âåðøèíû
óìåíüøàåòñÿ).
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/* Àëãîðèòì Äåéêñòðû */

/* Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè (s è t) */

/* V - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà;*/

/* s - íà÷àëüíàÿ âåðøèíà; */

/* t - êîíå÷íàÿ âåðøèíà; */

/* l - ïîìåòêè âåðøèí; */

/* Ðàññòàíîâêà íà÷àëüíûõ ïîìåòîê */

l(s)=0;

for(v∈V) if(v!=s) l(v)=∞;

/* M - ìíîæåñòâî âðåìåííûõ ïîìåòîê */

M=V\{s};
/* p - âåðøèíà, ïîñëåäíåé ïîëó÷èâøàÿ ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó */

p=s;

while(p!=t) {

for(v∈M ∩ Γ(p) ) {

a=l(p)+µ(p,v);
if(a<l(v)) {

/* θ(v) - âåðøèíà, èç êîòîðîé èä¼ò äóãà â v*/

/* (â êðàò÷àéøåì ïóòè) */

l(v)=a; θ(v)=p;
}

}

l(v∗)=minv∈Ml(v);

/* ïîìåòêà v∗ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé */

M=M\{v∗}; p=v∗;

}

d(s,t)=l(t); /* ðàññòîÿíèå ìåæäó s è t; */

/* êðàò÷àéøèé ïóòü: s→ . . .→ θ(θ(t))→ θ(t)→ t */

Ðèñ. 3

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà çàäàííàÿ êîíå÷íàÿ âåðøèíà
t ïîëó÷àåò ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó.

Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà (ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóê-
öèé Ñè, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîé ñèìâîëèêè) � íà ðèñ. 3.
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Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Ïóñòü ãðàô ñîäåðæèò n
âåðøèí. Íà êàæäîé èòåðàöèè ÷èñëî ñëîæåíèé íå ïðåâûøàåò êîëè÷å-
ñòâà âðåìåííûõ ïîìåòîê, êîòîðîå â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíî
n−1, à ñ êàæäîé èòåðàöèåé óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå ÷èñëî ñëîæåíèé íå áîëåå (n−1)+(n−2)+ . . .+1 = n(n−1)

2 . Îïå-
ðàöèè ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êàê ïðè ïåðåñ÷¼òå ïîìåòîê, òàê è ïðè
íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîé âðåìåííîé ïîìåòêè; íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü,
÷òî èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò n(n − 1). Òàêèì îáðàçîì, òðóäîåìêîñòü
àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ êàê O(n2) îïåðàöèé. Èçâåñòíà ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà Äåéêñòðû, èìåþùàÿ òðóäîåìêîñòü O(m log2 n) (m � ÷èñëî
äóã).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèÿ îò çàäàííîé âåðøèíû s äî âñåõ
îñòàëüíûõ âåðøèí îðãðàôà àëãîðèòì ñ ðèñ. 3 ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

• óñëîâèå ïðîäîëæåíèÿ èòåðàöèé p!=t çàìåíÿåòñÿ íà M̸= ϕ.

Ïðèìåð. Ðàáîòà àëãîðèòìà äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4
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Ðèñ. 4

(ðÿäîì ñ êàæäîé äóãîé ïðîñòàâëåí å¼ âåñ), ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé
òàáëèöå (ýëåìåíòû òàáëèöû � çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà � ïîìåòêè âåðøèí ãðàôà; â ðàìêó çàêëþ÷åíû ïîñòîÿííûå
ïîìåòêè âåðøèí).

Èòåðàöèÿ \âåðøèíà 1 2 3 4 5 6 p

0 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1
1 − 6 2 ∞ ∞ ∞ 3
2 − 5 − 7 3 ∞ 5
3 − 5 − 6 − 7 2
4 − − − 6 − 7 4
5 − − − − − 7 6

Àíàëèç òàáëèöû ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü è ñàìè êðàò÷àéøèå ïóòè.
Íàéä¼ì êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 6. Ïîñòîÿííàÿ
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ïîìåòêà 6-é âåðøèíû ðàâíà 7, ýòà ïîìåòêà âïåðâûå ïîÿâèëàñü â 6-
ì ñòîëáöå, êîãäà p ðàâíÿëîñü 5. Çíà÷èò, êðàò÷àéøèé ïóòü ñîäåðæèò
äóãó (5, 6). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñòîÿííàÿ ïîìåòêà 5-é âåðøèíû ðàâíà 3,
è ýòà ïîìåòêà âïåðâûå ïîÿâèëàñü â 5-ì ñòîëáöå, êîãäà p ðàâíÿëîñü 3.
Ïîýòîìó êðàò÷àéøèé ïóòü ñîäåðæèò äóãó (3, 5). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
äóãó (1, 3). Èòàê, êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 6 òàêîâ:
1→ 3→ 5→ 6.Îäíîâðåìåííî ìû íàøëè è êðàò÷àéøèå ïóòè, âåäóùèå
èç âåðøèíû 1 â âåðøèíû 3 è 5. Òî÷íî òàê æå íàõîäÿòñÿ êðàò÷àéøèå
ïóòè 1→ 3→ 2 è 1→ 3→ 5→ 4.

Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí îð-
ãðàôà. Â ïðèíöèïå, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü n-êðàòíûì âû-
ïîëíåíèåì àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà.
Îäíàêî ñóùåñòâóåò ïðèìåðíî âäâîå ìåíåå òðóäîåìêèé àëãîðèòì �

Àëãîðèòì Ð. Ôëîéäà

Ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö C(k) = (c
(k)
ij ), ãäå C(0) � ìàò-

ðèöà âåñîâ äóã ãðàôà, ò. å. äëÿ âñåõ i è j c
(0)
ij = µ(vi, vj) (åñëè â ãðàôå

íåò äóãè (vi, vj), òî ïîëàãàåì: µ(vi, vj) = ∞), à ïðè k = 1, . . . , n c
(k)
ij

� äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç vi â vj òàêîãî, ÷òî â êà÷åñòâå ïðîìå-

æóòî÷íûõ âåðøèí ìîãóò áûòü ëèøü v1, v2, . . . , vk. Î÷åâèäíî, ÷òî c
(n)
ij

� èñêîìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè vi è vj . Íåñëîæíî ïî èíäóê-
öèè äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ ïî
ìàòðèöå C(k−1) ïîñòðîèòü ìàòðèöó C(k):

c
(k)
ij = min(c

(k−1)
ij , c

(k−1)
ik + c

(k−1)
kj ).

Äåéñòâèòåëüíî, êðàò÷àéøèé ïóòü èç vi â vj (ãäå â êà÷åñòâå ïðîìå-
æóòî÷íûõ âåðøèí ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü v1, v2, . . . , vk) ëèáî ñî-
äåðæèò âåðøèíó vk, ëèáî íå ñîäåðæèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå îí èìååò âåñ
c
(k−1)
ij (òàê êàê ïðè ýòîì ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè ìîãóò áûòü
òîëüêî v1, . . . , vk−1), âî âòîðîì � ñêëàäûâàåòñÿ èç êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç vi â vk è èç vk â vj , è åãî âåñ ðàâåí c

(k−1)
ik + c

(k−1)
kj .

11



3. Ïîòîêè â ñåòÿõ

×åðåç Γ(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò äóãè
ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v: Γ(v) = {u ∈ V |(v, u) ∈ A}. ×èñëî òàêèõ äóã
íàçûâàþò ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà âåðøèíû v : ρ+(v) = |Γ(v)|. Âåðøèíó
ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà íàçûâàþò ñòîêîì.

×åðåç Γ−(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ âåäóò äóãè
ê âåðøèíå v: Γ−(v) = {u ∈ V |(u, v) ∈ A}. ×èñëî òàêèõ äóã íàçûâàþò
ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà âåðøèíû v : ρ−(v) = |Γ−(v)|. Âåðøèíó ñ íóëåâîé
ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà íàçûâàþò èñòî÷íèêîì.

Ïóñòü G = ⟨V,A⟩ � îðãðàô áåç ïåòåëü, èìåþùèé åäèíñòâåííûé
èñòî÷íèê (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî v1) è åäèíñòâåííûé ñòîê (vn). Âñå
îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòî÷íûìè. Åñëè
êàæäîé äóãå ãðàôà a ∈ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî c(a) (ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè), òî ãîâîðÿò, ÷òî
çàäàíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü (èëè ïðîñòî: ñåòü) ⟨G, c⟩.

Ôóíêöèÿ φ : A → N0 (îïðåäåëåííàÿ íà ñåìåéñòâå äóã îðãðàôà
è ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ) íàçûâàåòñÿ ïîòî-
êîì â ñåòè ⟨G, c⟩, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîé äóãè a ∈ A φ(a) 6 c(a);
2) äëÿ ëþáîé ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû ãðàôà v∑

u∈Γ−(v)

φ(u, v) =
∑

u∈Γ(v)

φ(v, u).

Âåëè÷èíó φ(a) áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì ïî äóãå a. Òàêèì îáðàçîì,
1) ïîòîê ïî êàæäîé äóãå íå äîëæåí ïðåâûøàòü å¼ ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòè; 2) ñóììà ïîòîêîâ ïî äóãàì, çàõîäÿùèì â ïðîèçâîëüíóþ ïðî-
ìåæóòî÷íóþ âåðøèíó, ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ïî äóãàì, èñõîäÿùèì èç
ýòîé âåðøèíû.

Âåëè÷èíà ïîòîêà W (φ) � ñóììà ïîòîêîâ ïî äóãàì, èñõîäÿùèì
èç èñòî÷íèêà:

W (φ) =
∑

v∈Γ(v1)

φ(v1, v).

Îíà òàêæå ðàâíà ñóììå ïîòîêîâ ïî äóãàì, çàõîäÿùèì â ñòîê. Ïîòîê â
òðàíñïîðòíîé ñåòè, èìåþùèé íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ âåëè÷èíó, íà-
çûâàþòìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì. Â îäíîé è òîé æå ñåòè ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ (èõ âåëè÷èíû, ðàçóìååòñÿ, äîëæíû
ñîâïàäàòü).

Ïóñòü φ � ïîòîê â ñåòè ⟨G, c⟩. Äóãà a ∈ A íàçûâàåòñÿ íàñûùåí-
íîé, åñëè ïîòîê ïî íåé ðàâåí å¼ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè: φ(a) = c(a).
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Ïîòîê φ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáîé ïóòü â îðãðàôå G èç v1 â
vn ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó íàñûùåííóþ äóãó.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðãðàô G = ⟨V,A⟩ � àíòèñèì-
ìåòðè÷åñêèé, ò. å. îí íå ñîäåðæèò êðàòíûõ äóã è åñëè (u, v) ∈ A, òî
(v, u) /∈ A.

Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãî-
ðèòìà.

Àëãîðèòì Ë. Ôîðäà � Ä. Ôàëêåðñîíà

1. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíûé ïîòîê φ â ñåòè ⟨G, c⟩ (ìîæíî è íóëå-
âîé).

2. Ïîñòðîèòü ïîëíûé ïîòîê. Åñëè ïîòîê φ íå ïîëíûé, òî â ñå-
òè ñóùåñòâóåò ïóòü èç v1 â vn, âñå äóãè êîòîðîãî íå íàñûùåíû.
Óâåëè÷èâàÿ ïîòîêè ÷åðåç âñå äóãè òàêîãî ïóòè P íà âåëè÷èíó
min
a∈P

(c(a) − φ(a)), ïîëó÷àåì ïóòü, íåêîòîðàÿ äóãà êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ íàñûùåííîé. Òàêóþ îïåðàöèþ ñëåäóåò ïîâòîðÿòü äî òåõ
ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé ïîòîê.

3. Ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

a) Íà÷àëüíûå ïîìåòêè. Ïðèñâîèòü èñòî÷íèêó ïîìåòêó 0:
l(v1) = 0, à îñòàëüíûì âåðøèíàì ïîìåòêó ∞. Ñëåäóþùèé
øàã ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå åãî âûïîë-
íåíèÿ íå áóäåò ïîìå÷åí ñòîê vn ëèáî ïîêà íå ïåðåñòàíóò
ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ïîìåòêè.

á) Ïåðåñ÷¼ò ïîìåòîê. Äëÿ êàæäîé ïîìå÷åííîé âåðøèíû
vi, ïîìåòèòü ñèìâîëîì +i âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû v
(l(v) = ∞), äëÿ êîòîðûõ äóãè (vi, v) íåíàñûùåííûå
(ò. å. φ(vi, v) < c(vi, v)), è ñèìâîëîì −i âñå íåïîìå÷åííûå
âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ φ(v, vi) > 0.

â) Óâåëè÷åíèå ïîòîêà. Åñëè ñòîê vn íå ïîëó÷àåò íîâóþ ïî-
ìåòêó, òî çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà (ìàêñèìàëüíûé ïî-
òîê íàéäåí), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò öåïü v0 →
. . .→ vn, âñå âåðøèíû êîòîðîé ïîìå÷åíû. Åñëè îðèåíòàöèÿ
äóãè a = (vi, vj) ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïðîõîæäåíèÿ öå-
ïè, áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ −→a , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ←−a . Åñëè
l(vj) = +i (−→a = (vi, vj)), òî ïîëîæèòü λ(a) = c(a) − φ(a).
Åñëè l(vj) = −i (←−a = (vj , vi)), òî ïîëîæèòü λ(a) = φ(a).
Ïóñòü ε = min(λ(a)) (ìèíèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì äóãàì,
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ñîñòàâëÿþùèì óêàçàííóþ öåïü). Ïî êàæäîé äóãå −→a ïîòîê
óâåëè÷èòü íà ε, à ïî êàæäîé äóãå←−a ïîòîê óìåíüøèòü íà ε.
(Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ïîòîêà â ñåòè W (φ) óâåëè÷èòñÿ íà ε).
Ïåðåéòè ê øàãó à).

Ïðèìåð. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû òðàíñïîðòíàÿ ñåòü è âñå
ýòàïû ðàáîòû àëãîðèòìà. Íàñûùåííûå äóãè ïîìå÷åíû çíà÷êîì �x�.
Íà÷àëüíûé ïîòîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â ïóòè v1 → v3 → v4 → v6
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Ðèñ. 5

âñå äóãè íå íàñûùåíû; óâåëè÷åíèå ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòîò
ïóòü, íà 2 ïðèâîäèò ê íàñûùåíèþ äóãè v3 → v4. Íàõîäèì åù¼
îäèí ïóòü (v1 → v3 → v5 → v6), ñîñòîÿùèé èç íåíàñûùåííûõ äóã;
óâåëè÷åíèå ïîòîêà ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ äóã íà 1 äåëàåò äóãó
v3 → v5 íàñûùåííîé. Òåïåðü ïîëó÷åí ïîëíûé ïîòîê.
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Ïåðåõîäèì ê 3-ìó ýòàïó àëãîðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà. Ðàññòàâ-
ëÿåì ïîìåòêè âåðøèí, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5 ã. Ïîëó÷àåì öåïü

v1 → v3 → v2 → v4 → v6.

Èìååì:

λ(−−−→v1, v3) = 5; λ(←−−−v3, v2) = 1; λ(−−−→v2, v4) = 3; λ(−−−→v4, v6) = 5; ε = 1.

Óìåíüøàåì ïîòîê íà 1 ÷åðåç äóãó (v2, v3) è óâåëè÷èâàåì åãî íà 1
÷åðåç îñòàëüíûå äóãè ýòîé öåïè. Ïðè ïîâòîðåíèè ïðîöåäóðû (ðèñ. 5, ä)
óäà¼òñÿ ïîìåòèòü òîëüêî äâå âåðøèíû (v1 è v3). Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê
íàéäåí: W (φ) = 11.

Ðàçðåç â òðàíñïîðòíîé ñåòè � ìíîæåñòâî äóã, ïîñëå óäàëåíèÿ
êîòîðûõ â ñåòè íå áóäåò ïóòè èç èñòî÷íèêà â ñòîê. Ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü ðàçðåçà � ñóììà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ
åãî äóã.Ìèíèìàëüíûé ðàçðåç � ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ.

Òåîðåìà 1. (Ë. Ôîðä � Ä. Ôàëêåðñîí, 1956 ã.). Âåëè÷èíà
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

Îäèí èç ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ ñîñòàâëÿþò äóãè, âåäóùèå èç ïî-
ìå÷åííûõ âåðøèí â íåïîìå÷åííûå íà ïîñëåäíåì ýòàïå ðàáîòû àëãî-
ðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà. Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ìèíè-
ìàëüíûé ðàçðåç îáðàçóþò äóãè v1v2, v3v4, v3v5.
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Ãëàâà 2

Ïàðîñî÷åòàíèÿ

Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè äâóõ çàäà÷, ïåðâàÿ èç êîòî-
ðûõ èìååò ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð, à âòîðàÿ � ñêîðåå øóòî÷íûé.

1. Ïóñòü èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàáîòíèêîâ è íåñêîëüêî âèäîâ ðàáîò. Èç-
âåñòíî, êàêèå ðàáîòû êàæäûé ðàáîòíèê ìîæåò âûïîëíÿòü. Ìîæíî ëè
òàê ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ðàáîòíèêàìè, ÷òîáû êàæäûé âûïîëíÿë
êàêóþ-ëèáî ðàáîòó (ïðè ýòîì íà êàæäóþ ðàáîòó íàçíà÷àåòñÿ íå áîëåå
îäíîãî ðàáîòíèêà)?

2. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî þíîøåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ñ íåêîòî-
ðûìè äåâóøêàìè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî îäíîâðåìåííî æåíèòü âñåõ
þíîøåé òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ æåíèëñÿ íà çíàêîìîé åìó äåâóøêå?

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ýòè çàäà÷è íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà, ïîñêîëüêó èõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíà è òà æå: âûäåëåíèå
ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå. Ñîâåðøåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå � ýòî ìíîæåñòâî ïîïàðíî íå ñìåæíûõ ð¼áåð, ïîêðûâàþùèõ
âñå âåðøèíû ôèêñèðîâàííîé äîëè äâóäîëüíîãî ãðàôà. Â ïåðâîé çàäà-
÷å òàêóþ äîëþ ñîñòàâëÿþò ðàáîòíèêè, à âî âòîðîé � þíîøè. Âòîðàÿ
äîëÿ â ýòèõ çàäà÷àõ ñîñòîèò ñîîòâåòñòâåííî èç ðàáîò è äåâóøåê. Íàêî-
íåö, ïðîèçâîëüíîå ðåáðî uv ãðàôà ïåðâîé çàäà÷è îïèñûâàåò ñèòóàöèþ
¾ðàáîòíèê u ìîæåò âûïîëíÿòü ðàáîòó v¿, à ãðàôà âòîðîé çàäà÷è �
¾þíîøà u çíàêîì ñ äåâóøêîé v¿.

Â èñòîðèþ ìàòåìàòèêè çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííîãî ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå âîøëà ïîä èìåíåì ¾çàäà÷è î ñâà-
äüáàõ¿ (ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 2 îêàçàëàñü õîðîøî çàïîìèíàþùåéñÿ),
à îòâåò ê çàäà÷å äàí Ôèëèïîì Õîëëîì (ñì. �1) â 1935 ã.

Â 20�50-õ ãîäàõ XX âåêà áûëè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçà-
íû íåñêîëüêî òåîðåì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íîñÿùèõ ìèíèìàêñíûé
õàðàêòåð: Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà (ñì. �3), Ê¼íèãà � Ýãåðâàðè (�2), Äè-
ëâîðòà (â äðóãîì íàïèñàíèè � Äèëóîðñà; �3), à òàêæå Ê. Ìåíãåðà. Â
êàæäîé èç ýòèõ òåîðåì óòâåðæäàëîñü, ÷òî ìàêñèìóì îäíîé âåëè÷èíû
ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì äðóãîé âåëè÷èíû. Êàê âûÿñíèëîñü âïîñëåä-
ñòâèå, óêàçàííûå òåîðåìû, à òàêæå òåîðåìà Õîëëà ýêâèâàëåíòíû äðóã
äðóãó: êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç ëþáîé äðóãîé. Áûëî



òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîÿâëåíèåì ïðèíöèïà
äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Â êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå è òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé (êàê
è âîîáùå â ìàòåìàòèêå) âàæíåéøåé ÿâëÿåòñÿ èäåÿ ñâåäåíèÿ îäíîé
çàäà÷è ê äðóãîé. Ïîýòîìó èíòåðåñíî ïîêàçàòü, êàê âíåøíå ðàçëè÷íûå
óòâåðæäåíèÿ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé. Ïîíèìàíèå òàêèõ ïåðåõîäîâ è
ïðåîáðàçîâàíèé âàæíî è äëÿ ïðîãðàììèñòîâ: çíàÿ, êàê îäíà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê äðóãîé, ìîæíî àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è ïðåîáðà-
çîâàòü â àëãîðèòì ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è. Â äàííîé ãëàâå ìû ïðèâî-
äèì íàèáîëåå ïðîñòîå èç èçâåñòíûõ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû Õîëëà, èç
òåîðåìû Õîëëà âûâîäèì òåîðåìó Ê¼íèãà � Ýãåðâàðè, à èç òîé, â ñâîþ
î÷åðåäü, òåîðåìó Äèëâîðòà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìèíèìàêñíûõ
òåîðåì, â òîì ÷èñëå ÷èñëå òåîðåìà î âîçìîæíîñòè äîñòðàèâàíèÿ
ëàòèíñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà äî ëàòèíñêîãî êâàäðàòà (ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé Ìàðøàëëîì Õîëëîì â 1945 ã.) è òåîðåìà î
ð¼áåðíî-õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå äâóäîëüíîãî ãðàôà (ýòî � íàèìåíüøåå
÷èñëî ïàðîñî÷åòàíèé, íà êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ ìíîæåñòâî ð¼áåð
ãðàôà).

Çàêëþ÷èòåëüíûå ïàðàãðàôû ãëàâû ïîñâÿùåíû àëãîðèòìàì ðåøå-
íèÿ çàäà÷ î äâóäîëüíûõ ãðàôàõ. Áàçîâîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî (ïî ìîùíîñòè) ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì
ãðàôå. Èçëàãàåìûé àëãîðèòì å¼ ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîïóòíî íàéòè
íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå è íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæå-
ñòâî âåðøèí.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å 1 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå å¼ (â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå) îáîáùåíèå.

3. Ïóñòü èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàáîòíèêîâ è ñòîëüêî æå âèäîâ ðàáîò.
Èçâåñòíà ñòîèìîñòü âûïîëíåíèÿ êàæäûì ðàáîòíèêîì êàæäîé ðàáîòû.
Òðåáóåòñÿ òàê ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ðàáîòíèêàìè, ÷òîáû ñóììàð-
íàÿ ñòîèìîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò áûëà íàèìåíüøåé.

Ýòî � îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Å¼ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà: íàéòè ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íàèìåíüøåãî
âåñà âî âçâåøåííîì äâóäîëüíîì ãðàôå. Ìû ïðèâîäèì àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è, íàçâàííûé âåíãåðñêèì � â ÷åñòü âåíãðà Ã. Êóíà,
ïðèäóìàâøåãî ýòî àëãîðèòì â 1955 ã.
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1. Òåîðåìà Õîëëà

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàþò ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæ-

íûõ ð¼áåð.
Äâóäîëüíûé ãðàô G ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà âåð-

øèí íà äîëè V1 è V2 áóäåì îáîçíà÷àòü G(V1, V2).
Ïóñòü G(V1, V2) � äâóäîëüíûé ãðàô. Ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷å-

òàíèåì èç V1 â V2 íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå â G, ïîêðûâàþùåå V1

(ò.å. äëÿ âñÿêîé âåðøèíû èç V1 íàéä¼òñÿ â ïàðîñî÷åòàíèè èíöèäåíòíîå
åé ðåáðî).

Ïóñòü A ⊂ V � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G = ⟨V,E⟩. Îêðó-
æåíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàþò ìíîæåñòâî

Γ(A) = ∪
v∈A

Γ(v) \A,

ãäå Γ(v) � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v.

Òåîðåìà 2. (Ô. Õîëë, 1935 ã.) Ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èç
V1 â V2 â äâóäîëüíîì ãðàôå G(V1, V2) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

∀A ⊂ V1 |Γ(A)| > |A|.

Òåîðåìà Õîëëà äà¼ò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à î ñâàäüáàõ. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî þíîøåé, êàæäûé èç

êîòîðûõ çíàêîì ñ íåêîòîðûìè äåâóøêàìè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ìîæíî îäíîâðåìåííî æåíèòü âñåõ þíîøåé òàê, ÷òîáû êàæäûé èç
íèõ æåíèëñÿ íà çíàêîìîé åìó äåâóøêå?

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàôG(V1, V2), â êîòîðîì V1

åñòü ìíîæåñòâî þíîøåé, à V2 � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî äåâóøåê,
à çíàêîìûå þíîøè è äåâóøêè ñîåäèíåíû ð¼áðàìè. Òîãäà îäíîâðåìåí-
íî æåíèòü âñåõ þíîøåé îçíà÷àåò íàéòè â äàííîì ãðàôå ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå èç V1 â V2. Îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è î ñâàäüáàõ ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê: çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëþáûå k þíîøåé èç äàííîãî ìíîæåñòâà çíàêîìû â ñîâîêóïíîñòè íå
ìåíåå ÷åì ñ k äåâóøêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õîëëà. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ |A| = k è |Γ(A)| < k îçíà÷àþò: íåêîòîðûå
k âåðøèí èç V1 ñìåæíû â ñîâîêóïíîñòè ìåíåå ÷åì ñ k âåðøèíàìè
èç V2 � ïîýòîìó íåò ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð â G(V1, V2),
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ïîêðûâàþùèõ âåðøèíû äàæå èç A ⊂ V1, òåì áîëåå íåò ñîâåðøåíííîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ èç V1 â V2.

Äîñòàòî÷íîñòü áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó þíîøåé.
Ïóñòü âñåãî èìååòñÿ m þíîøåé. Áàçà èíäóêöèè (m = 1) î÷åâèäíà:
óæ îäíîãî-òî þíîøó, çíàêîìîãî õîòÿ áû ñ îäíîé äåâóøêîé, ïîæåíèòü
ìîæíî.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü óòâåðæåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
þíîøåé ìåíüøå m, è äîêàæåì åãî äëÿ m þíîøåé. Ðàññìîòðèì äâà
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

I. Ëþáûå h þíîøåé (h < m) â ñîâîêóïíîñòè çíàêîìû íå ìåíåå ÷åì
ñ h+1 äåâóøêàìè. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîæåíèì êàêîãî-òî (ëþáîãî)
þíîøó íà ëþáîé çíàêîìîé åìó äåâóøêå, òî äëÿ ëþáûõ k îñòàâøèõñÿ
þíîøåé îáùåå ÷èñëî çíàêîìûõ èì (íåçàìóæíèõ) äåâóøåê èëè íå èç-
ìåíèòñÿ, èëè óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó � çíà÷èò, íå ïðåâçîéä¼ò ÷èñëà
k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îñòàâøèõñÿ m− 1 þíîøåé ïîæåíèòü
ìîæíî.

II. Íåêîòîðûå h þíîøåé (1 6 h < m) çíàêîìû â ñîâîêóïíîñòè
ðîâíî ñ h äåâóøêàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èõ ìîæíî ïîæå-
íèòü. Ïîïðîáóåì óñòðîèòü ñóäüáó îñòàâøèõñÿ m − h þíîøåé. Åñëè
êàêèå-òî k þíîøåé èç èõ ÷èñëà çíàêîìû â ñîâîêóïíîñòè ìåíåå ÷åì ñ
k äåâóøêàìè, òî âìåñòå ñ óêàçàííûìè h þíîøàìè îíè ñîñòàâÿò ãðóïïó
èç k + h þíîøåé, çíàêîìûõ ìåíåå ÷åì ñ k + h äåâóøêàìè, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, è ê îñòàâøèìñÿ m − h
þíîøàì ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. 2

2. Âåíãåðñêàÿ òåîðåìà

Ïóñòü èìååòñÿ äâîè÷íàÿ ìàòðèöà (ò. å. ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé è åäè-
íèö). Åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ
íå ëåæàò â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå, íàçîâ¼ì íåçàâèñèìû-
ìè. Ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå â ñîâîêóïíîñòè âñå å¼
åäèíèöû, íàçîâ¼ì ïîêðûâàþùèìè ëèíèÿìè.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû
1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 1


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ìîæíî óêàçàòü ÷åòûðå íåçàâèñèìûå åäèíèöû (îíè çàêëþ÷åíû â ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè), è íå áîëüøå, à ìèíèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâî
ïîêðûâàþùèõ ëèíèé ñîñòàâëÿþò ïåðâûå òðè ñòîëáöà è ïîñëåäíÿÿ
ñòðîêà.

Òåîðåìà 3. (Ä. Ê¼íèã � Ý. Ýãåðâàðè, 1931 ã.) Íàèáîëüøåå
÷èñëî íåçàâèñèìûõ åäèíèö äâîè÷íîé ìàòðèöû ðàâíî íàèìåíüøåìó
÷èñëó ïîêðûâàþùèõ ëèíèé.

Äàäèì ñðàçó ïåðåâîä óñëîâèÿ òåîðåìû íà ÿçûê òåîðèè
ãðàôîâ. Ïóñòü â äâîè÷íîé ìàòðèöå A = (aij) m ñòðîê è n
ñòîëáöîâ. Òàêàÿ ìàòðèöà çàäà¼ò äâóäîëüíûé ãðàô G(V1, V2), ãäå
V1 = {v1, . . . , vm}, V2 = {u1, . . . , un} è â ãðàôå åñòü ðåáðî viuj òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = 1. Ìàòðèöó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìàòðèöó ñìåæíîñòè äâóäîëüíîãî ãðàôà G(V1, V2). Íåçàâèñèìûå
åäèíèöû ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ïîïàðíî íåñìåæíûì ð¼áðàì, ò. å.
ïàðîñî÷åòàíèþ ãðàôà, à ïîêðûâàþùèå ëèíèè � âåðøèííîìó
ïîêðûòèþ ãðàôà � ìíîæåñòâó òàêèõ åãî âåðøèí, ÷òî âñÿêîå ðåáðî
ãðàôà èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé èç íèõ.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå èç ïðèìå-
ðà, ïðèâåä¼ííîãî âûøå. Ð¼áðà v1u1, v2u2, v4u3, v5u4 ñîñòàâëÿþò ìàêñè-
ìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, à âåðøèíû u1, u2, u3, v5 îáðàçóþò ìèíèìàëü-
íîå âåðøèííîå ïîêðûòèå.
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Ðèñ. 6

Èòàê, âåíãåðñêàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî
â äâóäîëüíîì ãðàôå íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâíà íàè-
ìåíüøåé ìîùíîñòè âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî âåíãåðñêîé òåîðåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r íàè-
áîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ åäèíèö, à ÷åðåç s íàèìåíüøåå ÷èñëî ïî-
êðûâàþùèõ ëèíèé. Ïóñòü âñå åäèíèöû ìàòðèöû íàõîäÿòñÿ â íåêîòî-
ðûõ x ñòðîêàõ è y ñòîëáöàõ, ïðè÷¼ì x + y = s. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
êàêèå-òî äâå åäèíèöû ëåæàò (èëè íå ëåæàò) íà îäíîé ëèíèè, òî ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ è ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê èëè ñòîëáöîâ.

20



(Â ãðàôîâîé ìîäåëè çàäà÷è ïåðåñòàíîâêè ëèíèé ñâîäÿòñÿ ê ïåðåíóìå-
ðîâàíèþ âåðøèí â äîëÿõ ãðàôà). Ïîýòîìó ïðè óêàçàííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ ìîùíîñòè èíòåðåñóþùèõ íàñ ìíîæåñòâ íå ìåíÿþòñÿ. Çíà÷èò,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå åäèíèöû ðàñïîëîæåíû â ïåðâûõ x ñòðîêàõ è
ïîñëåäíèõ y ñòîëáöàõ, à ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä:(

A B
O C

)
.

Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô G′(V ′
1 , V

′
2), êîòîðûé çàäà¼òñÿ ïîäìàò-

ðèöåé A. Â äîëÿõ ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî x è n− y âåðøèí. Åñëè
âñå åäèíèöû èç êàêèõ-ëèáî k ñòðîê ìàòðèöû A ïîêðûâàþòñÿ ìåíüøèì
÷èñëîì ñòîëáöîâ, òî ýòè k ñòðîê ìîæíî çàìåíèòü óêàçàííûìè ñòîëá-
öàìè è ïîëó÷èòü ìåíüøåå, ÷åì s = x+ y, ÷èñëî ëèíèé, ïîêðûâàþùèõ
åäèíèöû ìàòðèöû, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæå-
íèåì î ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà s. Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå k âåðøèí èç
äîëè V ′

1 ñìåæíû â ñîâîêóïíîñòè íå ìåíåå ÷åì ñ k âåðøèíàìè äîëè V ′
2

� âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Õîëëà! Ñòàëî áûòü, â ãðàôå G′(V ′
1 , V

′
2)

ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èç V ′
1 â V ′

2 , òî åñòü â ïîäìàò-
ðèöå A åñòü x íåçàâèñèìûõ åäèíèö.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, ïðèìåí¼ííîå ê ïîäìàòðèöå C äîêàçû-
âàåò, ÷òî C ñîäåðæèò y íåçàâèñèìûõ åäèíèö.

Îáúåäèíèâ íåçàâèñèìûå åäèíèöû èç A è C, ïîëó÷èì x + y íåçà-
âèñèìûõ åäèíèö. Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ åäèíèö r
íå ìåíüøå ÷èñëà s = x+ y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, r íåçàâèñèìûõ åäèíèö
íåëüçÿ ïîêðûòü ìåíåå ÷åì r ëèíèÿìè (òàê êàê êàæäàÿ ëèíèÿ ïîêðû-
âàåò íå áîëåå îäíîé íåçàâèñèìîé åäèíèöû), òî åñòü r íå áîëüøå s �
ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ïîêðûâàþùèõ ëèíèé. Èòàê, r = s.2

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñè-
ìûõ åäèíèö äâîè÷íîé ìàòðèöû íàçûâàþò å¼ ñëîâàðíûì ðàíãîì.

3. Òåîðåìà Äèëâîðòà

Ñíà÷àëà ââåä¼ì (èëè íàïîìíèì) íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà-
÷åíèÿ. Ïóñòü íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A ââåäåíî îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà ≺, ò.å. îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè òðàíçèòèâ-
íîñòè (ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ a, b è c ìíîæåñòâà
A âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a ≺ b è b ≺ c, òî a ≺ c) è àíòèñèììåòðè÷-
íîñòè (åñëè a ≺ b è b ≺ a, òî a = b; äðóãèìè ñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò
äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a è b, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ a ≺ b è b ≺ a). Âñåì èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè îòíîøåíèé

21



ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ <,6, >,>, çàäàííûå íà ëþáîì ïîäìíî-
æåñòâå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî âìåñòå ñ ââåä¼ííûì íà í¼ì îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì.

Ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò öåïüþ, åñ-
ëè â í¼ì ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû ïî äàííîìó îòíîøåíèþ, è
àíòèöåïüþ, åñëè íèêàêèå äâà ðàçëè÷íûå ýëåìåíòà ýòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà íå ñðàâíèìû ïî äàííîìó îòíîøåíèþ. Íàïðèìåð, â ìíîæåñòâå
{2, 3, 6, 7, 55}, óïîðÿäî÷åííîì îòíîøåíèåì äåëèìîñòè, åñòü öåïè {2, 6},
{3, 6} è àíòèöåïè {2, 3, 7, 55}, {6, 7, 55}. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî �
îäíîâðåìåííî è öåïü, è àíòèöåïü. ×èñëî ýëåìåíòîâ öåïè (àíòèöåïè)
áóäåì íàçûâàòü å¼ äëèíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ öåïü ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáîé àíòèöåïüþ íå áî-
ëåå ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â óïîðÿäî÷åí-
íîì ìíîæåñòâå A èìååòñÿ àíòèöåïü äëèíû m, òî ÷èñëî öåïåé, ïî-
êðûâàþùèõ A (ò.å. èõ îáúåäèíåíèå åñòü A), íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
m.

Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öåïåé, ïîêðûâàþùèõ A,
íå ìåíüøå íàèáîëüøåé äëèíû àíòèöåïè. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, íà ñàìîì äåëå âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî óïîìÿíóòûõ
âåëè÷èí.

Òåîðåìà 4. (Ð. Äèëâîðò, 1950 ã.) Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ öåïåé, ïîêðûâàþùèõ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ðàâíî
ìàêñèìàëüíîé äëèíå àíòèöåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïîêðûâà-
þùèõ öåïåé ÷åðåç X, à íàèáîëüøóþ äëèíó àíòèöåïè ÷åðåç Y . Óæå
óñòàíîâëåíî, ÷òî X > Y . Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è íåðàâåíñòâî
X 6 Y .

Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an} � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ îòíî-
øåíèåì ≺. Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G = ⟨V1 ∪ V2, E⟩, ãäå V1 =
{x1, x2, . . . , xn}, V2 = {y1, y2, . . . , yn} è xiyj ∈ E ⇐⇒ (ai ≺ aj , i ̸= j).
Â ýòîì ãðàôå âåðøèíû xi è yi ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíò ai èñõîäíîãî
ìíîæåñòâà, à íàëè÷èå ðåáðà xiyj ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî i-é è j-é
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A íàõîäÿòñÿ â çàäàííîì îòíîøåíèè. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîñòðîåííûé ãðàô äà¼ò ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (íà òî îí
è ãðàô!) óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Âîçüì¼ì íàèáîëüøåå (ïî ìîùíîñòè) ïàðîñî÷åòàíèå â ýòîì ãðàôå.
Ïóñòü åãî ìîùíîñòü ðàâíà k. Ýòî ïàðîñî÷åòàíèå ïîðîæäàåò m = n−k
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öåïåé, ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâî A. Ïîêàæåì, êàê èõ ïîëó÷èòü. Ñíà-
÷àëà èìååì n îäíîýëåìåíòíûõ öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ n ýëåìåíòàì
A. Êàæäîå ðåáðî ïàðîñî÷åòàíèÿ ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü äâå öåïè â îä-
íó (íàïðèìåð, ðåáðî xiyj îáúåäèíÿåò öåïè . . . → ai è aj → . . . â öåïü
. . .→ ai → aj → . . .). Â èòîãå è ïîëó÷èì m öåïåé, êîòîðûå íå ïåðåñå-
êàþòñÿ è ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ïîêðûâàþùèõ öåïåé X íå áîëüøå m.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàêîå-ëèáî ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå
ãðàôà

T = {xi1 , xi2 , . . . , xir , yj1 , yj2 , . . . , yjs}.

Ïîêàæåì, ÷òî èíäåêñû âñåõ âåðøèí â óêàçàííîì ìíîæåñòâå ðàçëè÷íû,
òî åñòü ∀t, l it ̸= jl. Âåä¼ì ðàññóæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ êàêèõ-òî t è l èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî it = jl = h. Ñóùåñòâóåò
ðåáðî âèäà xhyc, ãäå
yc /∈ T, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî T \ {xh} òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè T .
Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò è ðåáðî âèäà xdyh äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû
xd /∈ T . Äëÿ óêàçàííûõ c è d èìååì h ≺ c è d ≺ h, îòêóäà â ñèëó
òðàíçèòèâíîñòè d ≺ c. Çíà÷èò, â ãðàôå åñòü ðåáðî xdyc, ñîåäèíÿþùåå
âåðøèíû, íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó T . Íî òîãäà T íå ÿâëÿåòñÿ
âåðøèííûì ïîêðûòèåì � ïðîòèâîðå÷èå!

Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû ìíîæåñòâà T ïðåäñòàâëÿþò â òî÷íîñòè
r + s ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.

Âåíãåðñêàÿ òåîðåìà, íàïîìíèì, ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàèáîëüøàÿ
ìîùíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâíà ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ; â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì k = r+s. Çàìåòèì òåïåðü,
÷òî ýëåìåíòû, íå ïðåäñòàâëåííûå â ìíîæåñòâå T , ïîïàðíî íåñðàâíè-
ìû, ò.å. îáðàçóþò àíòèöåïü, à ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî

n− (r + s) = n− k = m.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ àíòèöåïè ìîùíîñòè m âûòåêàåò, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíàÿ äëèíà àíòèöåïè Y íå ìåíüøå m.

Èòàê, X 6 m 6 Y . Âñïîìèíàÿ, ÷òî X > Y , îêîí÷àòåëüíî èìååì:
X = m = Y . 2

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äà¼ò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
ìèíèìàëüíîãî öåïíîãî ïîêðûòèÿ, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè íàèáîëü-
øåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì äâóäîëüíîì ãðàôå.

23



Òåîðåìà, äâîéñòâåííàÿ ê òåîðåìå Äèëâîðòà

Åñëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Äèëâîðòà çàìåíèòü ñëîâî �öåïè� íà
�àíòèöåïè�, à �àíòèöåïü� íà �öåïü�, òî ïîëó÷èì òàêæå âåðíîå óòâåð-
æäåíèå, êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

Òåîðåìà 5. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ àíòèöåïåé,
ïîêðûâàþùèõ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A, ðàâíî ìàêñèìàëüíîé
äëèíå öåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà öåïè, à P �
öåïü äëèíû m. Òàê êàê ëþáàÿ àíòèöåïü èìååò ñ öåïüþ P íå áîëåå
îäíîãî îáùåãî ýëåìåíòà, èñõîäíîå ìíîæåñòâî A ïîêðûâàåò íå ìåíåå
m àíòèöåïåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(a) íàèáîëüøóþ äëèíó öåïè, íà÷èíà-
þùåéñÿ ñ ýëåìåíòà a (òî åñòü ýëåìåíò a ïðåäøåñòâóåò âñåì äðóãèì
ýëåìåíòàì äàííîé öåïè). Î÷åâèäíî, åñëè a ≺ b, òî l(a) > l(b). Òàêèì
îáðàçîì, ýëåìåíòû a è b, äëÿ êîòîðûõ l(a) = l(b), íå ñðàâíèìû, à
ìíîæåñòâî

Ai = {a | l(a) = i}

ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ ôóíêöèÿ l íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà P ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò 1
äîm, èm � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè l. Çíà÷èò, èìååìm íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ àíòèöåïåé A1, A2, . . . , Am, ïîêðûâàþùèõ óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî A. 2

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé ôàêò.

Òåîðåìà 6. Åñëè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò íå ìå-
íåå (p − 1)(q − 1) + 1 ýëåìåíòîâ, òî â í¼ì ñóùåñòâóåò öåïü äëèíû
íå ìåíåå p èëè àíòèöåïü äëèíû íå ìåíåå q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ìíîæåñòâå A íåò öåïè äëèíû p, òî åñòü
ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà öåïè íå ïðåâîñõîäèò p−1, òî, ñîãëàñíî ïðåäûäó-
ùåé òåîðåìå, íàéä¼òñÿ íå áîëåå p − 1 àíòèöåïåé, ïîêðûâàþùèõ ìíî-
æåñòâî A. Åñëè áû êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæàëà íå áîëåå q−1 ýëåìåíòîâ,
òî â èõ îáúåäèíåíèè áûëî áû íå áîëåå (p−1)(q−1) ýëåìåíòîâ, è îíè íå
ïîêðûâàëè áû ìíîæåñòâî A. Ñòàëî áûòü, äëèíà íåêîòîðîé àíòèöåïè
íå ìåíüøå ÷èñëà q. 2

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 6 ëåãêî âûâîäèòñÿ è èç ñàìîé òåîðåìû Äèë-
âîðòà, íî, êàê óæå çàìåòèë ÷èòàòåëü, îíà äîêàçûâàåòñÿ íå ñòîëü ïðî-
ñòî, êàê äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà.

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû ìû ðàññìîòðèì íåêîòî-
ðûå ïðèëîæåíèÿ ìèíèìàêñíûõ òåîðåì.
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4. Ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ

â ðåãóëÿðíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Õîëëà ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òå-
ìîé ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 7. Â ëþáîì íåïóñòîì ðåãóëÿðíîì äâóäîëüíîì ãðàôå
G(V1, V2) ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ðàâíà
q > 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå k âåðøèí ïåðâîé äîëè b1, b2, . . . , bk è
ñìåæíûå ñ íèìè âåðøèíû g1, g2, . . . , gl âòîðîé äîëè è ðàññìîòðèì ïî-
ðîæä¼ííûé ýòèìè k + l âåðøèíàìè ïîäãðàô èñõîäíîãî ãðàôà. Â ïî-
ëó÷åííîì ãðàôå ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç ïåðâîé äîëè ðàâíà q, à èç
âòîðîé � íå áîëüøå q. ×èñëî ð¼áåð äâóäîëüíîãî ãðàôà ðàâíî ñóììå
ñòåïåíåé âåðøèí ëþáîé èç åãî äîëåé. Ïîýòîìó

k∑
i=1

ρ(bi) = kq =
l∑

j=1

ρ(gj) 6 lq,

îòêóäà l > k. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Õîëëà î
ñóùåñòâîâàíèè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. 2

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé íåïóñòîé ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô ðàñïà-
äàåòñÿ íà ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî
îäíî çà äðóãèì âûäåëÿòü â ãðàôå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ.
2

5. Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû

×èñëîâàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè å¼
ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû, è â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ñóì-
ìà ýëåìåíòîâ ðàâíà åäèíèöå.

Ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîé ìàòðèöû ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñ-
ëó å¼ ñòðîê, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëó ñòîëáöîâ. Çíà÷èò, äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé.

Ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö,
ïðè÷¼ì â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà
åäèíèöà. ßñíî, ÷òî ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé.
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Ïîäñòàíîâî÷íûì ìíîæåñòâîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî å¼ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùåå ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè
è êàæäîãî ñòîëáöà.

Òåîðåìà 8. Âñÿêàÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà A = (aij)
èìååò ïîäñòàíîâî÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð n × n. Ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé, ñîäåðæàùèõ âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
A, ðàâíî n, ïîñêîëüêó ñóììà ýëåìåíòîâ âñåé ìàòðèöû ðàâíà n, à êàæ-
äîé ëèíèè � 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðè-
öû A çàìåíîé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöû. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
ïîêðûâàþùèõ ëèíèé ìàòðèöû B � òàêîå æå, êàê è äëÿ ìàòðèöû A,
òî åñòü n. Ïî âåíãåðñêîé òåîðåìå â ìàòðèöå B åñòü n íåçàâèñèìûõ
åäèíèö. Ýòè åäèíèöû çàäàþò ïîäñòàíîâî÷íîå ìíîæåñòâî ìàòðèöû A.
2

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâî÷íîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò è äëÿ ìàò-
ðèöû èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè ïî ñòðî-
êàì è ñòîëáöàì.

Òåîðåìà 9. (Ã. Áèðêãîô, 1946 ã.) Âñÿêàÿ äâàæäû ñòîõàñòè-
÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâèìà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè ïîä-
ñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1 � ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà, ïîðîæ-
ä¼ííàÿ ïîäñòàíîâî÷íûì ìíîæåñòâîìM1 èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû A, à ÷èñëî c1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â
M1. Òîãäà ìàòðèöà A − c1P1 ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
è èìååò îäèíàêîâûå ñóììû ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, è â íåé íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïîâòîðÿÿ äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

A = c1P1 + c2P2 + . . .+ ckPk, (∗)

ãäå ci > 0 è Pi � ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ êàæäîãî i. Ïóñòü ìàò-
ðèöà A èìååò ðàçìåð n× n. Òàê êàê ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ êàæäîé èç
ìàòðèö A,P1, P2, . . . , Pk ðàâíà n, èç (∗) ñëåäóåò: c1 + c2 + . . .+ ck = 1.
Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.
2

Çàìå÷àíèå 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õà-
ðàêòåð. Îïèñàííûé ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ (∗) íàçûâàþò àë-
ãîðèòìîì Áèðêãîôà. Ïîñêîëüêó êàæäûé øàã ýòîãî àëãîðèòìà äà¼ò

26



òðåáóåìîå çíà÷åíèå ïî ìåíüøåé ìåðå îäíîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû A, à
ïîñëåäíèé øàã � ñðàçó n ýëåìåíòàì ìàòðèöû, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
k 6 n2 − n+ 1, ãäå k � ÷èñëî ïîäñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö, ÷åðåç êîòîðûå
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà A. Èçâåñòíà è
áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà: k 6 n2 − 2n+ 2.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäñòàâèì êàæäóþ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàò-
ðèöó ðàçìåðà n×n òî÷êîé â n2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë òåîðåìû Áèðêãîôà ñëåäóþùèé: ìíîãîãðàííèê äâàæäû ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ìàòðèö èìååò ñâîèìè âåðøèíàìè ïîäñòàíîâî÷íûå ìàòðè-
öû.

6. Ëàòèíñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè

Ìàòðèöà ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ ëàòèíñêèì ïðÿìîóãîëüíè-
êîì, åñëè ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû îáðàçóþò ïåðåñòà-
íîâêó ÷èñåë îò 1 äî n, è â êàæäîì ñòîëáöå âñå ÷èñëà ðàçíûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëî ñòðîê ëàòèíñêîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà m íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà åãî ñòîëáöîâ n. Â ñëó÷àå m = n,
êàê ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ëàòèíñêèé ïðÿìîóãîëüíèê íàçûâàþò ëàòèí-
ñêèì êâàäðàòîì.

Íàïðèìåð, ìàòðèöû

 1 2 3 4 5
3 5 4 2 1
4 1 5 3 2

 è


1 2 3 4 5
3 5 4 2 1
4 1 5 3 2
2 3 1 5 4
5 4 2 1 3


ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëàòèíñêèé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 3 × 5 è ëà-
òèíñêèé êâàäðàò 5 × 5. Â ýòîì ïðèìåðå êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ïðèïèñûâàíèåì äâóõ ñòðîê. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè
ëàòèíñêèé ïðÿìîóãîëüíèê m × n, ãäå m < n, ìîæíî äîïîëíèòü äî
ëàòèíñêîãî êâàäðàòà n×n, ïðèïèñûâàíèåì íîâûõ n−m ñòðîê? Îêà-
çûâàåòñÿ, âñåãäà! Äîêàæåì ýòîò ôàêò.

Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G(V1, V2), â êîòîðîì V1 åñòü ìíîæå-
ñòâî ñòîëáöîâ ëàòèíñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðà m × n, V2 =
{1, 2, . . . , n}, à âåðøèíû i ∈ V1 è j ∈ V2 ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â i-ì ñòîëáöå ïðÿìîóãîëüíèêà íåò ÷èñëà j.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêà èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà
èìååì ãðàô, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 7.
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ßñíî, ÷òî ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç äîëè V1 ðàâíà n−m. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëþáîå ÷èñëî j âñòðå÷àåòñÿ â m ñòðîêàõ èñõîäíîãî ëàòèí-
ñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà m ðàç, çíà÷èò, îíî ïîÿâëÿåòñÿ â m ñòîëáöàõ è
îòñóòñòâóåò â n −m ñòîëáöàõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ñòåïåíü ëþáîé
âåðøèíû èç V2 òàêæå ðàâíà n−m.

Òàêèì îáðàçîì, äâóäîëüíûé ãðàô G(V1, V2) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì è
ðåãóëÿðíûì. Êàê íàì óæå èçâåñòíî, òàêîé ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà ñî-
âåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ. Êàæäîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå çàäà-
¼ò îäíó èç íîâûõ ñòðîê ëàòèíñêîãî êâàäðàòà. 2

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ïåðåõîäó îò ïðÿìîóãîëüíèêà ê
êâàäðàòó ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåíèå â äâóäîëüíîì ãðàôå ñîâåðøåííûõ
ïàðîñî÷åòàíèé: {12, 23, 31, 45, 54} è {15, 24, 32, 41, 53}.

Â çàêëþ÷åíèå, îòìåòèì, ÷òî ëàòèíñêèé ïðÿìîóãîëüíèê m×n (ïðè
m 6 n) ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà çàïîëíèì ïðîèçâîëüíî
ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì äîïîëíèì ïðÿìîóãîëüíèê 1× n äî êâàäðàòà, è,
íàêîíåö, âû÷åðêíåì ëþáûå n−m ñòðîê.

7. Ð¼áåðíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôîâ

Ð¼áåðíî-õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî
öâåòîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàñêðàñèòü åãî ð¼áðà òàê, ÷òîáû ñìåæíûå
ð¼áðà áûëè ðàçíîãî öâåòà. Óêàçàííóþ ðàñêðàñêó áóäåì íàçûâàòü ïðà-
âèëüíîé. Îáîçíà÷àþò ð¼áåðíî-õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G ÷åðåç
χe(G) (îñòàâëÿÿ îáîçíà÷åíèå χ(G) äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðà-
ôà � íàèìåíüøåãî ÷èñëà öâåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà, ïðè
êîòîðîé ñìåæíûå âåðøèíû èìåþò ðàçíûé öâåò).

Ïîñêîëüêó ð¼áðà îäíîãî öâåòà ïðè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå ïîïàðíî
íå ñìåæíû, îíè ñîñòàâëÿþò ïàðîñî÷åòàíèå. Òàêèì îáðàçîì, χe(G) �
ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî ïàðîñî÷åòàíèé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ð¼áåð ãðàôà G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(G) íàèáîëüøóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G.
Âñå ð¼áðà, èíöèäåíòíûå ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà, ïðè ïðàâèëü-
íîé ðàñêðàñêå äîëæíû èìåòü ðàçíûé öâåò. Ïîýòîìó χe(G) > ∆(G).
Íåîæèäàííûé ôàêò îáíàðóæèë ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Â.Ã. Âèçèíã:
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Òåîðåìà 10. (Â.Ã. Âèçèíã, 1964 ã.) Åñëè â ãðàôå G íåò
ïåòåëü, òî

∆(G) 6 χe(G) 6 ∆(G) + 1.

Âû÷èñëèì ð¼áåðíî-õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ
ãðàôîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ öèêëè÷åñêîãî ãðàôà Cn ïðè n > 2 èìååì:

χe(Cn) =

{
2, åñëè n ÷¼òíî;
3, åñëè n íå÷¼òíî.

Â ñëó÷àå êîëåñà Wn ñ n > 4 âåðøèíàìè χe(Wn) = n− 1.
Áîëåå ñëîæíî ïðîâåðÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ãðàôà Kn ñ

n > 2 âåðøèíàìè:

χe(Kn) =

{
n− 1, åñëè n ÷¼òíî;
n, åñëè n íå÷¼òíî.

Åñëè χe(Kn) = ∆(G) = n − 1, òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èíöè-
äåíòíà ðåáðó (è ïðèòîì îäíîìó) êàæäîãî öâåòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êîëè÷åñòâî ð¼áåð îäíîãî öâåòà âäâîå ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà âåðøèí n,
êîòîðîå, ñòàëî áûòü, ÷¼òíî. Çíà÷èò, ïðè íå÷¼òíîì n χe(Kn) > n − 1
è, â ñèëó òåîðåìû Âèçèíãà, χe(Kn) = n. Ïðèâåä¼ì, òåì íå ìåíåå,

Ïðèìåð ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ð¼áåð Kn ïðè íå÷¼òíîì n.
Èçîáðàçèì Kn ïðàâèëüíûì n-óãîëüíèêîì ñ äèàãîíàëÿìè. Âûáåðåì
äëÿ êàæäîé åãî ñòîðîíû ñâîé öâåò. Ëþáàÿ äèàãîíàëü áóäåò ïàðàë-
ëåëüíà êàêîé-òî ñòîðîíå, â öâåò ýòîé ñòîðîíû è âûêðàñèì äèàãîíàëü.
Ïîñêîëüêó ñìåæíûå îòðåçêè (ñòîðîíû è äèàãîíàëè) íå ïàðàëëåëüíû,
ïîëó÷åííàÿ ðàñêðàñêà áóäåò ïðàâèëüíîé.

Â ñëó÷àå ÷¼òíîãî n ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â n−1 öâåòîâ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðàñêðàñèì ïðàâèëüíûì îáðàçîì
ïîäãðàô Kn−1. Âåðøèíó, íå âîøåäøóþ â äàííûé ïîäãðàô, îáîçíà÷èì
v. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ïîäãðàôà áóäåì èìåòü n− 2 èíöèäåíòíûõ
ð¼áåð, ïîêðàøåííûõ âî âñå öâåòà, êðîìå öâåòà ïðîòèâîïîëîæíîé (â
n − 1-óãîëüíèêå) ñòîðîíû. Èñïîëüçóåì ýòîò öâåò äëÿ ïîêðàñêè ðåá-
ðà uv. Â ðåçóëüòàòå ëþáûå äâà ñìåæíûõ ðåáðà ãðàôà áóäóò ðàçíîãî
öâåòà.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåãóëÿðíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó Km,n.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî m 6 n. Ñîñòàâèì ëàòèí-

ñêèé ïðÿìîóãîëüíèê A = (aij) ðàçìåðà m×n è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî aij
îáîçíà÷àåò öâåò ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî i-þ âåðøèíû ïåðâîé äîëè ñ j-
é âåðøèíîé âòîðîé äîëè. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
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Km,n â n öâåòîâ. Ïîñêîëüêó χe(Km,n) > ∆(Km,n) = n, äåëàåì âûâîä:
χe(Km,n) = n.

Â îáùåì ñëó÷àå, χe(Km,n) = max(m,n). Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî
ñóùåñòâåííî óñèëèòü.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô. Òîãäà χe(G) = ∆(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì k = ∆(G). Ïîñêîëüêó χe(G) > k, äî-
ñòàòî÷íî óêàçàòü ñïîñîá ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ãðàôà G â k öâåòîâ.

Ïîêàæåì, êàê ðàñøèðèòü ãðàô G äî ðåãóëÿðíîãî äâóäîëüíîãî ãðà-
ôà, â êîòîðîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû k.

Ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå k ýêçåìïëÿðîâ ãðàôà G,
ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ïåðâûå äîëè óêàçàííûõ ãðàôîâ îáúåäèíÿþòñÿ â
ïåðâóþ äîëþ íîâîãî ãðàôà, à âòîðûå äîëè � âî âòîðóþ. Âîçüì¼ì ïðî-
èçâîëüíóþ âåðøèíó u ïåðâîé äîëè èñõîäíîãî ãðàôà, ñòåïåíü êîòîðîé
ìåíüøå k. Ââåä¼ì âî âòîðóþ äîëþ ñòðîÿùåãîñÿ ãðàôà k − ρ(u) íî-
âûõ âåðøèí, ñîåäèíèâ êàæäóþ èç íèõ ñî âñåìè k �êëîíàìè� âåðøèíû
u. Òåïåðü ñòåïåíü êëîíîâ u ñòàíåò ðàâíîé k. Íîâûå âåðøèíû òàêæå
èìåþò ýòó ñòåïåíü. Çàòåì àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âåðøèíàìè âòîðîé
äîëè, ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðåãóëÿðíûé
äâóäîëüíûé ãðàô G′, èìåþùèé ïîäãðàôîì èñõîäíûé ãðàô G.

Ðåçóëüòàòû �4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðàô G′ ðàñïàäàåòñÿ íà k
ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Ïîêðàñèâ ð¼áðà êàæäîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
â ñâîé öâåò, ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G′, à çàîäíî è
ãðàôà G. 2

Çàêëþ÷èòåëüíûå ïàðàãðàôû äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåíû àëãîðèò-
ìàì ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè.

8. Òåîðåìà Á¼ðæà

ÏóñòüM � ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G (íå îáÿçàòåëüíî äâóäîëüíîì).
Ð¼áðà, âõîäÿùèå â M , íàçîâ¼ì ÷åðíûìè, à îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà �
áåëûìè. Ïðîñòàÿ öåïü � ÷åðåäóþùàÿñÿ (îòíîñèòåëüíî M), åñëè
ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðà â ýòîé öåïè ðàçíîãî öâåòà. Âåðøèíó, ïî-
êðûâàåìóþ íåêîòîðûì ðåáðîì èç M , íàçîâ¼ì íàñûùåííîé (îòíî-
ñèòåëüíî M); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíà � íåíàñûùåííàÿ (èëè
ñâîáîäíàÿ) (îòíîñèòåëüíî M).

Åñëè â ãðàôå èìååòñÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ äâå íåíà-
ñûùåííûå âåðøèíû, òî ëåãêî ïîëó÷èòü íîâîå ïàðîñî÷åòàíèå, â êî-
òîðîì íà îäíî ðåáðî áîëüøå, ÷åì â M : äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü öâåòà
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ð¼áåð óêàçàííîé öåïè. Ïîýòîìó òàêóþ öåïü íàçûâàþò óâåëè÷èâàþ-
ùåé îòíîñèòåëüíî M , èëè M -óâåëè÷èâàþùåé. Î÷åâèäíî òåïåðü,
÷òî îòíîñèòåëüíî íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ óâåëè÷èâàþùåé öåïè
íå ñóùåñòâóåò. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 12. (Ê. Á¼ðæ, 1957 ã.) Ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðàôå G
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íå ñóùå-
ñòâóåò óâåëè÷èâàþùåé îòíîñèòåëüíî M öåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óæå äîêàçàíà. Óáåäèìñÿ â äî-
ñòàòî÷íîñòè.

Ïóñòü ïàðîñî÷åòàíèå M íå äîïóñêàåò óâåëè÷èâàþùåé îòíîñèòåëü-
íî ñåáÿ öåïè, à M ′ � íåêîòîðîå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå. Ðàññìîò-
ðèì ïîäãðàô ãðàôà G, îáðàçîâàííûé ð¼áðàìè èç ñèììåòðè÷åñêîé ðàç-
íîñòè M ⊕M ′. Â í¼ì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2, â
ñèëó ÷åãî ýòîò ïîäãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà öèêëû è ïðîñòûå öåïè. Ïî-
ñêîëüêó â öèêëå ð¼áðà èç M è M ′ ÷åðåäóþòñÿ, öèêë èìååò ÷¼òíóþ
äëèíó. ×åðåäîâàíèå ïðîèñõîäèò è â êàæäîé öåïè. Öåïü íå ÿâëÿåòñÿ
óâåëè÷èâàþùåé íè îòíîñèòåëüíîM (ïî óñëîâèþ òåîðåìû), íè îòíîñè-
òåëüíîM ′ (íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëèíà
öåïè ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì. Ñòàëî áûòü, â ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíî-
ñòè M ⊕M ′ ïîðîâíó ð¼áåð èç M è M ′, à ìíîæåñòâà M è M ′ ðàâíî-
ìîùíû, òî åñòü M , êàê è M ′, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïàðîñî÷åòàíèåì.
2

9. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ

Òåîðåìà Á¼ðæà îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåãî ñïîñîáà
íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå.

I. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M .

II. Èñêàòü M -óâåëè÷èâàþùóþ öåïü.

III. Åñëè òàêàÿ öåïü P íàéäåíà, òî çàìåíèòü M íà M ⊕ P è ïåðåé-
òè ê øàãó II. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàêîí÷èòü ðàáîòó (òåêóùåå
ïàðîñî÷åòàíèå M ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì).

Â ñëó÷àå äâóäîëüíîãî ãðàôà ïîèñê M -óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé
ïðîèñõîäèò äîâîëüíî ïðîñòî. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ìåõàíèçì ïîìå-
òîê.
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Àëãîðèòì A

1. Ïîñòðîèòü êàêîå-íèáóäü ïàðîñî÷åòàíèå M .

2. Ñâîáîäíûå îòíîñèòåëüíî M âåðøèíû èç äîëè V1 ïîìåòèòü íó-
ë¼ì, îñòàëüíûå âåðøèíû ñ÷èòàþòñÿ íåïîìå÷åííûìè.

3. Äëÿ êàæäîé ïîìå÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå âåðøèíû vi ∈ V1

ïîìåòèòü å¼ íîìåðîì i âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû èç V2, êîòî-
ðûå ñîåäèíÿþòñÿ ñ vi áåëûìè ð¼áðàìè.

Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ ïîìå÷åííîé ñâîáîäíàÿ âåðøèíà, òî M -
óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü P íàéäåíà; îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ìåò-
êàì, íà÷èíàÿ ñ óêàçàííîé âåðøèíû: ìåòêà âåðøèíû åñòü íîìåð
î÷åðåäíîé âåðøèíû P . Óâåëè÷èâàþùóþ öåïü ïåðåêðàñèòü (ò.å.
çàìåíèòü M íà M ⊕ P ) è ïåðåéòè ê øàãó 2.

Åñëè æå íîâûõ ïîìåòîê íà ýòîì øàãå íå âîçíèêàåò, ïåðåéòè ê 5.

4. Äëÿ êàæäîé ïîìå÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå âåðøèíû uj ∈ V2

ïîìåòèòü å¼ íîìåðîì j íåïîìå÷åííóþ âåðøèíó èç V1, êîòîðàÿ
ñîåäèíÿåòñÿ ñ uj ÷¼ðíûì ð¼áðîì. Åñëè íîâûõ ïîìåòîê íà ýòîì
øàãå íå âîçíèêàåò, ïåðåéòè ê øàãó 5, èíà÷å âåðíóòüñÿ ê øàãó 3.

5. Òåêóùåå ïàðîñî÷åòàíèåM ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì. Êîíåö ðàáîòû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó èçëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ñëåäóþùåì
ïðèìåðå. Äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 8 òåêóùåå ïàðîñî÷åòàíèå M ñîñòîèò èç

m m m m m m

m m m m m m
1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12�
��
�
��

T
T
T
TT �

�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

aaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa

PPPPPPPPPPPPP

Q
Q
Q
Q
Q
Q��

��
��

��
��

���

10 0 8 9 12 11

1 2 3 5 3 2

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

aaaaaaaaaa

S
S
S
S#

#
#
#
## S

S
S
SS

Ðèñ. 8

ð¼áåð, èçîáðàæ¼ííûõ äâîéíûìè ëèíèÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî ð¼áðà èç M
ìû íàçûâàåì ÷¼ðíûìè, à îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà � áåëûìè. Ñâîáîä-
íûå âåðøèíû èçîáðàæåíû äâîéíûìè êðóæêàìè.

Â äîëå V1 òîëüêî îäíà ñâîáîäíàÿ âåðøèíà � ñ íîìåðîì 2; îíà ïîìå-
÷àåòñÿ íóë¼ì (ïîìåòêè � ýòî ÷èñëà â ïðÿìîóãîëüíèêàõ). Áåëûå ð¼áðà
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(èçîáðàæåíû òîíêèìè ëèíèÿìè) ñîåäèíÿþò ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè
8 è 12, êîòîðûå ïîëó÷àþò ïîìåòêó 2.

×¼ðíîå ðåáðî 8-3 äà¼ò ïîìåòêó 8 âåðøèíå 3; ÷¼ðíîå ðåáðî 12-5 äà¼ò
ïîìåòêó 12 âåðøèíå 5.

Èç âåðøèíû 3 ê íåïîìå÷åííûì âåðøèíàì âåäóò äâà áåëûõ ðåáðà,
è èõ äðóãèå êîíöû � âåðøèíû 9 è 11 � ïîëó÷àþò ïîìåòêó 3. Àíàëî-
ãè÷íî, ó âåðøèíû 10 âîçíèêàåò ïîìåòêà 5.

Äàëåå ïîìå÷àþòñÿ âåðøèíû èç ïåðâîé äîëè: 4, 1 è 6.
Íàêîíåö, óäà¼òñÿ ïîìåòèòü ñâîáîäíóþ âåðøèíó 7 èç âòîðîé äîëè

� íîìåðîì 1. Èäÿ ïî ïîìåòêàì, íà÷èíàÿ ñ ýòîé âåðøèíû, íàõîäèìM -
óâåëè÷èâàþùóþ öåïü: 7�1�10�5�12�2. Ïåðåêðàñèì å¼ ðåáðà è ïîëó÷èì
íîâîå (áîëåå ìîùíîå, ÷åì ðàíåå) ïàðîñî÷åòàíèå (ðèñ. 9). Ïîñòðîåííîå
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Ðèñ. 9

ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì (îíî ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû
ãðàôà), çíà÷èò, è íàèáîëüøèì.

Çàìå÷àíèå 1. Àëãîðèòì A ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, �ïðîåêöèåé� àëãî-
ðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè
(ñì. ãë. 1,�3).

Ïîäðîáíî ïîÿñíèì ýòîò òåçèñ. Ïðåâðàòèì äâóäîëüíûé ãðàô
G(V1, V2) â òðàíñïîðòíóþ ñåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• îðèåíòèðóåì êàæäîå ðåáðî uivj â íàïðàâëåíèè îò V1 ê V2;

• ê ìíîæåñòâó âåðøèí ãðàôà äîáàâèì èñòî÷íèê a è ñòîê b;

• ïðîâåä¼ì äóãè èç èñòî÷íèêà a êî âñåì âåðøèíàì èç V1;

• èç êàæäîé âåðøèíû äîëè V2 ïðîâåä¼ì äóãó ê ñòîêó b;

• ïîëîæèì ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ðàâíûìè åäèíèöå.

Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äîïóñòèìûìè
öåëî÷èñëåííûìè ïîòîêàìè â ýòîé ñåòè è ïàðîñî÷åòàíèÿìè èñõîäíî-
ãî äâóäîëüíîãî ãðàôà: ïî êàæäîé äóãå ñåòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåá-
ðó G(V1, V2), âõîäÿùåìó (íå âõîäÿùåìó) â ïàðîñî÷åòàíèå, èä¼ò åäè-
íè÷íûé (ñîîòâåòñòâåííî íóëåâîé) ïîòîê. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîìó
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(ïî âêëþ÷åíèþ) ïàðîñî÷åòàíèþ áóäåò îòâå÷àòü ïîëíûé ïîòîê. M -
óâåëè÷èâàþùåé öåïè

uα − vβ − uγ − . . .− vω (1)

ñîîòâåòñòâóåò öåïü òðàíñïîðòíîé ñåòè:

a→ uα → vβ ← uγ → . . .→ vω → b. (2)

Ïåðåêðàñêà ð¼áåð â öåïè (1) ñóòü óâåëè÷åíèå ïîòîêà âäîëü öåïè (2).
Íàïðèìåð, ðåáðî uα−vβ áûëî áåëûì, à ñòàëî ÷¼ðíûì, ñîîòâåòñòâåííî
ïîòîê ïî äóãå uα → vβ èç íóëåâîãî ïðåâðàòèëñÿ â åäèíè÷íûé; ñëåäó-
þùåå ðåáðî öåïè uγ − vβ èç ÷¼ðíîãî ñòàëî áåëûì, à ïîòîê ïî äóãå
uα → vβ ñòàë íóëåâûì.

Çàìå÷àíèå 2. Íåñëîæíî îöåíèòü òðóäî¼ìêîñòü äàííîãî àëãîðèò-
ìà. Ïóñòü n � ÷èñëî âåðøèí â äîëå V1 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â V1 âåðøèí íå áîëåå, ÷åì â V2), à m � ÷èñëî ð¼-
áåð ãðàôà G(V1, V2). Òîãäà ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà áóäåò âûïîëíåíî íå
áîëåå n èòåðàöèé (èòåðàöèþ ñîñòàâëÿþò øàãè 2, 3 è 4), à íà êàæäîé
èòåðàöèè ïîðÿäêà O(m) äåéñòâèé. Ñòàëî áûòü, îáùåå ÷èñëî îïåðà-
öèé åñòü O(nm). Åñëè |V1| = |V2| = n, òî èìååì îöåíêó òðóäî¼ìêîñòè,
çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ÷èñëà âåðøèí: O(n3).

Çàìå÷àíèå 3. Ðàçðàáîòàíû âåñüìà èçîùð¼ííûå àëãîðèòìû íà-
õîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå (â îá-
ùåì ñëó÷àå, íå äâóäîëüíîì), òàêæå èìåþùèå òðóäî¼ìêîñòü O(n3), ãäå
n � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà.

10. Íàõîæäåíèå íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî

ïîêðûòèÿ

Âíîâü îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóäîëüíîãî ãðàôà.
Îêàçûâàåòñÿ, èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì A íàõîæäåíèÿ íàèáîëü-

øåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ çàîäíî ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü è íàèìåíüøåå âåð-
øèííîå ïîêðûòèå.

Ïóñòü A ⊂ V1 è B ⊂ V2 � ìíîæåñòâà ïîìå÷åííûõ âåðøèí îáåèõ
äîëåé ãðàôà G(V1, V2) ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà A. Îáîçíà÷èì
A = V1 \A.

Òåîðåìà 13. Ìíîæåñòâî A∪B ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âåðøèí-
íûì ïîêðûòèåì ãðàôà G(V1, V2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå
G(V1, V2), ïîñòðîåííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà A. Ð¼áðà, âõî-
äÿùèå â M , êàê è ðàíåå, ìû íàçûâàåì ÷¼ðíûìè; à îñòàëüíûå ð¼áðà
ãðàôà äëÿ íàñ áåëûå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáü¼ì íà òðè ýòàïà.

1. Äîêàæåì, ÷òî êîíöû ëþáîãî ÷¼ðíîãî ðåáðà ëèáî îáà ïî-
ìå÷åíû, ëèáî îáà íå ïîìå÷åíû.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ÷¼ðíîå ðåáðî uv, ãäå u ∈ V1, v ∈ V2.

Åñëè âåðøèíà v ïîìå÷åíà, òî íà øàãå 4 àëãîðèòìà A ïîìåòêó
ïîëó÷èò è âåðøèíà u.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà v íå ïîìå÷åíà. Òî-
ãäà íåïîìå÷åííîé áóäåò è âåðøèíà u. Äåéñòâèòåëüíî, u, áóäó÷è
íàñûùåííîé âåðøèíîé, íå ïîìå÷àåòñÿ íà 2-ì øàãå. Íî è íà 4-ì
øàãå âåðøèíà u íå ïîëó÷àåò ïîìåòêó, òàê êàê îíà èíöèäåíòíà
åäèíñòâåííîìó ÷¼ðíîìó ðåáðó � uv, à äðóãîé åãî êîíåö íå ïîìå-
÷åí.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Ïðîâåðèì, ÷òî C = A ∪B � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà.

Âîçüì¼ì â ãðàôå G(V1, V2) ïðîèçâîëüíîå ðåáðî e = uv, ãäå
u ∈ V1, v ∈ V2. Äîêàæåì, ÷òî u /∈ A èëè v ∈ B.

Åñëè ýòî íå òàê, òî u ∈ A (òî åñòü u � ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà) è
v /∈ B (v � íåïîìå÷åííàÿ âåðøèíà). Òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1
ðåáðî e íå ìîæåò áûòü ÷¼ðíûì. Íî îíî è íå áåëîå, ïîñêîëüêó ïðè
ïîìå÷åííîé âåðøèíå u è áåëîì ðåáðå uv íà 3-ì øàãå àëãîðèòìà
A âåðøèíà v ïîëó÷èëà áû ïîìåòêó. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî.

3. Çàìåòèì, ÷òî (áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèþ 1)
1) êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ ð¼áåð ñ ïîìå÷åííûìè êîíöàìè ðàâíî |B|
� êîëè÷åñòâó ïîìå÷åííûõ âåðøèí èç äîëè V2 (êàæäàÿ èç íèõ
èíöèäåíòíà îäíîìó ÷¼ðíîìó ðåáðó);
2) êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ ð¼áåð ñ íåïîìå÷åííûìè êîíöàìè ðàâíî
|A| � êîëè÷åñòâó íåïîìå÷åííûõ âåðøèí èç äîëè V1 (ëþáàÿ òàêàÿ
âåðøèíà íàñûùåííàÿ, è èç íå¼ òàêæå èñõîäèò ðîâíî îäíî ÷¼ðíîå
ðåáðî).

Òàêèì îáðàçîì, |M | = |B| + |A| = |A ∪ B|, òî åñòü âåðøèííîå
ïîêðûòèå A∪B ðàâíîìîùíî íàèáîëüøåìó ïàðîñî÷åòàíèþ. Â ñè-
ëó âåíãåðñêîé òåîðåìû ýòî îçíà÷àåò ìèíèìàëüíîñòü âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ.2
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Êàê îòìå÷àëîñü â �3, äîïîëíåíèå ê íàèìåíüøåìó âåðøèííîìó ïî-
êðûòèþ ãðàôà ÿâëÿåòñÿ åãî íàèáîëüøèì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì
âåðøèí. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî A ∪ B � íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå. Ñòà-
ëî áûòü, àëãîðèòì A (èìåþùèé, êàê ìû âûÿñíèëè, ïîëèíîìèàëü-
íóþ òðóäî¼ìêîñòü) ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ íàèáîëüøèì ïàðîñî÷åòàíèåì
â äâóäîëüíîì ãðàôå íàéòè òàêæå íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå è
íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è îïðåäåëå-
íèÿ íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ è íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî
ìíîæåñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè, äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ íèõ íåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ (ïî êðàéíåé
ìåðå, îíè ïîêà íå èçâåñòíû íàóêå). Î÷åíü âàæíî, ÷òî äëÿ äâóäîëüíûõ
ãðàôîâ, âîçíèêàþùèõ âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïîëèíîìè-
àëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò!

Ïðèìåð. Íà ðèñ. 10 èçîáðàæ¼í ãðàô, â êîòîðîì âûäåëåíî íàè-
áîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå è ðàññòàâëåíû ïîìåòêè, âîçíèêàþùèå ïî îêîí-
÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà A. Èìååì A = {1, 2, 3}; B = {6, 7}. Çíà÷èò,
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Ðèñ. 10

âåðøèíû 4, 5, 6 è 7 îáðàçóþò ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå, à
âåðøèíû 1, 2, 3, 8, 9, 10 � íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

11. Âåíãåðñêèé àëãîðèòì

Ïóñòü G(V1, V2) � âçâåøåííûé ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô Kn,n ñ
ìàòðèöåé âåñîâ ð¼áåð C = (cij), ãäå cij > 0 åñòü âåñ ðåáðà, ñîåäèíÿþ-
ùåãî i-þ âåðøèíó äîëè V1 ñ j-é âåðøèíîé äîëè V2.

Â çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ òðåáóåòñÿ íàéòè ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà (íèæå áóäåì íàçûâàòü òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå
îïòèìàëüíûì). Íàçâàíèå çàäà÷è îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé å¼ òðàê-
òîâêîé. Ïóñòü ui � i-é ðàáîòíèê, vj � j-ÿ ðàáîòà, à cij � ñòîèìîñòü
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âûïîëíåíèÿ i-ì ðàáîòíèêîì j-é ðàáîòû. Òîãäà ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå íàèìåíüøåãî âåñà îïèñûâàåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ðàáîò ìåæäó
ðàáîòíèêàìè (íàçíà÷åíèå ðàáîòíèêîâ íà ðàáîòû), ïðè êîòîðîì êàæ-
äûé ðàáîòíèê âûïîëíÿåò ðîâíî îäíó ðàáîòó, à ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü
âûïîëíåíèÿ ðàáîò ìèíèìàëüíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ê âåñàì âñåõ ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå, ïðèáàâèòü îäíî è òî æå ÷èñëî (íå îáÿçàòåëü-
íî ïîëîæèòåëüíîå), òî óïîðÿäî÷åííîñòü ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé
ãðàôà ïî èõ âåñó íå èçìåíèòñÿ, ïîñêîëüêó êàæäîå òàêîå ïàðîñî÷åòà-
íèå ñîäåðæèò ðîâíî îäíî ðåáðî ñ èçìåí¼ííûì âåñîì. Íàçîâ¼ì òàêóþ
îïåðàöèþ ïðèâåäåíèåì. Äëÿ ìàòðèöû âåñîâ ïðèâåäåíèå îçíà÷àåò
ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû êî âñåì ýëåìåíòàì íåêîòîðîãî ñòîëáöà èëè
ñòðîêè.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïðèâåäåíèÿ ëåãêî ñâåñòè çàäà÷ó ê ãðàôó, â
êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà íåêîòîðîìó ðåáðó íóëåâîãî âå-
ñà (áóäåì íàçûâàòü òàêèå ð¼áðà íóëåâûìè), è ïðè ýòîì âåñà âñåõ
ð¼áåð îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè â òàêîì ãðàôå ñó-
ùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íóëåâîãî âåñà (â ìàòðèöå âåñîâ
åìó ñîîòâåòñòâóþò n íåçàâèñèìûõ íóëåé), î÷åâèäíî, îíî è áóäåò ðå-
øåíèåì çàäà÷è. Îñíîâíàÿ èäåÿ èçëàãàåìîãî íèæå âåíãåðñêîãî àë-
ãîðèòìà (Ã. Êóí, 1955 ã.) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîèñêà M -
óâåëè÷èâàþùåé öåïè â G(V1, V2), ãäå M � ïàðîñî÷åòàíèå èç íóëåâûõ
ð¼áåð, óäà¼òñÿ íàéòè òàêèå îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðûõ êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ð¼áåð óâåëè÷èâàåòñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò
âîçíèêàåò ãðàô, â êîòîðîì åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íóëåâîãî
âåñà.

Àëãîðèòì B

1. Èç êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû C âû÷åñòü å¼ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.
Òàê æå ïîñòóïèòü ñî ñòîëáöàìè.

2. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî íóëåâûõ ð¼áåð òåêóùåãî ãðàôà
G = G(V1, V2) (ñ ìàòðèöåé âåñîâ C). Íàéòè â ãðàôå
G′ = ⟨V1 ∪ V2, N⟩ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A íàèáîëüøåå
ïàðîñî÷åòàíèå M , áåðÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
òåêóùåå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå (åñëè øàã 2 àëãîðèòìà B
âûïîëíÿåòñÿ íå âïåðâûå). Åñëè íàéäåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M �
ñîâåðøåííîå, òî êîíåö ðàáîòû.

3. Ïóñòü A ⊂ V1 è B ⊂ V2 � ìíîæåñòâà ïîìå÷åííûõ âåðøèí îáåèõ
äîëåé ãðàôà G ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà A (íàïîìíèì,
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÷òî ïîìåòêè ðàññòàâëÿþòñÿ ñ öåëüþ íàéòè M -óâåëè÷èâàþùóþ
öåïü). Âû÷èñëèòü d � íàèìåíüøèé âåñ ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî ïî-
ìå÷åííóþ âåðøèíó èç V1 ñ íåïîìå÷åííîé âåðøèíîé èç V2. Èç
âñåõ ñòðîê, îòâå÷àþùèõ âåðøèíàì èç A, âû÷åñòü ÷èñëî d. Êî
âñåì ñòîëáöàì, îòâå÷àþùèì âåðøèíàì èç B, ïðèáàâèòü ÷èñëî d.
Ïåðåéòè ê øàãó 1.

Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà B. Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíÿåìûå
â í¼ì îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ íå ìåíÿþò ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïà-
ðîñî÷åòàíèé. Âî-âòîðûõ, àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà îáíàðó-
æèâàåò â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ð¼áåð ñîâåð-
øåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íóëåâîãî âåñà. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîé
ìîìåíò íåïðåìåííî íàñòóïèò.

Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ãðàô, â êîòîðîì
êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà õîòÿ áû îäíîìó íóëåâîìó ðåáðó. Ïîýòî-
ìó ïîñëå øàãà 2 âñå âåðøèíû èç V1, íå ïîêðûòûå òåêóùèì ïàðîñî÷å-
òàíèåì, ïîìå÷åíû. Çíà÷èò, íà øàãå 3 ìíîæåñòâî A íåïóñòî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ øàãà 2 ïàðîñî÷å-
òàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå âñå âåðøèíû èç
V2 óäàëîñü ïîìåòèòü � çíà÷èò, íåïóñòî è ìíîæåñòâî
B = V2 \B. Âåñ ëþáîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó i èç A ñ âåðøè-
íîé j èç B, ïîëîæèòåëåí, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî àëãîðèòìó A
âåðøèíà j äîëæíà áûëà áû ïîëó÷èòü ïîìåòêó. Òàêèì îáðàçîì, d > 0.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåñàìè ð¼áåð íà øàãå 3.
Âåñà ð¼áåð èç G(A,B) íå ìåíÿþòñÿ.
Ð¼áðà èç ïîäãðàôà G(A,B) ñîõðàíÿþò ñâîé âåñ, ïîñêîëüêó ïåðâî-

íà÷àëüíîå âû÷èòàíèå ÷èñëà d êîìïåíñèðóåòñÿ ïîñëåäóþùèì åãî ïðè-
áàâëåíèåì.

Âåñ êàæäîãî ðåáðà èç G(A,B) óâåëè÷èâàåòñÿ íà d.
Ïîñêîëüêó d > 0 � íàèìåíüøèé âåñ ðåáðà â ãðàôå G(A,B), ïîñëå

øàãà 3 â ýòîì ïîäãðàôå ïîÿâèòñÿ õîòÿ áû îäíî íóëåâîå ðåáðî.
Íàêîíåö, ð¼áåð èç G(A,B) íèêàêèõ èçìåíåíèé íå êîñí¼òñÿ.
Çíà÷èò, ïîñëå øàãà 3 âåñà âñåõ ð¼áåð îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, êîíöû ëþáîãî ÷¼ðíîãî
ðåáðà ëèáî îáà ïîìå÷åíû, ëèáî íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåáðî âõîäèò â
G(A,B), âî âòîðîì � â G(A,B). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå øàãà 3 ð¼á-
ðà òåêóùåãî ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M îñòàþòñÿ íóëåâûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ð¼áðà èç G(A,B), ñòàâøèå íóëåâûìè, ïðè ïîñëåäóþ-
ùåì âûïîëíåíèè øàãà 2 ðàñøèðÿþò ìíîæåñòâî B. Ïîýòîìó íà íåêî-
òîðîé èòåðàöèè áóäóò íàéäåíûM -óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü è íîâîå, áîëåå
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ìîùíîå, ïàðîñî÷åòàíèå M . Ðàíî èëè ïîçäíî â òåêóùåì ãðàôå áóäåò
áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èç íóëåâûõ ð¼áåð.2

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà B ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.
Ïóñòü âåñà ð¼áåð ãðàôà K4,4 çàäàþòñÿ ìàòðèöåé

1 4 4 3
2 7 6 8
4 7 5 6
2 5 1 1

 .

Ïîñëå âû÷èòàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïîëó÷èì ìàòðèöû

0 3 3 2
0 5 4 6
0 3 1 2
1 4 0 0

 è


0 0 3 2
0 2 4 6
0 0 1 2
1 1 0 0

 .

Ïîñòðîèì ãðàô G′, îáðàçîâàííûé íóëåâûìè ð¼áðàìè (òåêóùåãî) ãðà-
ôà G (ðèñ. 11). Âûäåëèì â í¼ì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïàðî-m m m m

m m m m
1 2 3 4

5 6 7 8
�
�
�
��

�
�
�
��
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�
�
��

#
#
#
#
##J

J
J
JJ

Ðèñ. 11

ñî÷åòàíèå (åãî ð¼áðà èçîáðàçèì äâîéíûìè ëèíèÿìè) è îñóùåñòâèì
ïðîöåññ ðàññòàíîâêè ïîìåòîê ñîãëàñíî àëãîðèòìó A. Ïîìåòêè ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àþò âåðøèíû 2, 5, 1, 6, 3 (ðèñ. 12). Òàêèì îáðà-

m m m m

m m m m
1 2 3 4

5 6 7 8
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�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

5 0 6

2 1

�
�
�
��

#
#
#
#
##J

J
J
JJ �
�
�
��

Ðèñ. 12

39



çîì, ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí èç V1 è V2 åñòü A = {1, 2, 3} è
B = {5, 6} ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü â ìàòðèöå âåñîâ ïîäãðàôà G(A,B),
îáðàçîâàííîé òðåìÿ âåðõíèìè ñòðîêàìè è äâóìÿ ïîñëåäíèìè ñòîëá-
öàìè ìàòðèöû C, íàõîäèì íàèìåíüøèé ýëåìåíò: d = 1. Â ðåçóëüòàòå
âû÷èòàíèÿ ÷èñëà d èç ñòðîê, îòâå÷àþùèõ A, à çàòåì ïðèáàâëåíèÿ d ê
ñòîëáöàì, îòâå÷àþùèì B, âîçíèêàþò ìàòðèöû

−1 −1 2 1
−1 1 3 5
−1 −1 0 1
1 1 0 0

 è


0 0 2 1
0 2 3 5
0 0 0 1
2 2 0 0

 .

Âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 2. Òåïåðü èìååì ãðàô G′, èçîáðàæ¼ííûé íà
ðèñ. 13, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Èòàê, îï-m m m m

m m m m
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Ðèñ. 13

òèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ñîñòîèò èç ð¼áåð 1-6, 2-5, 3-7, 4-8, à åãî âåñ,
êàê ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ðàâåí 12 (ðàçóìååòñÿ, â èñõîäíîì ãðàôå).

Â çàêëþ÷åíèå � íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
Çàìå÷àíèå 1. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà B îöåíèâàåòñÿ êàê O(n4)

îïåðàöèé. Èçâåñòíû ìîäèôèêàöèè âåíãåðñêîãî àëãîðèòìà, èìåþùèå
òðóäî¼ìêîñòü O(n3).

Çàìå÷àíèå 2. ×àñòî ðàññìàòðèâàþò òàêæå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ
âî âçâåøåííîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ íàè-
áîëüøåãî âåñà. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü íàä òåì, êàê ïðå-
îáðàçîâàòü ìàòðèöó âåñîâ èñõîäíîãî ãðàôà, ÷òîáû ïåðåéòè ê ãðàôó, â
êîòîðîì îïòèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå (íàèìåíüøåãî âåñà) ñîîòâåòñòâó-
åò ïàðîñî÷åòàíèþ íàèáîëüøåãî âåñà â èñõîäíîì ãðàôå.

12. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ íà óçêîå ìåñòî

Ïóñòü íà íåêîòîðîì êîíâåéåðå (ïîòî÷íîé ëèíèè) èìååòñÿ n ðàáî-
÷èõ ìåñò. Ìàñòåð äîëæåí ðàññòàâèòü ïî ýòèì ìåñòàì n ðàáîòíèêîâ.
Èçâåñòíà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà cij i-ãî ðàáîòíèêà íà j-ì ìåñòå.
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Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîíâåéåðà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòüþ çàíÿòûõ íà í¼ì ðàáîòíèêîâ. Ðàáî÷åå ìåñòî, íà êîòîðîì
ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðè çàäàííîé ðàññòà-
íîâêå ðàáîòíèêîâ (äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè çàäàííîì íàçíà÷åíèè), è
åñòü óçêîå ìåñòî ýòîãî íàçíà÷åíèÿ.

Íóæíî ïîìî÷ü ìàñòåðó �ñäåëàòü óçêîå ìåñòî êàê ìîæíî øèðå�:
íàéòè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ðàáîòíèêîâ ïî ðàáî÷èì ìåñòàì, ïðè êîòî-
ðîì ñêîðîñòü êîíâåéåðà (ò.å. ìèíèìàëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü çàíÿ-
òûõ ðàáîòíèêîâ) áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

Íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ çàäà÷à ñîñòîèò â âûäåëåíèè âî âçâåøåí-
íîì äâóäîëüíîì ãðàôå òàêîãî ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòî-
ðîì íàèìåíüøèé âåñ ðåáðà áóäåò íàèáîëüøèì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî f , ïðè
êîòîðîì â ãðàôå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M , ñîñòàâ-
ëåííîå èç ð¼áåð, ÷åé âåñ íå ìåíüøå f (ïàðîñî÷åòàíèå M è áóäåò èñêî-
ìûì).

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ äèõîòîìè÷åñêîãî ïîèñêà. Ñóòü åãî â
òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå èñêîìîå çíà÷åíèå,
ñîêðàùàåòñÿ âäâîå. Â îïèñûâàåìîì íèæå àëãîðèòìå èíäåêñû a è b
çàäàþò ãðàíèöû óêàçàííîãî ìíîæåñòâà.

Àëãîðèòì C

1. Îòñîðòèðîâàòü ð¼áðà ïî âîçðàñòàíèþ âåñà, ïîëó÷èâ ìàññèâ
w1, w2, . . . , wn2 .

2. Ïîëîæèòü a = 1, b = n2 − n+ 2.

3. Åñëè a = b− 1, ïåðåéòè ê øàãó 6.

4. Ïîëîæèòü k =
[
a+b
2

]
, f = wk.

5. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A èñêàòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â
ïîäãðàôå G′ ãðàôà G, îáðàçîâàííîì ð¼áðàìè, ÷åé âåñ íå ìåíüøå
f .

Åñëè òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå íàéäåíî, òî îáúÿâèòü åãî òåêóùèì è
ïîëîæèòü a = k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü b = k.

Ïåðåéòè ê øàãó 3.

6. Òåêóùåå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Êîíåö ðàáîòû.
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Íåòðóäíî îöåíèòü ÷èñëî îïåðàöèé ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà C.
Íàèáîëåå òðóäî¼ìêèé øàã 5 âûïîëíÿåòñÿ ïðèìåðíî log2(n

2 − n + 1)
ðàç. Ïîýòîìó îáùàÿ òðóäî¼ìêîñòü � O(log2 n ·n3) îïåðàöèé. Â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ âìåñòîA áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà òðóäî¼ìêîñòü
àëãîðèòìà C ñîîòâåòñòâåííî ïîíèçèòñÿ.



Ãëàâà 3

Ìàòðîèäû

Ìàòðîèäû áûëè ââåäåíû â 1935 ã. Ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà Õ. Óèòíè íà-
çûâàëàñü �On the abstract properties of linear dependence� (�Ê àáñòàêòíûì
ñâîéñòâàì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè�). Õ. Óèòíè îáíàðóæèë, ÷òî ìîæíî ñ
åäèíûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàòü ïîíÿòèÿ çàâèñèìîñòè â ëèíåéíîé àë-
ãåáðå è òåîðèè ãðàôîâ. Ñèíòåç èäåé ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè
ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïëîäîòâîðíîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ìàòðîèäîâ.

Ìàòðîèäíûå ñòóêòóðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òåîðèè
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ÿâëÿÿñü îñíîâîé ïðèìåíåíèÿ òàê íàçû-
âàåìûõ �æàäíûõ� àëãîðèòìîâ (ñì. �5). Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè
íà÷àëèñü â êîíöå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Ïîçäíåå òåîðèÿ ìàòðîè-
äîâ íàøëà ñâî¼ ïðèìåíåíèå è ïðè àíàëèçå íàä¼æíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ
ñõåì.

Êîíåö XX âåêà îçíàìåíîâàëñÿ áóðíûì ðàçâèòèåì êðèïòîãðàôèè.
Â òàê íàçûâàåìûõ èäåàëüíûõ ñõåìàõ ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà òàêæå âîç-
íèêëè ìàòðîèäíûå ñòðóêòóðû.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìàò-
ðîèäîâ, âêëþ÷àÿ ñâÿçü ìàòðîèäîâ ñ æàäíûìè àëãîðèòìàìè è òåîðèåé
òðàíñâåðñàëåé.

1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Ìàòðîèä � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà M = ⟨E, J⟩, ãäå
E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî;
J � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì íåçàâèñèìîñòè):

(J0) ∅ ∈ J ;

(J1) åñëè A ∈ J è B ⊂ A, òî B ∈ J ;

(J2) åñëè A ∈ J, B ∈ J è |A| = |B|+ 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
e, ïðèíàäëåæàùèé A è íå ïðèíàäëåæàùèé B, ÷òî B ∪ {e} ∈ J .

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà J íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâà-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà J1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî



íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, à àêñèîìà J2
óòâåðæäàåò: åñëè èìåþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâà, ìîùíîñòè êî-
òîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó, òî â áîëåå ìîùíîì ìíîæåñòâå åñòü
ýëåìåíò, êîòîðûé îòñóòñòâóåò â ìåíåå ìîùíîì, è ïðè äîáàâëåíèè êî-
òîðîãî ê ïîñëåäíåìó âíîâü ïîëó÷èòñÿ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

Áàçèñ � ýòî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
(òî åñòü åñëè A � áàçèñ, A ⊂ B è A ̸= B, òî ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìûì).

Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà E â ìàòðîèäå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäèí áàçèñ.

Ðàíã ìàòðîèäà � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ëþáîì åãî áàçèñå.
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ: óáåäèìñÿ â òîì,

÷òî â ëþáûõ äâóõ áàçèñàõ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îäèíàêîâî. Îò ïðî-
òèâíîãî: ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà A è B, è â ìíîæåñòâå
A ýëåìåíòîâ áîëüøå, ÷åì â B. Ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A′ ⊂ A òà-
êîå, ÷òî |A′| = |B| + 1. Ïî àêñèîìå J1 ìíîæåñòâî A′ � íåçàâèñèìîå,
à ïî àêñèîìå J2 íàéä¼òñÿ ýëåìåíò e ∈ A′ \ B òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî
B∪{e} íåçàâèñèìî, íî òîãäà ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü áàçèñîì � ïðîòèâî-
ðå÷èå!

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ è ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü áàçèñîì. Òàêèì îá-
ðàçîì, ëþáîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ìàòðîèäåM ìîùíîñòè, ðàâíîé
åãî ðàíãó, åñòü áàçèñ.

Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî B è íåêîòîðûé ôèê-
ñèðîâàííûé áàçèñ A ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà J2 ìîæíî â ìíîæåñòâå A
âûáðàòü |A| − |B| ýëåìåíòîâ, ïðè äîáàâëåíèè êîòîðûõ ê ìíîæåñòâó B
ïîëó÷èòñÿ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |A|, òî åñòü áàçèñ. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî äîïîëíèòü äî
áàçèñà.

Ìíîæåñòâî A ⊂ E, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì â ìàòðîèäå
M = ⟨E, J⟩, íàçûâàåòñÿ çàâèñèìûì.

Öèêë � ýòî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî (òî
åñòü åñëè A � öèêë, B ⊂ A è B ̸= A, òî ìíîæåñòâî B � íåçàâèñèìîå).

Ïóñòü äàí ìàòðîèä M = ⟨E, J⟩. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà E íàçûâàþò
ïîðÿäêîì ìàòðîèäà M .

Ïðèìåðû ìàòðîèäîâ

1. Òðèâèàëüíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä ⟨E, {∅}⟩; â í¼ì åäèíñòâåí-
íûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì (çíà÷èò, è åäèíñòâåííûì áàçè-
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ñîì) ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ðàíã òðèâèàëüíîãî ìàòðîèäà
ðàâåí íóëþ, à ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
E ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.

2. Äèñêðåòíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä ⟨E, β(E)⟩, ãäå β(E) � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. Â äèñêðåòíîì ìàòðîèäå
âñå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé
áàçèñ � ñàìî ìíîæåñòâî E, à öèêëîâ âîâñå íåò. Ðàíã äèñêðåòíîãî
ìàòðîèäà ðàâåí |E|.

3. k-îäíîðîäíûé ìàòðîèä � ìàòðîèä ⟨E, J⟩, â êîòîðîì ëþáîå k-
ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Çäåñü
ëþáîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íå áîëåå k ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìûì. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ àêñèîì ìàòðîèäà òðèâè-
àëüíà. Çàìåòèì, ÷òî äèñêðåòíûé ìàòðîèä ⟨E, β(E)⟩ ÿâëÿåòñÿ
|E|-îäíîðîäíûì, à òðèâèàëüíûé ìàòðîèä � 0-îäíîðîäíûì. Â k-
îäíîðîäíîì ìàòðîèäå (ïðè k < |E|) öèêëîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå k+1-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ðàíã k-îäíîðîäíîãî ìàòðîèäà ðàâåí k.
Èìååòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ k-îäíîðîäíîãî ìàòðîèäà,
çàäàííîãî íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå: Uk,n.

4. Ïóñòü E � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , à J ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ èç E, à òàêæå ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Òî-
ãäà, êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû, ñâîéñòâà J1 è J2 áóäóò
âûïîëíåíû. Ñâîéñòâî J0 âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó
⟨E, J⟩ � ìàòðîèä. Åãî íàçûâàþò âåêòîðíûì1.

5. Ïóñòü A � ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F ðàçìå-
ðà m × n. Áóäåì ñìîòðåòü íà ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû êàê íà
âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Fm. Òîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò
âåêòîðíûé ìàòðîèä; áóäåì íàçûâàòü åãî ìàòðè÷íûì ìàòðîè-
äîì, èëè (òî÷íåå) ìàòðîèäîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Îáîçíà-
÷åíèå: M [A]. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ìàòðîèä ñòðîê ìàòðèöû.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ìàòðè÷íîãî ìàòðîèäà.

6. Ïóñòü G � ãðàô, E � ìíîæåñòâî åãî ð¼áåð. Îáúÿâèì íåçàâèñè-
ìûìè òå ïîäìíîæåñòâà E, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ð¼áåð íåêîòîðîãî
ëåñà. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ãðàôîâ, ñâîéñòâà J0, J1 è J2 áóäóò

1Èíîãäà äàþò áîëåå óçêîå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ìàòðîèäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
âåêòîðû èç ñèñòåìû E ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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ïðè ýòîì âûïîëíåíû. Ïîëó÷åííûé ìàòðîèä íàçûâàþò ìàòðî-
èäîì öèêëîâ ãðàôà G è îáîçíà÷àþò M(G). Öèêë ìàòðîèäà
áóäóò ñîñòàâëÿòü ð¼áðà, îáðàçóþùèå ïðîñòóþ çàìêíóòóþ öåïü â
ãðàôå G (òî åñòü öèêë, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà âñòðå÷àåòñÿ
ðîâíî îäèí ðàç).

7. Ïóñòü G � ãðàô, E � ìíîæåñòâî åãî ð¼áåð. Îáúÿâèì çàâèñè-
ìûìè òå ïîäìíîæåñòâà E, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè
ìíîæåñòâàìè. Îïÿòü æå èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãðàôîâ ñëåäóåò
âûïîëíåíèå àêñèîì ìàòðîèäà. Ïîëó÷åííûé ìàòðîèä íàçûâàþò
ìàòðîèäîì ðàçðåçîâ ãðàôà G è îáîçíà÷àþò M∗(G). Öèêëó
ýòîãî ìàòðîèäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåç ãðàôà G, à áàçèñó
� äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó ð¼áåð ëþáîãî îñòîâíîãî ëåñà ãðàôà.

Èçîìîðôèçì ìàòðîèäîâ

Ìàòðîèäû M1 = ⟨E1, J1⟩ è M2 = ⟨E2, J2⟩ íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå)
φ : E1 → E2, ñîõðàíÿþùàÿ íåçàâèñèìîñòü; äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæå-
ñòâî A ⊂ E1 ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì â ìàòðîèäå M1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáðàç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè φ(A)
åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ìàòðîèäå M2.

Ïðèìåð. Ìàòðîèä öèêëîâ ãðàôà G, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 14,

'

&

$

%����
s
s
s

e1 e4

e5

e2

e3

Ðèñ. 14

èçîìîðôåí ìàòðîèäó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A =

(
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1

)
,

ðàññìàòðèâàåìîé íàä ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîâûì ïîëåì.
Ââåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Ìàòðîèä � ãðàôè÷åñêèé, åñëè îí èçîìîðôåí ìàòðîèäó öèêëîâ

íåêîòîðîãî ãðàôà.
Ìàòðîèä � êîãðàôè÷åñêèé, åñëè îí èçîìîðôåí ìàòðîèäó ðàçðå-

çîâ íåêîòîðîãî ãðàôà.
Íàêîíåö, åñëè ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ãðàôè÷åñêèì è êî-

ãðàôè÷åñêèì, òî åãî íàçûâàþò ïëàíàðíûì. Ýòî íàçâàíèå îáúÿñíÿ-
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åòñÿ òåì, ÷òî ïëàíàðíûé ìàòðîèä èçîìîðôåí ìàòðîèäó öèêëîâ ïëà-
íàðíîãî ãðàôà.

2. Äâîéñòâåííîñòü

Ïóñòü M = ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J∗ ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ äîïîëíåíèé ê áàçèñàì ìàòðîèäà M . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
M∗ = ⟨E, J∗⟩ � òàêæå ìàòðîèä; åãî íàçûâàþò äâîéñòâåííûì ê M
ìàòðîèäîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áàçèñû äâîéñòâåííîãî ìàòðîèäà � ýòî
äîïîëíåíèÿ ê áàçèñàì èñõîäíîãî ìàòðîèäà. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò,
÷òî (M∗)∗ = M � ìàòðîèä, äâîéñòâåííûé äâîéñòâåííîìóM , åñòüM .

Òåîðåìà 14. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ìàòðîèä åãî ðàçðåçîâ ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííûì ìàòðîèäó öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â G íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ B â ìàòðîèäå öèêëîâ M(G).
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî E \ B � áàçèñ â ìàòðîèäå ðàçðåçîâ M∗(G).
Áàçèñ â M(G) åñòü îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G. Áàçèñ â M∗(G) �
ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå
G. Ïðè óäàëåíèè èç ãðàôà ð¼áåð, ñîñòàâëÿþùèõ E \ B, îñòà¼òñÿ
îñòîâíûé ëåñ, ò.å. ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà íå èçìåíÿåòñÿ
� ïîýòîìó ìíîæåñòâî E \ B íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì. Åñëè îíî
íå ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ, òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåáðà e /∈ E \ B
íåðàçäåëÿþùèì áóäåò ìíîæåñòâî B′ = E \ B ∪ {e}. Íî òîãäà
äîïîëíåíèå ê B′ ñîäåðæèò îñòîâíûé ëåñ W . Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî
|E \ B′| < |B|, îòêóäà |W | < |B|, â òî âðåìÿ êàê ëþáûå äâà îñòîâíûõ
ëåñà (îäíîãî è òîãî æå ãðàôà) èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Îáðàòíî. Ïóñòü D � áàçèñ â M∗(G). Íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
E \ D � îñòîâíûé ëåñ. Ïîñêîëüêó D � íåðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî,
E \D ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ãðàôà G. Åñëè â E \D åñòü öèêë, âîçü-
ì¼ì ðåáðî e, âõîäÿùåå â íåãî. Òîãäà D ∪ {e} � òàêæå íåðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, E \D � ëåñ, è ïðèòîì �
îñòîâíûé. 2

3. Ïðåäñòàâèìûå ìàòðîèäû

Ìàòðîèä ïðåäñòàâèì íàä ïîëåì F , åñëè îí èçîìîðôåí íåêîòî-
ðîìó âåêòîðíîìó ìàòðîèäó íàä ýòèì ïîëåì. Åñëè ìàòðîèä ïðåäñòàâèì
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íàä ëþáûì ïîëåì, åãî íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì. Â ñëó÷àå ïðåäñòàâè-
ìîñòè ìàòðîèäà íàä ïîëåì GF (2) åãî íàçûâàþò áèíàðíûì, à íàä
ïîëåì GF (3) � òåðíàðíûì.

Òåîðåìà 15. Ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðîèä öèêëîâ
ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ïðåäñòàâèì íàä ïîëåì GF (2). Ñîñòàâèì ìàò-
ðèöó A = (aij) èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G. Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñîîò-
âåòñòâóþò âåðøèíàì ãðàôà, à ñòîëáöû � ð¼áðàì. Åñëè j-å ðåáðî åñòü
ïåòëÿ, èíöèäåíòíàÿ i-ìó ðåáðó, òî aij = 2, èíà÷å

aij =

{
1, åñëè i-ÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà j-ìó ðåáðó;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåíèì â ýòîé ìàòðèöå äâîéêè íóëÿìè, îñòàâèâ äëÿ ìàòðèöû ïðåæ-
íåå îáîçíà÷åíèå.

Èòàê, ìû èìååì ñîñòàâëåííóþ èç íóëåé è åäèíèö ìàòðèöó A. Ïåòëå
ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ñòîëáåö, à ñòîëáöû, îòâå÷àþùèå êðàò-
íûì ð¼áðàì, � îäèíàêîâûå. Äîêàæåì, ÷òî ìàòðîèä ñòîëáöîâ ýòîé ìàò-
ðèöû íàä ïîëåì GF (2) èçîìîðôåíM(G), òî åñòü ÷òî ñòîëáöû ëèíåéíî
çàâèñèìû íàä GF (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ð¼áðà ãðàôà G ñîäåðæàò öèêë.

Íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ íàä óêàçàííûì ïî-
ëåì åñòü ïðîñòî ñóììà íåêîòîðûõ èç äàííûõ âåêòîðîâ. Çíà÷èò, åñëè
íåêîòîðûå ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñðåäè íèõ ìîæ-
íî âûäåëèòü ñòîëáöû ñ íóëåâîé ñóììîé. Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ ãðà-
ôàG ñ ð¼áðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì ñòîëáöàì. Î÷åâèäíî, ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû â ýòîì ïîäãðàôå åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñòàëî áûòü, â
G′ åñòü öèêë (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî G′ åñòü îáúåäèíåíèå ýéëåðîâûõ
ãðàôîâ, à â ýéëåðîâîì ãðàôå åñòü ýéëåðîâ öèêë; âïðî÷åì, è íåïîñðåä-
ñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîãî ôàêòà âåñüìà íåñëîæíî).

Îáðàòíî. Ïóñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ð¼áåð ñîäåðæèò öèêë. Åñëè
ñðåäè íèõ åñòü ïåòëÿ, òî îòâå÷àþùèé åé íóëåâîé ñòîëáåö îáåñïå÷èâàåò
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîëáöû, îòâå÷àþùèå ð¼áðàì ïðîñòîãî öèêëà
äëèíû áîëüøå 1. Ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ñîäåðæèò â ýòèõ ñòîëáöàõ
ðîâíî äâå åäèíèöû. Ïîýòîìó ñóììà óêàçàííûõ ñòîëáöîâ (ïî ìîäóëþ
2) ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó, ÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü èñ-
õîäíîãî ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ.2

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå äîêàçàííîé òåîðåìû.
Îêàçûâàåòñÿ,
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ëþáîé ãðàôè÷åñêèé ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì; òî æå âåðíî è
äëÿ ëþáîãî êîãðàôè÷åñêîãî ìàòðîèäà.

Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè ìàòðîèäà ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ïðåäñòàâèìîñòü íàä GF (2) è GF (3), òî åñòü
ìàòðîèä ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îäíîâðåìåííî ÿâ-
ëÿåòñÿ áèíàðíûì è òåðíàðíûì.

4. Ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü M = ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ E
îïðåäåëèì ñóæåíèå ìàòðîèäà M íà ìíîæåñòâî A êàê ìàòðîèä
M |A = ⟨A, J ′⟩, ãäå ìíîæåñòâî J ′ îáðàçîâàíî âñåìè ïîäìíîæåñòâàìè
ìíîæåñòâà A, ÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè
ìàòðîèäà M :

J ′ = {X | X ⊂ A,X ∈ J}.
Òî, ÷òî M |A � äåéñòâèòåëüíî ìàòðîèä, î÷åâèäíî.

Íàçîâ¼ì ðàíã ìàòðîèäà M |A ðàíãîì ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷åíèå
ρ(A)), à êàæäûé áàçèñ ýòîãî ìàòðîèäà � áàçîé ìíîæåñòâà A. Òàêèì
îáðàçîì, ρ(A) � ýòî íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà A. Çàìåòèì, ÷òî M |E = M , è ïîýòîìó ðàíã ìàòðîèäà
M = ⟨E, J⟩ ðàâåí ðàíãó ìíîæåñòâà E, à áàçèñ ìàòðîèäà åñòü áàçà
ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îí îïðåäåë¼í. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ρ(∅) = 0,
è åñëè A ∈ J , òî ρ(A) = |A| (ðàíã íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ðàâåí åãî
ìîùíîñòè).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàíãîâîé ôóíêöèè ρ:

(ρ1) ∀A ⊂ E 0 6 ρ(A) 6 |A|;

(ρ2) åñëè A ⊂ B, òî ρ(A) 6 ρ(B) (ìîíîòîííîñòü);

(ρ3) ∀A,B ⊂ E ρ(A∪B)+ρ(A∩B) 6 ρ(A)+ρ(B) (ïîëóìîäóëÿðíîñòü).

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ ρ1 è ρ2 î÷åâèäíî. Äîêàæåì ρ3.
Ïóñòü X � áàçà ìíîæåñòâà A∩B. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà J2 ìíîæå-

ñòâî X ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçû ìíîæåñòâà A; îáîçíà÷èì ïîëó÷åí-
íóþ áàçó ÷åðåç Y . Àíàëîãè÷íî, Y äîïîëíÿåòñÿ äî áàçû Z ìíîæåñòâà
A ∪B. Èòàê, èìååì

X ⊂ Y ⊂ Z è ρ(A ∩B) = |X|, ρ(A) = |Y |, ρ(A ∪B) = |Z|.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

|Z|+ |X| 6 |Y |+ ρ(B). (∗)
49



Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ X ∪ (Z \ Y ) ⊂ B. Îòñþäà

ρ(X ∪ (Z \ Y )) 6 ρ(B).

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî X ∪ (Z \ Y ) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåçàâè-
ñèìîãî ìíîæåñòâà Z, è, â ñèëó J1, ñàìî íåçàâèñèìî. Çíà÷èò,

ρ(X ∪ (Z \ Y )) = |X ∪ (Z \ Y )| = |X|+ |Z| − |Y |.

Òàêèì îáðàçîì, |X| + |Z| − |Y | 6 ρ(B), ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-
ñòâó (∗).2

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàòðîèä ìîæíî çàäàòü ÷åðåç ðàíãîâóþ ôóíê-
öèþ.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà E îïðåäåëå-
íà öåëîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ρ1, ρ2, ρ3, à
ìíîæåñòâî J ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ïîäìíîæåñòâ A ìíîæåñòâà E,
äëÿ êîòîðûõ ρ(A) = |A|. Òîãäà M = ⟨E, J⟩ ñóòü ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî J0 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ρ1.
Äîêàæåì J1. Ïóñòü ρ(A) = |A| è B ⊂ A. Áëàãîäàðÿ ïîëóìîäóëÿð-

íîñòè ôóíêöèè ρ èìååì

ρ(B ∪ (A \B)) + ρ(B ∩ (A \B)) 6 ρ(B) + ρ(A \B).

Íî B ∪ (A \ B) = A, è ρ(A) = |A|, à B ∩ (A \ B) = ∅, è ρ(∅) = 0.
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå ñâîéñòâî ρ1 è òî, ÷òî B ⊂ A, ïîëó÷àåì

|A| = ρ(A) 6 ρ(B) + ρ(A \B) 6 |B|+ |A \B| = |B|+ |A| − |B| = |A|.

Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ ýòîé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé ñòîèò îäíî è òî æå
÷èñëî, âñþäó â íåé íà ñàìîì äåëå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, â ÷àñòíî-
ñòè, ρ(B) = |B|. Òàêèì îáðàçîì, B ∈ J.

Ñâîéñòâî J2 áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü
A, B ∈ J, |B| = k, |A| = k + 1. Åñëè B ⊂ A, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |A \ B| > 2. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà e ∈ A \ B íåâåðíî, ÷òî
B ∪ {e} ∈ J. Òîãäà ρ(B ∪ {e}) ̸= k + 1 è, â ñèëó ñîîòíîøåíèé
k = ρ(B) 6 ρ(B ∪ {e}) 6 |B ∪ {e}| = k + 1 è öåëî÷èñëåííîñòè
ôóíêöèè ρ, èìååì ρ(B ∪ {e}) = k. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå e äâà
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà c è d è ïóñòü C = B ∪ {c}, D = B ∪ {d}. Òîãäà
C ∪D = B ∪ {c, d} è C ∩D = B. Ïîýòîìó

ρ(B ∪ {c, d}) + ρ(B) = ρ(C ∪D) + ρ(C ∩D) 6 ρ(C) + ρ(D) = k + k,
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îòêóäà ρ(B ∪ {c, d}) 6 k. Òàê êàê ρ(B ∪ {c, d}) > ρ(B) = k, ïîëó÷àåì
ρ(B∪{c, d}) = k. Èòàê, ïðè äîáàâëåíèè ê ìíîæåñòâó B äâóõ ýëåìåíòîâ
èç A \B ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî ñ ïðåæíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ρ.

Åñëè â ìíîæåñòâå A\B, êðîìå c è d, åñòü åù¼, íàïðèìåð, ýëåìåíò f ,
ïîëîæèì C = B ∪ {c, d}, D = B ∪ {f} è, ïîâòîðèâ ïðåäûäóùèå âû-
êëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî ρ(B ∪ {c, d, f}) = k.

Äîáàâëÿÿ ê ìíîæåñòâó B ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû èç A \B, ìû
ðàíî èëè ïîçäíî ïðèä¼ì ê ìíîæåñòâó B∪A, è ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî
ρ(B ∪ A) = k, â òî âðåìÿ êàê ρ(B ∪ A) > ρ(A) = k + 1. Ïðîòèâîðå÷èå
ïîëó÷åíî. 2

5. Æàäíûé àëãîðèòì

Âåñüìà îáùåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè.
Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó e íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E ïî-

ñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî w(e), íàçûâàåìîå âå-
ñîì ýòîãî ýëåìåíòà. Âåñ ïîäìíîæåñòâà X ⊂ E îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñóììà âåñîâ åãî ýëåìåíòîâ:

w(X) =
∑
e∈X

w(e).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü J ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
E. Òðåáóåòñÿ íàéòè â J ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Ïîäîáíûé âèä èìåþò èëè ñâîäÿòñÿ ê íåìó ìíîãèå çàäà÷è: íàïðè-
ìåð, çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà, çàäà÷à î ðþêçàêå, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì
ñòÿãèâàþùåì äåðåâå è äðóãèå.

Æàäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïèñàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì, ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì, ôîðìèðîâàíèè èñêîìîãî ìíîæå-
ñòâà, ïðè÷¼ì íà êàæäîì øàãå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, äîáàâ-
ëåíèå êîòîðûõ ê ðàíåå âûáðàííûì âîçìîæíî (òî åñòü ïðèâîäèò ê ê
íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó èç J), âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò íàèáîëüøåãî âåñà.

Ôîðìàëüíî àëãîðèòì ìîæíî îïèñàòü òàê.

1. Â êà÷åñòâå e1 âûáðàòü ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

w(e1) = max
{e}∈J

w(e).

Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà îí ïðèâîäèò ê
ðàñøèðåíèþ ôîðìèðóåìîãî ìíîæåñòâà S.
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2. Åñëè S = {e1, e2, . . . , ek−1}, òî â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà S âûáðàòü ýëåìåíò ek òàêîé, ÷òî

w(ek) = max{w(e) | {e1, e2, . . . , ek−1, e} ∈ J, e /∈ {e1, e2, . . . , ek−1}}.

Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ æàäíîãî àëãîðèòìà çàâèñèò âî ìíîãîì îò
òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî J .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, êîòîðàÿ ñîñòîèò
â âûäåëåíèè ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ íàèìåíüøåãî âåñà â äâó-
äîëüíîì ãðàôå. Â äàííîì ñëó÷àå E � ìíîæåñòâî ð¼áåð äâóäîëüíîãî
ãðàôà, à J � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïàðîñî÷åòàíèé. Æàäíûé àëãîðèòì
íà êàæäîì øàãå âûáèðàåò ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà, íå ñìåæíîå ñ ðà-
íåå âûáðàííûìè ð¼áðàìè. Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âåñîâ
ð¼áåð ãðàôà. Ïóñòü äëÿ ãðàôà K3,3 ìàòðèöà âåñîâ òàêîâà: 4 5 5

5 8 9
5 9 12

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáåðåò ð¼áðà âåñà
4, 8 è 12, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôîðìèðóåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå âåñà 24. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå äðóãîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èìååò ìåíü-
øèé âåñ. Òàêèì îáðàçîì, æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèâåëà ê íàèõóäøåìó
èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé2.

Ïðèìåð 2. Â çàäà÷å êîììèâîÿæ¼ðà òðåáóåòñÿ íàéòè çàìêíó-
òûé ìàðøðóò íàèìåíüøåé äëèíû, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çàäàííûå ãîðî-
äà. Çäåñü E � ìíîæåñòâî äîðîã ìåæäó ãîðîäàìè, â ðîëè âåñà äîðîãè
âûñòóïàåò å¼ äëèíà. Æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî, íà÷àâ ìàðøðóò â ïðîèçâîëüíîì ãîðîäå, â êà÷åñòâå
î÷åðåäíîãî ãîðîäà íà êàæäîì øàãå âûáèðàåì òàêîé ðàíåå íå ïîñåù¼í-
íûé ãîðîä, ê êîòîðîìó âåä¼ò ñàìàÿ êîðîòêàÿ äîðîãà.

Ïðèìåð 3. Â çàäà÷å î ìèíèìàëüíîì ñòÿãèâàþùåì äåðåâå òðå-
áóåòñÿ â çàäàííîì ñâÿçíîì âçâåøåííîì ãðàôå G = ⟨V,E⟩ âûäåëèòü
ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà. Çäåñü E � ìíîæåñòâî ð¼áåð
ãðàôà, à J ñîñòîèò èç âñåõ åãî ñòÿãèâàþùèõ äåðåâüåâ. Â �1 ãë. 1 îïè-
ñàíû äâà æàäíûõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 4. Çàäà÷à î ðþêçàêå. Èìååòñÿ ðþêçàê îáú¼ìà V è n
ïðåäìåòîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èçâåñòíû îáú¼ì è ñòîèìîñòü. Òðå-

2Çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ æàäíûì àëãîðèòìîì ìîæåò âîçíèêíóòü òàêàÿ
ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, íàçûâàþò àíòèìàòðîèäàìè. Ïîäðîáíî îá ýòîì íàïè-
ñàíî â ñòàòüå [15].
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áóåòñÿ çàïîëíèòü ðþêçàê ïðåäìåòàìè íàèáîëüøåé ñóììàðíîé ñòîèìî-
ñòè. Çäåñü E � ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ, J ñîñòîèò èç íàáîðîâ ïðåäìå-
òîâ, ñóììàðíûé îáú¼ì êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò V . Îáùåå êîëè÷åñòâî
äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ çàïîëíåíèÿ ðþêçàêà íå áîëüøå 2n. Æàäíûé
àëãîðèòì, ñîñòîèò, î÷åâèäíî, â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ìû ïîìåùà-
åì â ðþêçàê íàèáîëåå äîðîãóþ âåùü èç òåõ, êîòîðûå åù¼ ìîæíî òóäà
ðàçìåñòèòü.

Èçâåñòíî, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 3 âñåãäà
äà¼ò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, à äëÿ çàäà÷ èç ïðèìåðîâ 1, 2 è 4 � íå
âñåãäà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ J , ÷òîáû æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèâîäè-
ëà ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü M = ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä, à íà ìíîæåñòâå
E îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ âåñà w : E → R+. Òîãäà æàäíûé àëãîðèòì
âûäåëÿåò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî E íàèáîëüøåãî âåñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà
ñôîðìèðîâàíî ìíîæåñòâî I = {e1, e2, . . . , es}. Ïî ñìûñëó àëãîðèòìà
ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ïðîèíäåêñèðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ
âåñà:

w(e1) > w(e2) > . . . > w(es).

Âîçüì¼ì â E ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî
L = {e′1, e′2, . . . , e′t} ìàêñèìàëüíîãî âåñà, ñ÷èòàÿ,÷òî

w(e′1) > w(e′2) > . . . > w(e′t).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî L ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíî-
æåñòâ, âõîäÿùèõ â J (èíà÷å åãî ìîæíî ðàñøèðèòü, à âåñ ïðè ýòîì
íå óìåíüøèòñÿ). Ìíîæåñòâî I ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ ïî ñàìî-
ìó ñìûñëó æàäíîãî àëãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì, è L, è I � áàçèñû
ìàòðîèäà. Çíà÷èò, êàê íàì óæå èçâåñòíî, â íèõ ïîðîâíó ýëåìåíòîâ:
t = s.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
w(ei) > w(e′i). Áàçà èíäóêöèè îáåñïå÷åíà ïåðâûì øàãîì æàäíîãî àë-
ãîðèòìà.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî k < n óæå óñòàíîâëåíî, ÷òî w(ek) >
w(e′k). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî w(en) > w(e′n).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: w(en) < w(e′n). Ñôîðìèðóåì ìíî-
æåñòâî

A = {e ∈ E | w(e) > w(e′n)}.
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Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ìàòðîèäàM = ⟨E, J⟩ íà ìíîæåñòâî A� ìàòðîèä
M ′ = M |A. Ïîñêîëüêó

w(e1) > w(e2) > . . . > w(en−1) > w(e′n−1) > w(e′n),

ìíîæåñòâî B = {e1, e2, . . . , en−1} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
A. Ýòî ìíîæåñòâî íåçàâèñèìî (áóäó÷è ïîäìíîæåñòâîì íåçàâèñèìîãî
ìíîæåñòâà I) è ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â A
èìååòñÿ áîëåå øèðîêîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî {e1, e2, . . . , en−1, e},
òî w(e) > w(e′n) > w(en), è æàäíûé àëãîðèòì äîëæåí áû áûë íà n-ì
øàãå âêëþ÷àòü â ôîðìèðóåìîå ìíîæåñòâî âìåñòî ýëåìåíòà en ýëå-
ìåíò e. Èòàê, B � áàçèñ â ìàòðîèäå M ′. Îäíàêî, â M ′ ñîäåðæèòñÿ
è íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî C = {e′1, e′2, . . . , e′n} (îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà L). Ïîëó÷èëîñü, ÷òî â íåêîòîðîì
íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ìàòðîèäà M ′ ýëåìåíòîâ áîëüøå, ÷åì â åãî
áàçèñå. Ïðîòèâîðå÷èå!

Èòàê, äëÿ âñåõ i ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî w(ei) > w(e′i). Òîãäà

w(I) =
s∑

i=1

w(ei) >
s∑

i=1

w(e′i) = w(L).

Çíà÷èò, I � íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî âåñà. 2
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñ ìàòðîèäíîé

ñòðóêòóðîé â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè I ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîëüíûì
íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì L áîëüøå (åñëè âûðàçèòüñÿ áîëåå àêêóðàò-
íî, íå ìåíüøå) íå òîëüêî âåñ âñåãî ìíîæåñòâà, íî òàêæå âåñ i-ãî ïî
âåñó ýëåìåíòà äëÿ êàæäîãî i. Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî, ÷òî îíî öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî-
÷åíèåì âåñîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, íî íå èõ êîíêðåòíûìè çíà÷å-
íèÿìè.

Çäåñü æå îòìåòèì, ÷åì æàäíûå àëãîðèòìû ïðèâëåêàòåëüíû äëÿ
ïðîãðàììèñòîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòè àëãîðèòìû îáû÷íî ëåãêè äëÿ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (âñïîìíèì, íàïðèìåð àëãîðèòì Ïðèìà). Âî-âòîðûõ,
îíè èìåþò, êàê ïðàâèëî, ïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè òðóäî¼ìêîñòè. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èñêîìîå ìíîæåñòâî ôîðìèðóåòñÿ ýëåìåíò çà ýëå-
ìåíòîì, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ òèïà ïåðåáîðà ñ âîçâðàòîì, äëÿ êî-
òîðûõ õàðàêòåðíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü.

Èòàê, â ñëó÷àå ìàòðîèäíîé ñòðóêòóðû ïîäìíîæåñòâ æàäíûé àëãî-
ðèòì ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæå-
íèè î çàìêíóòîñòè ñèñòåìû ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ.
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Òåîðåìà 18. Ïóñòü J � íåïóñòàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà E òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J1. Åñëè äëÿ ëþáîé âåñî-
âîé ôóíêöèè w : E → R+ æàäíûé àëãîðèòì íàõîäèò ïîäìíîæåñòâî
E íàèáîëüøåãî âåñà, òî ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð âåñîâîé ôóíêöèè,
äëÿ êîòîðîé æàäíûé àëãîðèòì, ïðèìåí¼ííûé ê çàäà÷å, â êîòîðîé âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ J0 è J1 è íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J2, íå äà¼ò îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà E òàêîâû, ÷òî |A| = k + 1,
|B| = k, è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà e ∈ A\B ìíîæåñòâî B∪{e} íå âõîäèò
â J . Îïðåäåëèì âåñîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(e) =

 k + 2, åñëè e ∈ B;
k + 1, åñëè e ∈ A \B;
0, åñëè e /∈ A ∪B.

Æàäíûé àëãîðèòì ñíà÷àëà âûáåðåò âñå k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B,
ïîñëå ÷åãî íå ñìîæåò äîáàâèòü ê íåìó íè îäíîãî ýëåìåíòà íåíóëå-
âîãî âåñà. Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ñôîðìèðîâàíî ïîäìíîæåñòâî âåñà
(k + 2)k = k2 + 2k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî A èìååò çàâåäîìî
á�îëüøèé âåñ, ïîñêîëüêó âåñ êàæäîãî èç k+1 åãî ýëåìåíòîâ íå ìåíüøå,
÷åì k + 1, è

w(A) > (k + 1)2 > k2 + 2k.

Æàäíûé àëãîðèòì íå ïðèâ¼ë ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. 2

6. Îäíà çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ

ýêñïåðèìåíòà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, â êîòîðîé âîçíèêàåò
ñòðóêòóðà ìàòðîèäà.

Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ íåñêîëüêèõ
íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå åäèíè÷íîãî ýêñïåðèìåíòà
ìîæíî íàéòè íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó îáúåêòà, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé çíà÷åíèé óêàçàííûõ ôàêòîðîâ. Â ñëó÷àå
ëèíåéíîé ìîäåëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä:

f = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn,

ãäå f � ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà, n � îáùåå êîëè÷åñòâî ôàê-
òîðîâ, xi � çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ, ci � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàäëå-
æèò îïðåäåëèòü â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ. Ïî
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òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ôàêòîðû ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî â îïðåäå-
ë¼ííûõ êîìáèíàöèÿõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ êîìáèíàöèé m, ïðè-
÷¼ì m > n.

Ïðèìåð. Ïóñòü èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ñîäåðæàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìèíå-
ðàëîâ â ïî÷âå íà ïîâûøåíèå óðîæàéíîñòè íåêîòîðîé çåðíîâîé êóëü-
òóðû. Ïðè ýòîì â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðèìåíòàòîðîâ èìååòñÿ m ðàç-
ëè÷íûõ óäîáðåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü óêà-
çàííûõ ìèíåðàëîâ â îïðåäåë¼ííûõ ïðîïîðöèÿõ.

Â ïðèíöèïå ìîæíî ïðîâåñòè m ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîëó-
÷èòü m óðàâíåíèé:

a11c1 + a12c2 + . . . + a1ncn = f1;
a21c1 + a22c2 + . . . + a2ncn = f2;

. . .
am1c1 + am2c2 + . . . + amncn = fm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ýêñïåðèìåíò èìååò ñâîþ öåíó, èçâåñò-
íóþ ýêñïåðèìåíòàòîðàì, à òå æåëàþò ïðîâåñòè íàèáîëåå äåø¼âóþ ñå-
ðèþ îïûòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ci. Äëÿ ýòîãî
èì íóæíî â ìàòðèöå A = (aij) âûáðàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê
ñ íàèìåíüøèì ñóììàðíûì âåñîì, ãäå âåñ i-é ñòðîêè åñòü ñòîèìîñòü
i-ãî ýêñïåðèìåíòà. Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà, åñëè ðàíã ýòîé ìàòðèöû
ðàâåí n; áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ìàòðîèä ñòðîê ìàòðèöû A. Êàæäûé áàçèñ ìàòðîèäà
ñîñòîèò èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ-ñòðîê. Íåçàâèñèìîå ìíî-
æåñòâî íàèìåíüøåãî âåñà êàê ðàç è åñòü òî, ÷òî íàì òðåáóåòñÿ: îíî
ñîäåðæèò ñòðîêè, îïðåäåëÿþùèå íàèáîëåå äåø¼âóþ ñèñòåìó ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî èçâåñòåí âàðèàíò æàäíîãî àëãîðèòìà
äëÿ ìàòðè÷íîãî ìàòðîèäà, îñíîâàííûé íà êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Ãàóññà
ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Òðóäî¼ìêîñòü ýòîãî àëãî-
ðèòìà � ïîðÿäêà m2n îïåðàöèé.

7. Òðàíñâåðñàëè

Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, P = (S1, S2, . . . , Sm) �
íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ (îíè ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ è äàæå ñîâïàäàòü). Òðàíñâåðñàëüþ (èëè ñèñòåìîé
ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé) äëÿ ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ P íàçû-
âàþò ìíîæåñòâî T = {t1, t2, . . . , tm} òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i
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ýëåìåíò ti ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Si; ïðè ýòîì ïðè ðàçëè÷íûõ i è j
ýëåìåíòû ti è tj òàêæå ðàçëè÷íû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðàíñâåðñàëü ñîñòîèò èç m ðàçëè÷íûõ ïðåäñòà-
âèòåëåé m ìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäñòàâèòåëþ îäíîãî
ìíîæåñòâà íå âîçáðàíÿåòñÿ áûòü ÷ëåíîì è äðóãèõ ìíîæåñòâ.

Òðàíñâåðñàëü ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
P = (S1, S2, . . . , Sm) íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ äëÿ P .
Ïóñòîå ìíîæåñòâî òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ: òî-
ãäà ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè åñòü ÷àñòè÷íàÿ
òðàíñâåðñàëü.

Ïðèìåð 1. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàáîòíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ìîæåò âûïîëíÿòü îïðåäåë¼ííîå (ñâî¼ äëÿ êàæäîãî ðàáîòíèêà) ìíîæå-
ñòâî ðàáîò. Ïðè ýòîì äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû òðåáóåòñÿ ðîâíî
îäèí ÷åëîâåê. Òðåáóåòñÿ òàê ðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ ðàáî÷óþ ñèëó,
÷òîáû êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿëàñü. Ôîðìàëèçóÿ ýòó çàäà÷ó, èìååì:
E � ìíîæåñòâî ðàáîòíèêîâ, ìíîæåñòâî Si cîñòîèò èç òåõ ðàáîòíè-
êîâ, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòü i-þ ðàáîòó. Íàçíà÷åíèÿ íà êàæäûé
âèä ðàáîò ñâîäÿòñÿ ê îòûñêàíèþ òðàíñâåðñàëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm), ãäå m � îáùåå êîëè÷åñòâî ðàáîò.

Ïðèìåð 2. Â íåêîòîðîì ó÷ðåæäåíèè èìååòñÿ m êîìèññèé. Òðå-
áóåòñÿ èç ñîñòàâà êàæäîé êîìèññèè íàçíà÷èòü èõ ïðåäñåäàòåëåé òàê,
÷òîáû íè îäèí ÷åëîâåê íå ïðåäñåäàòåëüñòâîâàë áîëåå ÷åì â îäíîé êî-
ìèññèè. Çäåñü òðàíñâåðñàëü êîìèññèé ñîñòàâÿò èõ ïðåäñåäàòåëè.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü S1 = S2 = {1, 2}, S3 = S4 = {2, 3},
S5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëè
äëÿ P = (S1, S2, S3, S4, S5), îäíàêî, íàïðèìåð, ýëåìåíòû 1, 2, 3, 6 ñî-
ñòàâëÿþò òðàíñâåðñàëü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P ′ = (S1, S2, S3, S5),
òî åñòü ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü äëÿ P .

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñâåðñàëè
äà¼ò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 19. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm)
èìååò òðàíñâåðñàëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå
ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íå
ìåíåå k ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå
ïðåâîñõîäÿùåå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äàäèì êðàòêóþ çàïèñü óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òðàíñâåðñàëè èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû:

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

Si| > |A|. (1)
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Íåîáõîäèìîñòü äàííîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíà. Ïåðåéä¼ì ê äîñòàòî÷íîñòè.
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå. Åñëè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, íàïðèìåð, â S1,

íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, òî èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî óäàëèòü
îäèí ýëåìåíò, íå íàðóøèâ ïðè ýòîì óñëîâèÿ (1).

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |S1| > 2 è, êàêîé ýëåìåíò íè óäàëèòü èç
S1, óñëîâèå (1) íå áóäåò âûïîëíåíî. Âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà x è y
èç ìíîæåñòâà S1. Äëÿ íèõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ
A′ = {1} ∪A è B′ = {1} ∪B, ãäå A,B ⊂ {2, 3, . . . ,m}, ÷òî

| ∪
i∈A

Si∪(S1\{x})| < |A′| = |A|+1 è | ∪
i∈B

Si∪(S1\{y})| < |B′| = |B|+1.

(2)
Ïîëîæèì:

X = ∪
i∈A

Si ∪ (S1 \ {x}), Y = ∪
i∈B

Si ∪ (S1 \ {y}).

Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïåðåïèøåì â âèäå:

|X| 6 |A|; |Y | 6 |B|,

îòêóäà
|X|+ |Y | 6 |A|+ |B|. (3)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû
âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ:

|C|+ |D| = |C ∪D|+ |C ∩D|, (4)

ãäå C è D � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà.
Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (1) îöåíèì ñíèçó ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ è

ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ X è Y . Ïîñêîëüêó

X ∪ Y = ∪
i∈A∪B

Si ∪ (S1 \ {x}) ∪ (S1 \ {y}) = ∪
i∈A∪B

Si ∪ S1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|X ∪ Y | > |A ∪B|+ 1. (5)

Â ñèëó òîãî, ÷òî
X ∩ Y ⊃ ∪

i∈A∩B
Si,

èìååì
|X ∩ Y | > |A ∩B|. (6)
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Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (5) è (6), äâàæäû èñïîëüçîâàâ òîæäåñòâî (4):

|X|+ |Y | = |X ∪ Y |+ |X ∩ Y | > |A ∪B|+ |A ∩B|+ 1 = |A|+ |B|+ 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (3) çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî óòâåðæäåíèÿ.

Áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó èç óòâåðæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó
íàñ íå îñòàíóòñÿ ëèøü îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì â îáú-
åäèíåíèè ëþáûõ k èç íèõ ñîäåðæèòñÿ k ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, âñå ýòè
ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå è åñòü èñêî-
ìàÿ òðàíñâåðñàëü. 2

Çàìå÷àíèå. Èñêóø¼ííûé ÷èòàòåëü, íàâåðíîå, ñðàçó óçíàë â òåî-
ðåìå î ñóùåñòâîâàíèè òðàíñâåðñàëè òåîðåìó Õîëëà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè V1 = {v1, v2, . . . , vm} è V2 =
S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sm, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî i ìíîæåñòâî Si åñòü ìíî-
æåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé vi. Òîãäà òðàíñâåðñàëü çàäà¼ò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå èç V1 â V2. Â ìàòðèìîíèàëüíîé òðàêòîâ-
êå òåîðåìû Õîëëà ìíîæåñòâî Si ñîñòîèò èç äåâóøåê, çíàêîìûõ i-ìó
þíîøå, à òðàíñâåðñàëü åñòü ìíîæåñòâî ñ÷àñòëèâûõ íåâåñò. Èäåÿ èç-
ëîæåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà, ïðèíàäëåæàùåãî Ð. Ðàäî, ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò. Îá ýòîì ïîéä¼ò ðå÷ü â �9. À ñåé÷àñ
óñòàíîâèì äâà ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm)
èìååò ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñîäåðæèò íå ìåíåå k + t −m ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå m, ò.å.

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

Si| > |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû, âîçüì¼ì ìíîæåñòâî D, èìåþùåå ìîùíîñòü
m− t è íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ E, è îáðàçóåì íîâîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
P ′ = (S′

1, S
′
2, . . . , S

′
m), ãäå S′

i = Si ∪ D. Ñ ïîìîùüþ m − t ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà D ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t äîïîëíÿåòñÿ
äî (ïîëíîé) òðàíñâåðñàëè. Îáðàòíî: åñëè èìååòñÿ òðàíñâåðñàëü
äëÿ P ′, òî âûáðîñèâ èç íå¼ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D, ïîëó÷èì
÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè íå ìåíüøå t, à, çíà÷èò, åñòü
è ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü, ìîùíîñòü êîòîðîé ðàâíà t. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè ìîùíîñòè t äëÿ
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P ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîëíîé òðàíñâåðñàëè äëÿ P ′, à
ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

S′
i| = | ∪

i∈A
Si ∪D| = | ∪

i∈A
Si|+m− t > |A|.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1 çàâåðøåíî. 2

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
P = (S1, S2, . . . , Sm) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî X ⊂ E ñîäåðæèò ÷àñòè÷íóþ
òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t äëÿ P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} |( ∪
i∈A

Si) ∩X| > |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì S′
i = Si ∩ X (äëÿ êàæäîãî i) è ïðè-

ìåíèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P ′ = (S′
1, S

′
2, . . . , S

′
m) ïðåäûäóùåå ñëåä-

ñòâèå. Ïîëó÷èì óñëîâèå

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} | ∪
i∈A

S′
i| > |A|+ t−m.

Íî ∪S′
i = ∪(Si ∩X) = (∪Si) ∩X. 2

8. Òðàíñâåðñàëüíûé ìàòðîèä

Òåîðåìà 20. (Äæ. Ýäìîíäñ, Ä. Ôàëêåðñîí, 1965 ã.)
Ïóñòü E � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, P = (S1, S2, . . . , Sm) �
íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, à J �
ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ òðàíñâåðñàëåé äëÿ P . Òîãäà ⟨E, J⟩ �
ìàòðîèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà J0 è J1, î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî. Ïðî-
âåðèì âûïîëíåíèå àêñèîìû íåçàâèñèìîñòè J2.

Ïðèáåãíåì ê íàãëÿäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñåìåécòâà ìíîæåñòâ P =
(S1, . . . , Sm) ñ ïîìîùüþ äâóäîëüíîãî ãðàôà G, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû ïåðâîé äîëè V1 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ìíîæåñòâàì S1, . . . , Sm, âåðøèíû âòîðîé äîëè V2 � ýëåìåíòàì ìíî-
æåñòâà E, è (äëÿ êàæäîãî i) ð¼áðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå Si, ñîåäè-
íÿþò å¼ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Si. Âûäåëåíèþ ñèñòåìû ðàç-
ëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå (ò.å.
ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ð¼áåð) â ýòîì ãðàôå: åñëè ýëåìåíò
ti ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Si, òî â ïàðîñî÷åòàíèå âîéä¼ò ðåáðî Siti.
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Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëè èìååì ñîâåðøåííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå èç V1 â V2.

Ïóñòü A è B � ÷àñòè÷íûå òðàíñâåðñàëè è |A| = |B| + 1. Íóæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò e ∈ A \ B òàêîé, ÷òî B ∪ {e} �
÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü. Ïàðîñî÷åòàíèÿ, îòâå÷àþùèå óêàçàííûì ÷à-
ñòè÷íûì òðàíñâåðñàëÿì, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç WA è WB .
Ïîêðàñèì ð¼áðà èç WA \WB â êðàñíûé öâåò, èç WB \WA � â ñèíèé,
à èç WA ∩ WB � â çåë¼íûé. Êðàñíûõ ð¼áåð áóäåò íà îäíî áîëüøå,
÷åì ñèíèõ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çåë¼íîå ðåáðî íå ñìåæíî íè ñ îäíèì
ïîêðàøåííûì ðåáðîì.

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ èñõîäíîãî ãðàôà, îáðàçîâàííûé êðàñíû-
ìè è ñèíèìè ð¼áðàìè. Òàê êàê äâà ðåáðà îäíîãî öâåòà íå ìîãóò áûòü
ñìåæíû, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû â G′ ðàâíà 1 èëè 2. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèêëû è öåïè. Â
êàæäîì öèêëå è êàæäîé öåïè öâåòà ð¼áåð ÷åðåäóþòñÿ. Ïîýòîìó â
öèêëå, à òàêæå öåïè ÷¼òíîé äëèíû îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
è ñèíèõ ð¼áåð. Ïîñêîëüêó êðàñíûõ ð¼áåð áîëüøå, ÷åì ñèíèõ, íàéä¼ò-
ñÿ öåïü C íå÷¼òíîé äëèíû v1 → v2 → . . . → v2k, â êîòîðîé ïåðâîå è
ïîñëåäíåå ðåáðî � êðàñíûå. Ðîâíî îäíà èç êîíöåâûõ âåðøèí öåïè C
ëåæèò â V2, ïóñòü ýòî âåðøèíà v1. Ýòà âåðøèíà èíöèäåíòíà òîëüêî
êðàñíîìó ðåáðó è èçîáðàæàåò ýëåìåíò èç A \ B. Êàæäàÿ èç âåðøèí
v3, v5, . . . , v2k−1 èçîáðàæàåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà E è èíöèäåíòíà êàê
êðàñíîìó, òàê è ñèíåìó ðåáðó. Çíà÷èò, {v3, v5, . . . , v2k−1} ⊂ A ∩ B.
Ïåðåêðàñèì òåïåðü öåïü C, çàìåíèâ êðàñíûé öâåò ñèíèì, à ñèíèé
êðàñíûì.

Âåðí¼ìñÿ ê ãðàôó G. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåä¼ííîé ïåðåêðàñêè ìíî-
æåñòâî âåðøèí èç V2, ïîêðûòûõ ñèíèìè è çåë¼íûìè ð¼áðàìè, ïîïîë-
íèëîñü âåðøèíîé v1, òî åñòü ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü B óäëèíèëàñü
çà ñ÷¼ò ýëåìåíòà èç A \B. 2

Ìàòðîèä, îáðàçîâàííûé ÷àñòè÷íûìè òðàíñâåðñàëÿìè ôèêñèðî-
âàííîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ P , áóäåì íàçûâàòü òðàíñâåðñàëüíûì
è îáîçíà÷àòü M [P ].

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé âîçíèêàåò
òðàíñâåðñàëüíûé ìàòðîèä.

Ïðèìåð. Èìååòñÿ m ðàáîòíèêîâ; i-é ðàáîòíèê ìîæåò âûïîëíÿòü
ðàáîòû èç ìíîæåñòâà ðàáîò Si, ãäå i = 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü îáùåå ìíî-
æåñòâî ðàáîò E = ∪Si = {e1, e2, . . . , en}, à ïðèáûëü îò âûïîëíå-
íèÿ ðàáîòû ei ðàâíà w(ei). Òðåáóåòñÿ òàê ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæ-
äó ðàáîòíèêàìè (ïðè ýòîì êàæäûé âûïîëíÿåò íå áîëåå îäíîé ðà-
áîòû, à äëÿ êàæäîé ðàáîòû íóæåí îäèí ðàáîòíèê; êàêèå-òî ðàáî-
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òû ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâûïîëíåííûìè, à êàêèå-òî ðàáîòíèêè ìîãóò
îñòàòüñÿ áåç ðàáîòû), ÷òîáû îáùàÿ ïðèáûëü îò âûïîëíåíèÿ ðàáîò
áûëà ìàêñèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêè, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ
÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè íàèáîëüøåãî âåñà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm). Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî íàéòè íåçà-
âèñèìîå ìíîæåñòâî íàèáîëüøåãî âåñà â òðàíñâåðñàëüíîì ìàòðîèäå.
Äëÿ ýòîãî, êàê íàì óæå èçâåñòíî, ãîäèòñÿ æàäíûé àëãîðèòì.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà, èñïîëüçóåì ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîãî ìàò-
ðîèäà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé òåîðåòè÷åñêîé çàäà÷è.

Âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìíîæå-
ñòâî A ⊂ E è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ P , ÷òîáû ïåðâîå ìîæíî áûëî
äîïîëíèòü äî òðàíñâåðñàëè âòîðîãî, ò.å. ÷òîáû ñåìåéñòâî P èìåëî
òðàíñâåðñàëü, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî A. Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìûìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. P èìååò õîòÿ áû îäíó òðàíñâåðñàëü.
2. A � ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü äëÿ P .

Óäèâèòåëüíî, íî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè. Äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî, åñëè îïèðàòüñÿ íà òåîðèþ ìàòðî-
èäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî A, áóäó÷è ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ,
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì òðàíñâåðñàëüíîãî ìàòðîèäà. Ëþ-
áîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàñøèðèòü äî áàçèñà. Âñå áàçèñû
ìàòðîèäà èìåþò îäíó è òó æå ìîùíîñòü. Â ñèëó óñëîâèÿ 1 ìîùíîñòü
áàçèñà ðàâíà m. Çíà÷èò, áàçèñ ñóòü òðàíñâåðñàëü. 2

9. Íåçàâèñèìûå òðàíñâåðñàëè

Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñâåðñàëè äëÿ ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ
P = (S1, S2, . . . , Sm) ìíîæåñòâà E. Òåïåðü ïóñòü íà ìíîæåñòâå E
çàäàí íåêîòîðûé ìàòðîèä. Íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëüþ äëÿ P
íàçîâ¼ì òðàíñâåðñàëü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì
â ñìûñëå óêàçàííîãî ìàòðîèäà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðîèä �
äèñêðåòíûé, òî ëþáàÿ òðàíñâåðñàëü � íåçàâèñèìàÿ. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà äà¼ò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè.

Òåîðåìà 21. (Ð. Ðàäî, 1942 ã.) Ïóñòü M = ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P = (S1, S2, . . . , Sm) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà E èìååò íåçàâèñèìóþ òðàíñâåðñàëü òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íå ìåíåå
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k ýëåìåíòîâ, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõî-
äÿùåå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå òåîðåìû óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ïîíÿòèå ðàíãà ìíîæåñòâà (íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íåçàâèñè-
ìîãî ïîäìíîæåñòâà):

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} ρ( ∪
i∈A

Si) > |A|. (1)

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè èìååòñÿ íåçàâèñèìàÿ òðàíñâåðñàëü, òî
å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì ∪i∈A Si èìååò |A| ýëåìåíòîâ, îòêóäà
ρ( ∪

i∈A
Si) > |A|.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå. Åñëè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå (íàïðèìåð, â S1)

íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, òî èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî óäàëèòü
îäèí ýëåìåíò, íå íàðóøèâ ïðè ýòîì óñëîâèÿ (1).

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |S1| > 2 è, êàêîé ýëåìåíò íè óäàëèòü èç
S1, óñëîâèå (1) íå áóäåò âûïîëíåíî. Âîçüì¼ì äâà ýëåìåíòà x è y
èç ìíîæåñòâà S1. Äëÿ íèõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ
A′ = {1} ∪A è B′ = {1} ∪B, ãäå A,B ⊂ {2, 3, . . . ,m}, ÷òî

ρ( ∪
i∈A

Si∪(S1\{x})) < |A′| = |A|+1 è ρ( ∪
i∈B

Si∪(S1\{y})) < |B′| = |B|+1.

(2)
Ïîëîæèì:

X = ∪
i∈A

Si ∪ (S1 \ {x}), Y = ∪
i∈B

Si ∪ (S1 \ {y}).

Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïåðåïèøåì â âèäå:

ρ(X) 6 |A|; ρ(Y ) 6 |B|,

îòêóäà
ρ(X) + ρ(Y ) 6 |A|+ |B|. (3)

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (1) îöåíèì ñíèçó ðàíãè îáúåäèíåíèÿ è ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ X è Y . Ïîñêîëüêó

X ∪ Y = ∪
i∈A∪B

Si ∪ (S1 \ {x}) ∪ (S1 \ {y}) = ∪
i∈A∪B

Si ∪ S1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(X ∪ Y ) > |A ∪B|+ 1. (4)
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Â ñèëó òîãî, ÷òî
X ∩ Y ⊃ ∪

i∈A∩B
Si,

èìååì
ρ(X ∩ Y ) > |A ∩B|. (5)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïîëóìîäóëÿðíîñòè ðàíãîâîé ôóíêöèè, ïîñëå ñëî-
æåíèÿ (4) è (5) ïîëó÷èì:

ρ(X)+ρ(Y ) > ρ(X∪Y )+ρ(X∩Y ) > |A∪B|+ |A∩B|+1 = |A|+ |B|+1.
(6)

Íåðàâåíñòâî (6) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3). Óòâåðæäåíèå äî-
êàçàíî.

Áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó èç óòâåðæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó
íàñ íå îñòàíåòñÿm îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ {t1}, {t2}, . . . , {tm}. Ïðè
ýòîì ðàíã èõ îáúåäèíåíèÿ T = {t1, t2, . . . , tm} ðàâåí m. Çíà÷èò, T è
åñòü èñêîìàÿ íåçàâèñèìàÿ òðàíñâåðñàëü. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü M = ⟨E, J⟩ � ìàòðîèä. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
P = (S1, S2, . . . , Sm) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E èìååò
íåçàâèñèìóþ ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè t òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå ëþáûõ k ïîäìíîæåñòâ èç ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè íå
ìåíåå k + t−m, ò.å.

∀A ⊂ {1, 2, . . . ,m} ρ( ∪
i∈A

Si) > |A|+ t−m.

Äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1 èç
òåîðåìû 19.

10. Îáùèå òðàíñâåðñàëè

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåé
òðàíñâåðñàëè ó äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïîäìíîæåñòâ îäíîãî è òîãî
æå ìíîæåñòâà. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 22. Äâà ñåìåéñòâà P = (S1, S2, . . . , Sm) è
Q = (R1, R2, . . . , Rm) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
E îáëàäàþò îáùåé òðàíñâåðñàëüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A è B ìíîæåñòâà {1, 2, . . . ,m} âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|( ∪
i∈A

Si) ∩ ( ∪
i∈B

Ri)| > |A|+ |B| −m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðîèä ÷àñòè÷íûõ òðàíñâåðñàëåé
äëÿ P . Îáùàÿ òðàíñâåðñàëü P è Q åñòü íåçàâèñèìàÿ (â óêàçàííîì
ìàòðîèäå) òðàíñâåðñàëü Q. Ïî òåîðåìå Ðàäî íåçàâèñèìàÿ òðàíñâåð-
ñàëü Q ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îáúåäèíåíèå
ëþáûõ k ìíîæåñòâ Ri ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç k ýëåìåí-
òîâ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ñóòü ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü ìîùíîñòè
k. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 19, èìååì

∀A,B ⊂ {1, 2, . . . ,m} |( ∪
i∈A

Si) ∩X| > |A|+ k −m,

ãäå X = ∪
i∈B

Ri, k = |B|. 2
Ïîêàæåì, êàê ñâåñòè íàõîæäåíèå îáùåé òðàíñâåðñàëè ê íàõîæäå-

íèþ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.
Èòàê, èìååì ìíîæåñòâî E = {e1, e2, . . . , en} è äâà ñåìåéñòâà åãî

ïîäìíîæåñòâ P = (S1, S2, . . . , Sm) è Q = (R1, R2, . . . , Rm). Ïîñòðîèì
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîäåðæàùèé ñëåäóþùèå âåðøèíû:

• a � èñòî÷íèê, b � ñòîê;

• âåðøèíû, èçîáðàæàþùèå ïîäìíîæåñòâà S1, S2,. . . , Sm, R1,
R2,. . . , Rm;

• ïî äâå âåðøèíû íà êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
E: v′1, v

′′

1 , v
′
2, v

′′

2 , . . . , v
′
n, v

′′

n

è ñëåäóþùèå äóãè:

• aSi è Rib äëÿ i = 1, 2, . . . ,m;

• Siv
′
j , åñëè ej ∈ Si;

• v
′′

j Ri, åñëè ej ∈ Ri;

• v′iv
′′

i äëÿ j = 1, 2, . . . , n.

Ïîëîæèì ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ðàâíûìè åäèíèöå. Åñëè
ñóùåñòâóåò îáùàÿ òðàíñâåðñàëü t1, t2, . . . , tm äëÿ P è Q, òî â ïîñòðî-
åííîì ãðàôå åñòü m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç èñòî÷íèêà â ñòîê
âèäà

a→ Si → v′k → v
′′

k → Rj → b,

ãäå ýëåìåíò ek ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâ Si è Rj . Ýòè m
ïóòåé ôîðìèðóþò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê (åãî âåëè÷èíà m) â ïîñòðî-
åííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà
ëåãêî óêàçàòü îáùóþ òðàíñâåðñàëü.
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Ïðèìåð. Äëÿ ìíîæåñòâ S1 = {1, 2}, S2 = {1, 2, 3, 4}, S3 = {2, 4},
R1 = {2, 3}, R2 = {1, 4}, R3 = {1, 2, 3} èìååì ñåòü (ñ åäèíè÷íûìè
ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè âñåõ äóã), èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 15.
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Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìîæíî óâèäåòü îáùóþ
òðàíñâåðñàëü {1, 2, 3}, ïðè÷¼ì 1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâ
S1 è R2, 2 ïðåäñòàâëÿåò S3 è R1, à 3 � ìíîæåñòâà S2 è R3.



Ãëàâà 4

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ

1. Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ

Ðîñò ìîãóùåñòâà âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè èíîãäà ïîðîæäàåò èë-
ëþçèþ, ÷òî êîìïüþòåðàì âñ¼ ïîäâëàñòíî: çà ñ÷¼ò êîëîññàëüíîãî áûñò-
ðîäåéñòâèÿ îíè ìîãóò, èñïîëüçóÿ äàæå ñàìûé ïðèìèòèâíûé àëãîðèòì
(íàïðèìåð, ïðÿìîãî ïåðåáîðà), ðåøèòü ëþáóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü n � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (íàïðè-
ìåð, ÷èñëî ãîðîäîâ â çàäà÷å êîììèâîÿæ¼ðà), à f(n) � ôóíêöèÿ âðå-
ìåííîé ñëîæíîñòè (÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ) àëãîðèòìà ïðè ðåøå-
íèè ýòîé çàäà÷è.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôóíêöèé âðåìåííîé ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìîâ.

Â çàäà÷å êîììèâîÿæ¼ðà ñ n ãîðîäàìè ïðÿìîé ïåðåáîð òðåáóåò ðàñ-
ñìîòðåíèÿ (n−1)! ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö òðå-
áóåò â ñðåäíåì 1,26n îïåðàöèé (ñì. [13]).

Â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà â ïîë-
íîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè (íàïîìíèì, ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çà-
äà÷è íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå äåø¼âîé ñåòè äîðîã, ñâÿçûâàþùèõ íåêîòî-
ðûå íàñåë¼ííûå ïóíêòû) ïðè ïîëíîì ïåðåáîðå ðàññìàòðèâàåòñÿ nn−2

ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ (òåîðåìà Êýëè). Àëãîðèòì Ïðèìà òðåáóåò ïîðÿä-
êà n2/2 îïåðàöèé.

Â ìîíîãðàôèè [4], âûøåäøåé â 1982 ã., ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà, êîòî-
ðàÿ ïîêàçûâàåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè
âðåìåííîé ñëîæíîñòè è ðàçìåðíîñòè çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çà
1 ñåêóíäó âûïîëíÿåòñÿ 1 ìëí øàãîâ àëãîðèòìà. Ñ ó÷¼òîì ðîñòà áûñò-
ðîäåéñòâèÿ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ïðèìåì, ÷òî çà îäíó ñåêóíäó
âûïîëíÿåòñÿ 1 ìëðä îïåðàöèé, è ïîñëå íåñëîæíîãî ïåðåñ÷¼òà ïîëó÷èì
òàêóþ òàáëèöó:



Âðåìÿ ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ
f(n) \ n 10 20 50 60

n 10−8 ñ 2 · 10−8 ñ 5 · 10−8 ñ 6 · 10−8 ñ
n2 10−7 ñ 4 · 10−7 ñ 25 · 10−7 ñ 36 · 10−7 ñ
n3 10−6 ñ 8 · 10−6 ñ 125 · 10−6 ñ 216 · 10−6 ñ
2n 10−6 ñ 10−3 ñ 13 äíåé 36,6 ëåò
3n 5,9 · 10−6 ñ 3,5 ñ 2 · 105 1,3 · 1010

ñòîëåòèé ñòîëåòèé

Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ïîêàçûâàåò âëèÿíèå ðîñòà áûñòðîäåéñòâèÿ ÝÂÌ
íà íàèáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü çà ôèê-
ñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, ðàçðåøèìîé çà ÷àñ
f(n) Ñîâðåìåííàÿ ÝÂÌ, â 100 ðàç ÝÂÌ, â 1000 ðàç

ÝÂÌ áîëåå áûñòðàÿ áîëåå áûñòðàÿ

n N1 100N1 1000N1

n2 N2 10N2 31,6N2

n3 N3 4,64N3 10N3

2n N4 N4 + 6,64 N4 + 9,97
3n N5 N5 + 4,19 N5 + 6,29

Ýòà òàáëèöà (òàêæå, êàê è ïðåäûäóùàÿ) âñêðûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ (âðåìÿ ðàáîòû êîòîðûõ åñòü
ìíîãî÷ëåí îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è) îò ýêñïîíåíöèàëüíûõ. Íàïðèìåð,
åñëè òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ðàâíà n2, òî ïðè ïîâûøåíèè ñêîðîñòè
ðàáîòû ÝÂÌ â 1000 ðàç ðàçìåðíîñòü ðàçðåøèìîé çàäà÷è óâåëè÷èâà-
åòñÿ â 32 ðàçà, à â ñëó÷àå òðóäî¼ìêîñòè 2n âñåãî íà 10 åäèíèö.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàòåëü, ñîáèðàþùèéñÿ ïðèìåíèòü òîò èëè
èíîé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé ïåðåä íèì çàäà÷è, äîëæåí
èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèå î òðóäî¼ìêîñòè ýòîãî àëãîðèòìà.

2. Çàäà÷à âûáîðà

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé) F è íåêîòîðûé ïðåäèêàò P (f). Çàäà÷à âûáîðà â ñëàáîì ñìûñ-
ëå ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ f ∈ F òàêîãî, ÷òî P (f) � èñòèíà,
ëèáî â îáíàðóæåíèè òîãî, ÷òî ðåøåíèÿ f , îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì
P (f), íåò. Â çàäà÷å âûáîðà â ñèëüíîì ñìûñëå òðåáóåòñÿ íàéòè
âñþ îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (f).
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Ðàçëè÷àþò èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó âûáîðà, â êîòîðîé âûáè-
ðàåòñÿ íóæíîå ðåøåíèå èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà è
ìàññîâóþ çàäà÷ó âûáîðà, ñîñòîÿùóþ èç èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, ïî-
ðîæäàåìûõ îäèíàêîâûì îáðàçîì.

Â çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñâîéñòâî P (f) îçíà÷àåò ìè-
íèìàëüíîñòü èëè ìàêñèìàëüíîñòü íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè
ðåøåíèÿ (öåëåâîé ôóíêöèè)

c : F → R.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

P (f̂) =
(
∀f ∈ F c(f̂) 6 c(f)

)
.

Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà âõîäå
ÝÂÌ? Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F è c çàäàíû íåÿâíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ
AF è Ac.

Àëãîðèòì AF ïî êîìáèíàòîðíîìó îáúåêòó f è íåêîòîðîìó ìíîæå-
ñòâó ïàðàìåòðîâ S îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè f ýëåìåíòîì F . Àëãîðèòì
Ac ïî äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ f è ìíîæåñòâó ïàðàìåòðîâ Q âû÷èñëÿåò
c(f).

Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàäà¼òñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
ìíîæåñòâ S è Q ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñòàíäàðòíîãî ñïîñîáà
êîäèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
àëôàâèòà.

Ïðèìåðû.

1. Çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà ñ n ãîðîäàìè. Ìíîæåñòâî S ñîñòîèò òîëü-
êî èç ïàðàìåòðà n; à Q ñîäåðæèò ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññòîÿíèé
(ci,j) ìåæäó ãîðîäàìè. Àëãîðèòì AF ïî îáúåêòó f îïðåäåëÿåò,
ÿâëÿåòñÿ ëè f öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Àë-
ãîðèòì Ac ïî ìàðøðóòó f è ìàòðèöå (ci,j) íàõîäèò äëèíó ìàðø-
ðóòà.

2. Ìèíèìàëüíîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî. Ìíîæåñòâî S è Q ñîäåðæàò
ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ð¼áåð è èõ
âåñà.

3. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé êëèêå 1. Ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâà S îïè-
ñûâàþò ãðàô G, à ìíîæåñòâî Q ïóñòî. AF îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ
ëè ìíîæåñòâî âåðøèí f êëèêîé; Ac íàõîäèò ìîùíîñòü f .

1Êëèêà � ìíîæåñòâî ïîïàðíî ñìåæíûõ âåðøèí.

69



4. Çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

c′x→ min, åñëè Ax 6 b, x ∈ Zn
+.

Çäåñü S ñîñòîèò èç ìàòðèöû A è ñòîëáöà b, à Q ñîäåðæèò ñòîë-
áåö c. Äëÿ äàííîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòðà x àëãîðèòì AF ïðî-
âåðÿåò âûïîëíåíèå óñëîâèé Ax = b è x > 0. Àëãîðèòì Ac âû÷èñ-
ëÿåò ñòîèìîñòü c′x äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.

×àùå âñåãî àëãîðèòìû AF è Ac ïîëèíîìèàëüíû.

Âàðèàíòû çàäà÷è îïòèìèçàöèè

I. Îïòèìèçàöèîííûé. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ò. å. äîïó-
ñòèìîå ðåøåíèå f̂ ∈ F , ìàêñèìèçèðóþùåå èëè ìèíèìèçèðóþùåå öå-
ëåâóþ ôóíêöèþ).

II. Âû÷èñëèòåëüíûé. Íàéòè ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
III. Âàðèàíò ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïî ÷èñëó L ∈ Z îïðåäåëèòü, ñó-

ùåñòâóåò ëè ðåøåíèå f ∈ F òàêîå, ÷òî c(f) 6 L (åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè), ëèáî c(f) > L (â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè).

Â ïðåäïîëîæåíèå ìàëîé òðóäî¼ìêîñòè Ac III íå ñëîæíåå II, II íå
ñëîæíåå I.

Åñëè log2 c(f̂) = O(P (n)), ãäå n � ¾ðàçìåð¿ çàäà÷è, òî çàäà÷à II
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å III çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî
ïîèñêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 0 6 c(f̂) 6 b, ãäå c(f̂) ∈ Z,
òî ïîëó÷àÿ îòâåòû íà âîïðîñû òèïà: ¾Âåðíî ëè, ÷òî c(f̂) 6 d?¿, ìîæíî
ñ êàæäûì øàãîì ñóæàòü âäâîå ïðîìåæóòîê, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
÷èñëî c(f̂), è çà log2 b øàãîâ íàéòè ýòî ÷èñëî.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è çàäà÷ó I ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å II.
Ïðèìåð. Ïîêàæåì, êàê çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêè

â ãðàôå ñâåñòè ê âû÷èñëèòåëüíîìó âàðèàíòó ýòîé çàäà÷è.
Ïðîöåäóðà max_clique (ðèñ. 16) � ðåêóðñèâíàÿ: ïîñëå íàõîæäå-

íèÿ âåðøèíû v, âõîäÿùåé â íåêîòîðóþ ìàêñèìàëüíóþ êëèêó, îíà îá-
ðàùàåòñÿ ê ñàìîé ñåáå, îñòàâëÿÿ â ãðàôå ëèøü âåðøèíû, ñìåæíûå ñ
âåðøèíîé v.

Ïóñòü T (n) è C(n) � âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóð max_clique è
size_of_clique ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ èç íèõ, ðàáîòàÿ ñ ãðàôîì,
â êîòîðîì n âåðøèí, n + 1 ðàç îáðàùàåòñÿ êî âòîðîé, à çàòåì
âûçûâàåò ñàìó ñåáÿ, ïåðåäåâàÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïðîöåäóðû
ãðàô ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí. Ïîýòîìó

T (n) 6 (n+ 1)C(n) +O(n) + T (n− 1) 6 (n+ 1)C(n)+
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/* Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîé êëèêè â ãðàôå G */

/* size_of_clique(G) - ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè ãðàôà G; */

/* G(v) - ïîäãðàô G, ïîðîæä¼ííûé v è ñìåæíûìè ñ íåþ âåðøèíàìè; */

max_clique(graph G){

if(G==∅)return(∅);
else { íàéòè òàêóþ âåðøèíó v, ÷òî

size_of_clique(G(v))=size_of_clique(G);

return({v}∪ max_clique(G(v)\ v));

}

}

Ðèñ. 16

+ nC(n− 1) + 2O(n) + T (n− 2) 6 . . . 6 (n+ 2)(n+ 1)

2
C(n) +O(n2),

îòêóäà T (n) = O(n2 ·C(n)). Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ ìîæíî áûëî íàéòè ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè, òî ýòî æå
áûëî áû ñïðàâåäëèâî è îòíîñèòåëüíî íàõîæäåíèÿ ñàìîé ìàêñèìàëü-
íîé êëèêè.

3. Êëàññû P è NP

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ãîâîðèëè î ðàñïîçíàâàòåëüíîì âà-
ðèàíòå çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Îäíàêî ìíîãèå èíòåðåñíûå
çàäà÷è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè óæå ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå ÿâëÿþòñÿ
çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ: â íèõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îáúåêòà
íóæíî îïðåäåëèòü, îáëàäàåò ëè îí íåêîòîðîì ñâîéñòâîì. Òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ÑÂßÇÍÎÑÒÜ: ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ãðàô ñâÿçíûì;

• ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ: ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ãðàô ãàìèëüòîíî-
âûì;

• ÏÐÎÑÒÎÅ ×ÈÑËÎ: ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ÷èñëî ïðîñòûì;
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• ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ: ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì çàäàííàÿ ÊÍÔ (êîíúþêòèâíàÿ
íîðìàëüíàÿ ôîðìà) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ÈÑÒÈÍÀ.

Â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ðàññìàòðèâàþò èìåííî çàäà÷è ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ.

P � ìíîæåñòâî çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, P
� êëàññ çàäà÷, ðåøàåìûõ ýôôåêòèâíûìè àëãîðèòìàìè.

Ê êëàññó P îòíîñÿòñÿ òàêèå èçâåñòíûå çàäà÷è, êàê ÑÂßÇÍÎÑÒÜ,
ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÑÒßÃÈÂÀÞÙÅÅ ÄÅÐÅÂÎ, ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ
ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ A âõîäèò â êëàññ NP , åñëè ñóùåñòâóþò òà-
êèå ìíîãî÷ëåíû p1(n) è p2(n) è àëãîðèòì A (àëãîðèòì ïðîâåðêè
óäîñòîâåðåíèÿ), ÷òî èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à A, çàäàâàåìàÿ ñòðîêîé
ñèìâîëîâ x, èìååò îòâåò ¾äà¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
òàêàÿ ñòðîêà q(x) (óäîñòîâåðåíèå), äëèíà êîòîðîé åñòü O(p1(|x|) (|x|
� êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â ñòðîêå x), ÷òî àëãîðèòì A, èìåÿ íà âõîäå
ñòðîêó x#q(x) (çäåñü # � íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë), ïðè-
õîäèò ê îòâåòó ¾äà¿ ïîñëå íå áîëåå p2(|x|) øàãîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññóNP
îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïî íåêîòîðîìó êðàòêîìó óäîñòîâåðåíèþ çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðäèòåëüíîãî îò-
âåòà (åñëè îí äåéñòâèòåëüíî òàêîâ) ê ýòîé çàäà÷å.

Ïðèìåðû.
ÊËÈÊÀ. Â ðàñïîçíàâàòåëüíîì âàðèàíòå ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

ñóùåñòâóåò ëè â äàííîì ãðàôå G êëèêà ìîùíîñòüþ íå ìåíüøå L?
Â ñòðîêå x çäåñü ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ î ãðàôå, à â êà÷åñòâå
óäîñòîâåðåíèÿ q(x) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûñòóïàåò ñïèñîê âåðøèí,
ñîñòàâëÿþùèõ êëèêó. Àëãîðèòì A ïðîâåðÿåò èõ ïîïàðíóþ ñìåæíîñòü.

ÇÀÄÀ×À ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐA. Â âàðèàíòå ðàñïîçíàâàíèÿ òðåáó-
åòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè â äàííîì ãðàôå G ãàìèëüòîíîâ öèêë
âåñà íå áîëüøå L. Óäîñòîâåðåíèåì áóäåò ñëóæèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí ãðàôà â íåêîòîðîì ãàìèëüòîíîâîì öèêëå íóæíîãî âåñà. Àë-
ãîðèòì A íàõîäèò âåñ ýòîãî öèêëà è ñðàâíèâàåò åãî ñ ÷èñëîì L.

ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. Î÷åâèäíî, óäîñòîâåðåíèåì áóäåò íàáîð çíà-
÷åíèé èñòèííîñòè ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò
çíà÷åíèå èñòèííîñòè ÊÍÔ íà ýòîì íàáîðå.

ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ. Â ðàñïîçíàâàòåëüíîì âà-
ðèàíòå ýòîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè â çàäàííîì
äâóäîëüíîì ãðàôå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Â êà÷åñòâå óäîñòîâå-
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ðåíèÿ åñòåñòâåííî ïðåäúÿâèòü ñïèñîê ð¼áåð, ïîïàðíóþ íåñìåæíîñòü
êîòîðûõ ïðîâåðèò àëãîðèòì A.

Âî âñåõ ïðèâåä¼ííûõ çàäà÷àõ óäîñòîâåðåíèåì ôàêòè÷åñêè ñëóæèë
îòâåò. Íî òàê áûâàåò íå âñåãäà! Åñëè â çàäà÷å ñïðàøèâàåòñÿ íå î âû-
ïîëíåíèè, à, íàîáîðîò, î íåâûïîëíåíèè íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, òî ÷òî
ìîæåò áûòü â ðîëè óäîñòîâåðåíèÿ ê îòâåòó ¾äà¿? Ðàññìîòðèì ïðè-
ìåð.

ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÃÎ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß. Åñëè â
äâóäîëüíîì ãðàôå G = ⟨V1, V2⟩ íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, òî,
ïî òåîðåìå Õîëëà, ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí A ⊂ V1, îêðó-
æåíèå êîòîðîãî Γ(A) èìååò ìåíüøóþ ìîùíîñòü, ñàìî ìíîæåñòâî A.
Çíà÷èò, â êà÷åñòâå óäîñòîâåðåíèÿ ðàçóìíî ïðåäúÿâèòü ýòî ìíîæå-
ñòâî A. 2

Äîêàæåì, ÷òî P ⊂ NP .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðûé àëãîðèòì B ðåøåíèÿ çàäà÷è A ðà-
áîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî çàïèñü ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà èìå-
åò ïîëèíîìèàëüíóþ äëèíó è ìîæåò âûñòóïàòü â ðîëè óäîñòîâåðåíèÿ,
ïî êîòîðîìó àëãîðèòì ïðîâåðêè A áóäåò óáåæäàòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè
ðàáîòû àëãîðèòìà B.

Âñå ðàçóìíûå äèñêðåòíûå çàäà÷è âõîäÿò â NP .

2Ïðèâåä¼ì äëèííóþ öèòàòó èç êíèãè [8]. ¾Ïðè äâîðå êîðîëÿ Àðòóðà æèëè
150 ðûöàðåé è 150 äàì. Êîðîëü õîòåë ïåðåæåíèòü èõ, íî áåäà áûëà â òîì, ÷òî
íåêîòîðûå èç íèõ íàñòîëüêî ñèëüíî íåíàâèäåëè äðóã äðóãà, ÷òî î æåíèòüáå íå÷å-
ãî áûëî è ãîâîðèòü! Êîðîëü Àðòóð íåîäíîêðàòíî ïûòàëñÿ ïîäåëèòü èõ íà ïàðû,
íî âñÿêèé ðàç íàðûâàëñÿ íà ñêàíäàë. Îí ïðèçâàë ÷àðîäåÿ Ìåðëèíà è ïîâåëåë
åìó îðãàíèçîâàòü ïàðû òàê, ÷òîáû âñå ñîãëàñèëèñü ïîæåíèòüñÿ. Ìåðëèí îáëàäàë
ñâåðõúåñòåñòâåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè è ñðàçó æå óâèäåë, ÷òî íè îäíî èç 150! âîç-
ìîæíûõ äåëåíèé íà ïàðû íå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì, è ñêàçàë îá ýòîì êîðîëþ.
Îäíàêî Ìåðëèí áûë íå òîëüêî âåëèêèì ÷àðîäååì, íî è íå ñîâñåì èñêðåííåé ëè÷-
íîñòüþ, ïîýòîìó ïîëíîñòüþ åìó êîðîëü íå äîâåðÿë. ¾Íàéäè ìíå ðàçäåëåíèå íà
ïàðû, èëè ÿ ïðèêàæó ïîñàäèòü òåáÿ íàâå÷íî â ïåùåðó!¿ � ñêàçàë Àðòóð. Ê ñ÷à-
ñòüþ äëÿ Ìåðëèíà, îí ñìîã èñïîëüçîâàòü ñâîè ñâåðõúåñòåñòâåííûå ñïîñîáíîñòè,
÷òîáû íàéòè ñïîñîá ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ïî÷åìó òàêîå ðàçäåëåíèå íà ïàðû íåîñó-
ùåñòâèìî. Îí ïîïðîñèë 56 äàì âñòàòü ñ îäíîé ñòîðîíû îò êîðîëÿ è 95 ðûöàðåé
ñ äðóãîé ñòîðîíû è ñïðîñèë: ¾Åñòü ëè ñðåäè âàñ õîòü îäíà äàìà, êîòîðàÿ õîòåëà
áû âûéòè çàìóæ çà êîãî-íèáóäü èç ýòèõ ðûöàðåé?¿ È êîãäà âñå îíè îòâåòèëè:
¾Íåò¿, Ìåðëèí ñêàçàë: ¾Î, Êîðîëü! Êàê òû ñìîæåøü ïðèêàçàòü ìíå íàéòè ìóæà
äëÿ êàæäîé èç 56 äàì ñðåäè îñòàâøèõñÿ 55 ðûöàðåé?¿ Òàê êîðîëü, ÷ü¼ èçûñêàí-
íîå îáðàçîâàíèå íå ïîçâîëÿëî ïðèáåãàòü ê ïðèíóæäåíèþ, óâèäåë, ÷òî íà ýòîò ðàç
Ìåðëèí ãîâîðèë ïðàâäó, è ìèëîñòèâî ïðîñòèë åãî.¿
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4. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü

Ïóñòü A� íåêîòîðàÿ (ìàññîâàÿ) çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ. ×åðåçA(x)
áóäåì îáîçíà÷àòü èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó A ñ âõîäíûìè äàííûìè,
ïðåäñòàâëåííûìè ñòðîêîé ñèìâîëîâ x.

Çàäà÷à A1 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å A2 (îáîçíà÷åíèå: A1 ∝ A2), åñëè

∃A ∈ P ∀x A1(x) = A2(A(x)).

Ïîäðîáíåå: A1 ñâîäèòñÿ ê A2, åñëè ïî ïðîèçâîëüíîé ñòðîêå x çà ïîëè-
íîìèàëüíîå (îòíîñèòåëüíî |x|) âðåìÿ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñòðîêó
y, ÷òî çàäà÷àA1(x) èìååò òàêîé æå îòâåò, ÷òî è çàäà÷àA2(y). Ïðèìåðû
ñâåäåíèÿ îäíèõ çàäà÷ ê äðóãèì ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå (ïîëèíîìèàëüíîé) ñâîäèìîñòè ∝ ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A1 ∝ A2 è A2 ∝ A3, òî
ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû A′ è A′′, ÷òî

∀x, y A1(x) = A2(A
′(x)), A2(y) = A3(A

′′(y)).

Îòñþäà
∀x A1(x) = A3(A

′′(A′(x)).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ A′

è A′′ âõîäèò â êëàññ P .
Ïóñòü A1 ∝ A2.
Åñëè A2 ∈ P , òî, î÷åâèäíî, è A1 ∈ P. Ïî çàêîíó êîíòðàïîçèöèè:

åñëè A1 /∈ P , òî è è A2 /∈ P .
Åñëè A2 ∈ NP , òî A1 ∈ NP .
Çàäà÷à A ∈ NP íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè ïðîèçâîëüíàÿ çàäà-

÷à B ∈ NP ñâîäèòñÿ ê A.

5. Ïðèìåðû NP-ïîëíûõ çàäà÷

Åñëè A � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à, A ∝ C è C ∈ NP , òî çàäà÷à C òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü NP-
ïîëíîòó êàêîé-ëèáî çàäà÷è ñâåäåíèåì ê íåé êàêîé-ëèáî NP-ïîëíîé
çàäà÷è.

Ïåðâîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé áûëà äîêàçàíà å¼ NP-ïîëíîòà ñòàëà
çàäà÷à ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.

Òåîðåìà 23. (Ñ. Êóê, Ë. Ëåâèí, 1971 ã.) Çàäà÷à
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
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Ñóòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è èç êëàññà NP ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé ïðî-
ãðàììîé ìàøèíû Òüþðèíãà. Äàëåå ñîñòàâëÿåòñÿ ÊÍÔ, èíòåðïðåòè-
ðóþùàÿ ðàáîòó ìàøèíû Òüþðèíãà.

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à 3-
ÊÍÔ, â êîòîðîé êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîñòîèò èç òð¼õ ëèòåðàëîâ.

Òåîðåìà 24. Çàäà÷à 3-ÊÍÔ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ê çàäà÷å 3-ÊÍÔ ñâîäèòñÿ çàäà÷à
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. Ïóñòü ÊÍÔ èìååò âèä F = &Ci, ãäå Ci = ∨tj ,
tj = x

σj

j � ëèòåðàë (ò. å. ïåðåìåííàÿ èëè å¼ îòðèöàíèå). Ïîñòðîèì
3-ÊÍÔ F ′, âûïîëíèìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà F .
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ëèòåðà-
ëîâ â äèçúþíêöèè Ci.

1. Ci = t. Ïîëîæèì

Di = (t ∨ y ∨ z)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β)

(y ∨ α ∨ β)(y ∨ α ∨ β)(y ∨ α ∨ β)(y ∨ α ∨ β).

Åñëè Di = 1, òî z = 0 (èíà÷å îäíà èç ÷åòûð¼õ äèçúþíêöèé,
ñîäåðæàùèõ z, ïðèìåò çíà÷åíèå ËÎÆÜ) è y = 0 (ïî àíàëîãè÷-
íîé ïðè÷èíå), à t = 1. Ïîýòîìó âûïîëíèìîñòü Ci ðàâíîñèëüíà
âûïîëíèìîñòè Di.

2. Ci = t1 ∨ t2. Ïîëîæèì

Di = (t1 ∨ t2 ∨ z)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β)(z ∨ α ∨ β).

Âíîâü âûïîëíèìîñòü Ci ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè Di.

3. Ci = t1 ∨ t2 ∨ t3. Çäåñü íè÷åãî äåëàòü íå íóæíî: Di = Ci.

4. Ci =
k∨

j=1

tj , ãäå k > 3. Ïîëîæèì

Di = (t1 ∨ t2 ∨ y1)(y1 ∨ t3 ∨ y2)(y2 ∨ t4 ∨ y3) . . . (yk−3 ∨ tk−1 ∨ tk).

Åñëè t1 = t2 = . . . = tk = 0 è Di = 1, òî y1 = 1, îòêóäà ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïîëó÷àåì y2 = 1,. . . ,yk−3 = 1 è Di = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, ïðè Ci = 0 èìååì è Di = 0.
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Åñëè Ci = 1, òî äëÿ íåêîòîðîãî j âûïîëíÿåòñÿ tj = 1. Ïðè j 6 2
ïîëîæèì y1 = y2 = . . . = yk−3 = 0. Â ñëó÷àå j > 2 ôîðìóëà
Di áóäåò âûïîëíèìà, åñëè ym = 0 ïðè m > j − 1 è ym = 1 ïðè
m < j − 1. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíèìîñòü Ci

ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè Di.

Î÷åâèäíî, ÷òî 3-ÊÍÔ F ′ = &Di îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò F ê F ′ çàíèìàåò ëèíåéíîå âðåìÿ îòíî-
ñèòåëüíî äëèíû èñõîäíîé ÊÍÔ (äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â
27 ðàç). 2

Òåîðåìà 25. Çàäà÷à ÊËÈÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ ñâîäèòñÿ çà-
äà÷à 3-ÊÍÔ. Êàæäîé äèçúþíêöèè òð¼õ ëèòåðàëîâ C = ti ∨ tj ∨ tk
ñîïîñòàâèì 7 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n (ãäå n � îáùåå ÷èñëî ëî-
ãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ÊÍÔ), â êîòîðûõ íà i-ì, j-ì è k-ì ìåñòàõ ñòî-
ÿò òàêèå çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè ïåðåìåííûõ xi, xj è xk, ïðè êîòîðûõ
C = 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîèò ñèìâîë d. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áóäåò âåðøèíîé ãðàôà G. Äâå âåðøèíû ýòîãî ãðàôà
ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìî-
ãóò ñîâïàñòü (ïðè ïîäõîäÿùèõ çàìåíàõ ñèìâîëîâ d íà 0 èëè 1). Åñëè â
3-ÊÍÔ m äèçúþíêöèé, òî â ãðàôå 7m âåðøèí. Âûïîëíèìîñòü 3-ÊÍÔ
ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ â G êëèêè ìîùíîñòè m.2

Òåîðåìà 26. Çàäà÷à ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ çàäà÷à (ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò
êîòîðîé ñîñòîèò â îòâåòå íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå m
ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ, ïîñêîëüêó
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå G áóäåò êëèêîé â G (äîïîëíåíèè ê
ãðàôó G). 2

Â ðàñïîçíàâàòåëüíîì âàðèàíòå çàäà÷è ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛ-
ÒÈÅ òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè â äàííîì ãðàôå âåðøèííîå
ïîêðûòèå, â êîòîðîì íå áîëåå L âåðøèí.

Òåîðåìà 27. Çàäà÷à ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. È â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïðåäû-
äóùåé. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ìíîæåñòâî C âåðøèí ãðàôà ÿâëåò-
ñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïîëíåíèå C
(ê ýòîìó ìíîæåñòâó) ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì. 2
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Çàäà÷à 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè ðàñ-
êðàñêà âåðøèí äàííîãî ãðàôà G â òðè öâåòà, ïðè êîòîðîé ñìåæíûå
âåðøèíû èìåþò ðàçíûé öâåò (äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî âûÿñíèòü, âåð-
íî ëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(G) 6 3).

Òåîðåìà 28. Çàäà÷à 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ê çàäà÷å 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñâîäèò-
ñÿ çàäà÷à 3-ÊÍÔ. Äëÿ ýòîãî ïî 3-ÊÍÔ ïîñòðîèì ãðàô ñ 7m+ 2n+ 3
âåðøèíàìè. Âåðøèíû 0, 1, 2 îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Äëÿ êàæäîãî i
èìååòñÿ òàêæå òðåóãîëüíèê èç âåðøèí xi, xi è 2. Êàæäîé äèçúþíêöèè
Ci = y1 ∨ y2 ∨ y3 èç òð¼õ ëèòåðàëîâ îòâå÷àåò ïîäãðàô Gi (ðèñ. 17).
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Ðèñ. 17

Ïóñòü âåðøèíû 0, 1, 2 ïîêðàøåíû ñîîòâåòñòâåííî â öâåòà 0, 1 è 2.
Òîãäà ïðè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà â òðè öâåòà, âåðøèíû,
îòâå÷àþùèå ïåðåìåííûì è èõ îòðèöàíèÿì áóäóò ïîêðàøåíû â öâåòà
0 è 1, ïðè÷¼ì âåðøèíû xi è xi áóäóò ðàçíîãî öâåòà.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ïîäãðà-
ôà Gi ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ci = 1.

Òåîðåìà 29. Çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ê çàäà÷å ÃÀÌÈËÜÒÎ-
ÍÎÂÎÑÒÜ ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÊÍÔ. Ïóñòü èìååòñÿ ÊÍÔ
F (x1, x2, . . . , xn) = C1&C2& . . .&Cm, ãäå Ci � äèçúþíêöèÿ òð¼õ
ëèòåðàëîâ. Ïîñòðîèì òàêîé ãðàô, â êîòîðîì ãàìèëüòîíîâ öèêë
(ÃÖ) áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà F
âûïîëíèìà.
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Ïóñòü ãðàô A � ïîäãðàô G, ïðè÷¼ì èç åãî âåðøèí ëèøü âåðøèíû
u, u′, v, v′ ìîãóò áûòü ñìåæíû êàêèì-ëèáî âåðøèíàì, íå âõîäÿùèì â
A (ðèñ. 18, ñëåâà).
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x1 x2 x3 x4

z1 z2 z3 z4

y1 y2 y3 y4 ��
��
A

Ðèñ. 18

Òîãäà åñëè â G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë c, òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç A îäíèì
èç äâóõ ñïîñîáîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âåðøèíû ñòåïåíè 2 îáà èíöè-
äåíòíûõ åé ðåáðà îáÿçàòåëüíî âõîäÿò â ãàìèëüòîíîâ öèêë, â ñèëó ÷åãî
âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, èñõîäÿùèå èç âåðøèí y1, y2, y3 è y4, âõîäÿò â
öèêë c. À êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ â öèêëå c òîëüêî
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â îäíîì âàðèàíòå ìû èìååì ìàðøðóò

u→ x1 → y1 → z1 → z2 → y2 → x2 → x3 → . . .→ y4 → x4 → u′,

à â äðóãîì

v → z1 → y1 → x1 → x2 → y2 → z2 → z3 → . . .→ y4 → z4 → u′.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A ñîñòîèò èç äâóõ ð¼áåð uu′ è vv′,
ïðè÷¼ì ÃÖ ñîäåðæèò ðîâíî îäíî èç ýòèõ ð¼áåð. Ïîäãðàô A ìû áóäåì
èçîáðàæàòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 18 ñïðàâà.

Ãðàô B (ðèñ. 19, ñëåâà) � ïîäãðàô G, ïðè÷¼ì èç åãî âåðøèí ëèøü
âåðøèíû w1 è w4 ìîãóò áûòü ñìåæíû êàêèì-ëèáî âåðøèíàì, íå âõî-
äÿùèì â B.

�� ���� ���� ��q qq qq q qq q q
q qq

w1 w2 w3 w4

q q q q

nB

Ðèñ. 19

Òîãäà åñëè â G åñòü ÃÖ, òî îí íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðîõîäèòü ïî
âñåì òð¼ì ð¼áðàì w1w2, w2w3 è w3w4, íî ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáûå äðó-
ãèå èõ êîìáèíàöèè. Ïîäãðàô B áóäåì èçîáðàæàòü òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 19 ñïðàâà.
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Ãðàô G ñòðîèòñÿ òàê (ðèñ. 20).
Êàæäîé äèçúþíêöèè Ci ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîïèÿ ãðàôà B. Îíè

ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî.

q q qq q

qq q

qq q

qq q

qq q q
j j jB B B

Ðèñ. 20

j jj jjj jA AA AAA A

j jjA AAjA

u1 u2 u3v1 v2 v3

w1,1 w1,2 w1,3 w1,4 w2,1 w2,2 w2,3 w2,4 w3,1 w3,2 w3,3 w3,4

Êàæäîé ïåðåìåííîé xi ñîîòâåòñòâóþò äâà êðàòíûõ ðåáðà uivi, îä-
íî èç êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì, à äðóãîå íèæíèì. Êðîìå òîãî,
èìåþòñÿ ð¼áðà viui+1, à òàêæå w1,1u1 è vnwm,4.

Ðåáðî wi,jwi,j+1 ñîåäèíÿåòñÿ A-ñâÿçüþ ñ âåðõíèì ðåáðîì ukvk, åñëè
j-é ëèòåðàë â Ci åñòü xk, è ñ íèæíèì ðåáðîì ukvk, åñëè j-é ëèòåðàë â
Ci åñòü xk.

Ïóñòü â G åñòü ÃÖ c. Îí èìååò âèä:

w1,1 → u1 → v1 → u2 → v2 → . . .→ un → vn → wm,4 → . . .→ w1,1.

Åñëè â c âõîäèò âåðõíåå ðåáðî uivi, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xi = 1; åñëè â
c âõîäèò íèæíåå ðåáðî uivi, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xi = 0.

Öèêë c ïðîõîäèò ïî ðåáðó wi,jwi,j+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí íå ïðîõîäèò ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó ukvk, ò. å. êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèé ëèòåðàë tj = 0. Ïîñêîëüêó ïî âñåì òð¼ì ðåáðàì
wi,1wi,2, wi,2wi,3, wi,3wi,4 öèêë ïðîõîäèòü íå ìîæåò, äèçúþíêöèÿ
Ci ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ÈÑÒÈÍÀ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.2

Íà ðèñ. 20 èçîáðàæ¼í ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé 3-ÊÍÔ

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3).
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Â í¼ì æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåí ãàìèëüòîíîâ öèêë, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé òàêîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0.

Çàäà÷à ÏÎËÓÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ, êàê ýòî ñëåäóåò èç å¼ íà-
çâàíèÿ, îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ãðàô ïîëóãàìèëüòî-
íîâûì, ò. å. åñòü ëè â í¼ì ãàìèëüòîíîâà öåïü � ìàðøðóò (íå îáÿçà-
òåëüíî çàìêíóòûé), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà ïî îäíîìó
ðàçó.

Òåîðåìà 30. Çàäà÷à ÏÎËÓÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, êàê ê çàäà÷å ÏÎËÓÃÀÌÈËÜÒÎÍÎ-
ÂÎÑÒÜ ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ. Ïî äàííîìó ãðàôó
G ïîñòðîèì ãðàô G′, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì:

• G � ãàìèëüòîíîâ ⇐⇒ G′ � ïîëóãàìèëüòîíîâ.

Äëÿ ýòîãî äîáàâèì ê ãðàôó G âåðøèíû u, u′, w. Âûáåðåì â ãðàôå
G ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v0; ïóñòü âåðøèíû, ñìåæíûå ñ v0 åñòü v1,
v2,. . . Äîáàâèì òàêæå ê ãðàôó ð¼áðà uu′, v0w è viu (äëÿ êàæäîãî i). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ãðàô G′ (èëëþñòðàöèÿ íà ðèñ. 21).
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Ðèñ. 21

Â ãðàôå G′ åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû u′ è w. Ïîýòîìó åñëè â G′ åñòü
ãàìèëüòîíîâà öåïü, òî å¼ êîíöåâûå ð¼áðà uu′ è wv0. Ïîñëå óäàëåíèÿ
ýòèõ ð¼áåð ïîëó÷èì (äëÿ íåêîòîðîãî i) öåïü u → vi → . . . → v0. Íî,
ïî ïîñòðîåíèþ, âåðøèíû vi è v0 ñìåæíû, â ñèëó ÷åãî óêàçàííàÿ öåïü
ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ â ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðàôà G çàìåíîé ðåáðà uvi
ðåáðîì v0vi. Òàê æå ëåãêî ïî ãàìèëüòîíîâó öèêëó ãðàôà G ñòðîèòñÿ
ãàìèëüòîíîâà öåïü ãðàôà G′.

Ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò G ê G′ òðåáóåò ëèíåéíîãî (îòíîñèòåëüíî
÷èñëà âåðøèí ãðàôà) âðåìåíè, äîêàçàíà èñêîìàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
ñâîäèìîñòü îäíîé çàäà÷è ê äðóãîé. Çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ
NP-ïîëíà. Çíà÷èò, òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è çàäà÷à
ÏÎËÓÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ. 2
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Òåîðåìà 31. ÇÀÄÀ×À ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ NP-ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ãðàôó G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V = {v1, . . . , vn} ñîñòàâèì ìàòðèöó ðàññòîÿíèé D = (di,j) ìåæäó
âåðøèíàìè ãðàôà, â êîòîðîé di,j = 1, åñëè âåðøèíû vi è vj ñìåæíû,
è di,j = 2, åñëè âåðøèíû vi è vj íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Òîãäà
âîïðîñ ¾Ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò êîììèâîÿæ¼ðà äëèíû |V |?¿
ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà G.2

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ííîå òîëüêî ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâà-
åò, ÷òî NP-ïîëíîé áóäåò äàæå ìåòðè÷åñêàÿ ÇÊ (â êîòîðîé ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó âåðøèíàìè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì ìåòðèêè � ñâîéñòâó ñèì-
ìåòðè÷íîñòè è íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà).

Â ýòîì ïàðàãðàôå èç NP-ïîëíîòû çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ìû
âûâåëè NP-ïîëíîòó åù¼ íåñêîëüêèõ âàæíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îï-
òèìèçàöèè. Ñïèñîê NP-ïîëíûõ çàäà÷ âåñüìà âåëèê. Â êëàññè÷åñêîé
ìîíîãðàôèè Ì. Ãýðè è Ä. Äæîíñîíà [4] ïðèâîäèòñÿ îêîëî 300 òàêèõ
çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè ãðàôîâ, ïîñòðîåíèþ ñåòåé, õðàíåíèþ è
ïîèñêó äàííûõ, òåîðèè ðàñïèñàíèé, ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðî-
âàíèþ, àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, òåîðèè àâòîìà-
òîâ è äàæå ê èãðàì è ãîëîâîëîìêàì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàñ÷èòûâàþò
óæå áîëåå 3000 NP-ïîëíûõ çàäà÷. Ñì. Âèêèïåäèþ:
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems.

6. ×àñòíûå ñëó÷àè NP-ïîëíûõ çàäà÷

6.1. Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû ñóæåíèåì

×åì áîëåå îáùåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à, òåì òðóäíåå å¼ ðåøèòü3. Åñëè
íåêîòîðàÿ çàäà÷à A âõîäèò â êëàññ NP , à íåêîòîðûé ÷àñòíûé ñëó÷àé
ýòîé çàäà÷è îáëàäàåò ñâîéñòâîì NP-ïîëíîòû, òî çàäà÷à A òàêæå NP-
ïîëíà.

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà.
Çàäà÷è ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ è ÏÎËÓÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ

äëÿ îðãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, íåîðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îðãðàôà â
êîòîðîì âìåñòå ñ êàæäîé äóãîé uv ïðèñóòñòâóåò è äóãà vu.

Çàäà÷à ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÏÎÄÃÐÀÔÓ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äàíû
äâà ãðàôà G è G′. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, åñòü ëè â ãðàôå G ïîäãðàô,
èçîìîðôíûé ãðàôó G′.

3Çäåñü ìû îñòàâëÿåì â ñòîðîíå òàê íàçûâåìûé ïàðàäîêñ èññëåäîâàòåëÿ.
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Ìîæíî óêàçàòü ñðàçó äâå NP-ïîëíûå çàäà÷è, îáîáùåíèåì êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ çàäà÷à.

Åñëè â êà÷åñòâå G′ âçÿòü ïîëíûé ãðàô Km, òî íàëè÷èå â G ïîäãðà-
ôà, èçîìîðôíîãî Km, ãîâîðèò î òîì, ÷òî â G åñòü êëèêà ìîùíîñòè m.
Çíà÷èò, ÊËÈÊÀ � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

À åñëè â êà÷åñòâå G′ âçÿòü öèêëè÷åñêèé ãðàô Cn, ãäå n � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí ãðàôà G, òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÍÀÄÅÆÍÎÉ ÑÅÒÈ. Èìååò-
ñÿ ãðàô G ñ n âåðøèíàìè; D = (di,j) � ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó åãî
âåðøèíàìè; R = (ri,j) � ìàòðèöà èçáûòî÷íîñòè; L � íåêîòîðîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òðåáóåòñÿ óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ïîäãðàô
G′ ãðàôà G, âåñ êîòîðîãî íå áîëüøå L, è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ñ
íîìåðàìè i è j íàéä¼òñÿ â ýòîì ïîäãðàôå íå ìåíåå ri,j ñîåäèíÿþùèõ
èõ öåïåé, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí, êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé.
(Ðàçóìååòñÿ, ìàòðèöû D è R äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íûìè).

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ýòîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

• di,j > 1 äëÿ âñåõ i è j;

• ri,j = 2 ïðè i ̸= j;

• L = n.

Òîãäà ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà âõîäÿò â íåêîòîðûé öèêë. Òàê êàê
ñóììàðíûé âåñ ð¼áåð ðàâåí ÷èñëó âåðøèí, âñå ð¼áðà èñêîìîãî ïîäãðà-
ôà äîëæíû áûòü åäèíè÷íîãî âåñà è èõ äîëæíî áûòü ðîâíî n. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â ïîäãðàôå G, ñîñòàâëåííîì èç ð¼áåð åäèíè÷íîãî âåñà,
äîëæåí áûòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

6.2. Òðóäíûå è ë¼ãêèå ÷àñòíûå ñëó÷àè NP-ïîëíûõ

çàäà÷

Èòàê, åñëè íàøà çàäà÷à âõîäèò â êëàññ NP è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì íåêîòîðîé NP-ïîëíîé çàäà÷è, òî îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Îòñþäà, êîíå÷íî, íå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé NP-ïîëíîé
çàäà÷è òàêæå ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Íàïðèìåð, èç NP-ïîëíîòû çàäà÷è 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ñëåäóåò
NP-ïîëíîòà çàäà÷è ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ, â êîòîðîé äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G
è çàäàííîãî ÷èñëà m òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà â m öâåòîâ (ïðè òàêîé ðàñêðàñêå ñìåæíûå
âåðøèíû äîëæíû áûòü ðàçíîãî öâåòà). Îäíàêî, åñëè â äàííîé çàäà÷å
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ïîëîæèòü m = 2, òî åñòü îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ öâåòàìè, òî ïðèõîäèì
ê ïîëèíîìèàëüíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê îòâåòó íà âîïðîñ,
ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô äâóäîëüíûì.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óáåäèëèñü â NP-ïîëíîòå çàäà÷è 3-
ÊÍÔ, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. À
÷òî ìîæíî ñêàçàòü î çàäà÷å 2-ÊÍÔ? Îêàçûâàåòñÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëèíîìèàëüíîé! 4 Äîêàæåì ýòî.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæàò ëîãè÷åñêèå ðàâíîñèëüíîñòè

p ∨ q = p→ q = q → p.

Ïóñòü F = &Ci, ãäå äëÿ êàæäîãî i äèçúþíêöèÿ Ci ñîñòîèò
èç äâóõ ëèòåðàëîâ, à ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ
x1, x2, . . . , xk. Ïîñòðîèì îðãðàô G = ⟨V,A⟩, â êîòîðîì
V = {x1, x2, . . . , xk, x1, x2, . . . , xk}, à êàæäîé äèçúþíêöèè p ∨ q èç F
ñîîòâåòñòâóþò äâå äóãè qp è pq.

Ïðèìåð. 2-ÊÍÔ F1 = (x1 ∨ x3)(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) è
F2 = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x2)(x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) ïîðîæäàþò ãðàôû G1 è G2,
èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 22.
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Òåîðåìà 32. 2-ÊÍÔ F âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ãðàôå G íè äëÿ êàêîãî i âåðøèíû xi è xi íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî
äîñòèæèìûìè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåä¼ííîì
âûøå ïðèìåðå 2-ÊÍÔ F1 âûïîëíèìà, ïîñêîëüêó â ãðàôå G1 âîîáùå
íåò äâóõ âçàèìíî äîñòèæèìûõ âåðøèí, à 2-ÊÍÔ F2 íå âûïîëíèìà,
òàê êàê âåðøèíû x2 è x2 âçàèìíî äîñòèæèìû.

4Çàäà÷è 2-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ è 2-ÊÍÔ ïîëèíîìèàëüíû, à çàäà÷è 3-ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ è
3-ÊÍÔ NP-ïîëíûå. Íå ãîâîðèò ëè ýòî î òîé îãðîìíîé ïðîïàñòè, êîòîðàÿ îòäåëÿåò
äâîéêó îò òðîéêè?!
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F âûïîëíèìà, ò. å. íà
íåêîòîðîì íàáîðå çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ F = 1. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i âåðøèíû xi è xi âçàèìíî äîñòèæèìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 òó èç ýòèõ äâóõ âåðøèí, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 1. Ðàññìîòðèì ïóòü t1 → t2 → t3 → . . .→ t1, âåäóùèé îò ëèòåðàëà
t1 ê åãî îòðèöàíèþ t1. Äóãà t1t2 èçîáðàæàåò äèçúþíêöèþ t1 ∨ t2 (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, èìïëèêàöèþ t1 → t2). Èç òîãî, ÷òî t1∨t2 = 1 è t1 = 1,
ïîëó÷àåì, ÷òî t2 = 1. Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì èñòèííîñòü âñåõ ëèòåðà-
ëîâ, âõîäÿùèõ â óêàçàííûé ïóòü, â òîì ÷èñëå è t1, ÷òî ïðèâîäèò íàñ
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
îðãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîäãðàô, â êîòîðîì ëþ-
áûå äâå âåðøèíû âçàèìíî äîñòèæèìû. (Ìîæíî îïèñàòü êîìïîíåíòó
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è ïî-äðóãîìó. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå
âçàìíîé äîñòèæèìîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí îðãðàôà ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
è ïîðîæäàþò êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.)

Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû èç êîìïîíåíòû ñ á�îëüøèì íîìåðîì íåëüçÿ áûëî ïîïàñòü
â êîìïîíåíòó ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è,
îïèñàííûé â [13], èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(|V |+ |A|).

Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé èåðàðõèåé èìååì êîìïîíåíòû
ñèëüíîé ñâÿçíîñòèD1, D2, . . . , Ds. Áóäåì ðàññòàâëÿòü ïîìåòêè âåðøèí
ãðàôà (ïåðâîíà÷àëüíî âñå îíè ñ÷èòàþòñÿ íåïîìå÷åííûìè) â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ íîìåðîâ êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïî ñëåäóþùèì ïðà-
âèëó:

• åñëè â êîìïîíåíòå Di èìååòñÿ òàêàÿ âåðøèíà v, ÷òî âåðøèíà v
óæå èìååò ïîìåòêó 1, òî âñå âåðøèíû èç Di ïîëó÷àþò ïîìåòêó
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå âåðøèíû èç Di ïîìå÷àþòñÿ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1
íà íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå ðàññòàíîâ-
êè ïîìåòîê.

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2-ÊÍÔ ñîäåðæèò
äèçúþíêöèþ ëèòåðàëîâ t1 ∨ t2, à âåðøèíû t1 è t2 èìåþò ïîìåòêó 0.
Ïóñòü

t1 ∈ Da, t1 ∈ Db, t2 ∈ Dc, t2 ∈ Dd.

Ñîãëàñíî îïèñàííîìó àëãîðèòìó, a < b è c < d. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå
äóãè t1t2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî b 6 c. Èç òð¼õ ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ
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âûâîäèì íåðàâåíñòâî a < d. Âìåñòå ñ òåì, â íàøåì ãðàôå äîëæíà
áûòü è äóãà t2t1, îòêóäà d < a. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî! 2

Ïðèìåð. Äëÿ ãðàôà G1, ïîñòðîåííîãî ïî 2-ÊÍÔ F1, âîçìîæíî
òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðøèí ïî êîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè:

D1 = {x1}, D2 = {x2}, D3 = {x3}, D4 = {x3}, D5 = {x2}, D6 = {x1}.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-
ëó÷àåì:

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, x3 = 0, x2 = 0, x1 = 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà íàáîðå x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1 ëîãè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ F1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðóäî¼ìêîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé îò äëèíû 2-ÊÍÔ. Ñòàëî áûòü, äåéñòâèòåëüíî çàäà-
÷à 2-ÊÍÔ âõîäèò â êëàññ P .

7. Ñòðóêòóðà êëàññà NP

Äëÿ êëàññà NP-ïîëíûõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
NPC. Êàê èçâåñòíî, NPC � ìíîæåñòâî íàèáîëåå ¾òðóäíûõ¿ çàäà÷
êëàññà NP : ê ëþáîé èç ýòèõ çàäà÷ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à èç NP . Â òî æå âðåìÿ, P � ìíîæåñòâî
íàèáîëåå ¾ë¼ãêèõ¿ çàäà÷: äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ. Âïîëíå ïðàâäîïîäîáíîé êàæåòñÿ ãèïîòåçà
P ̸= NP (â ýòîì ñëó÷àå NPC åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî NP , íå
ïåðåñåêàþùååñÿ ñ P )5. Â å¼ ïîëüçó ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî íåñìîòðÿ
íà ïðåäïðèíèìàâøèåñÿ ãèãàíòñêèå óñèëèÿ ìíîãèõ ïîêîëåíèé
ìàòåìàòèêîâ íå áûëî íàéäåíî íè îäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà
íè îäíîé èç ìíîãî÷èñëåííûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷.

Â 1975 ã. áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè P ̸= NP ìíîæåñòâî

NPI = NP \ (P ∪NPC)

5Îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü ýòà ãèïîòåçà ïîëó÷èëà ïîñëå òîãî, êàê îíà áûëà âêëþ÷å-
íà â òàê íàçûâàåìûé ñïèñîê ñåìè çàäà÷ òûñÿ÷åëåòèÿ, çà ðåøåíèå êàæäîé èç êî-
òîðûõ Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êëýÿ â Ìàññà÷óñåòñå óñòàíîâèë ïðåìèþ â 1 ìëí
äîëëàðîâ. Îäíà èç ýòèõ çàäà÷ áûëà ðåøåíà ðîññèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ãðèãîðèåì
Ïåðåëüìàíîì. Íà ñàéòå http://www.win.tue.nl/�gwoegi/P-versus-NP.htm ñîáðàíû
ññûëêè íà äåñÿòêè íàó÷íûõ ðàáîò, àâòîðû êîòîðûõ ñ÷èòàþò, ÷òî îíè äîêàçàëè
(èëè îïðîâåðãëè) ãèïîòåçó P ̸= NP . Îäíàêî íè îäèí èç ýòèõ àâòîðîâ íå óáåäèë
íàó÷íîå ñîîáùåñòâî â ñâîåé ïðàâîòå.
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çàäà÷, ïðîìåæóòî÷íûõ ïî ñëîæíîñòè (ìåæäó P è NPC), íåïóñòî.
Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðó êëàññà NP ìîæíî èçîáðàçèòü äèàãðàììîé
íà ðèñ. 23.

P NPCNPI

Ðèñ. 23

Â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [4] ïðèâåäåíû òðè çàäà÷è � íàèáîëåå
âåðîÿòíûå êàíäèäàòû íà ïîïàäàíèå â êëàññ NPI.

• ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ. Â ðàñïîçíàâàòåëüíîì
âàðèàíòå ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê. Ïóñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, c è b � öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû ñ n êî-
îðäèíàòàìè, L � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé
n-ìåðíûé âåêòîð x ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, äëÿ êîòî-
ðîãî Ax 6 b è c′x > L?

• ÏÐÎÑÒÛÅ ×ÈÑËÀ. ßâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ÷èñëî n ïðîñòûì?
Ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è
èíòåðåñóþòñÿ çàâèñèìîñòüþ òðóäî¼ìêîñòè îò äëèíû çàïèñè ÷èñ-
ëà n, ò. å. ôàêòè÷åñêè îò lg n.

• ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÃÐÀÔÎÂ. ßâëÿþòñÿ ëè äâà çàäàííûõ ãðàôà
èçîìîðôíûìè? Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ
ÏÎÄÃÐÀÔÓ. Íî, êàê ìû çíàåì, ÷àñòíûé ñëó÷àé NP-ïîëíîé
çàäà÷è íå îáÿçàòåëüíî òðóäíàÿ çàäà÷à.

Ìîíîãðàôèÿ [4] âûøëà íà ÿçûêå îðèãèíàëà áîëåå 30 ëåò íàçàä
� â 1979 ã. Âñ¼ ýòî âðåìÿ òåîðèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ èíòåíñèâíî
ðàçâèâàëàñü.

Óæå â 1979 ã. ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Ë. Ã. Õà÷èÿí äîêàçàë, ÷òî èç-
âåñòíûé ðàíåå (è ðàçðàáîòàííûé äðóãèìè ñîâåòñêèìè ìàòåìàòèêàìè
À. Ñ. Íåìèðîâñêèì è Ä. Á. Þäèíûì) àëãîðèòì ýëëèïñîèäîâ çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ðåøàåò çàäà÷ó ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀ-
ÍÈÅ.
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6 àâãóñòà 2002 ã. èíäèéñêèå ìàòåìàòèêè Ì. Àãðàâàë, Í. Êàéàë
è Í. Ñàêñåíà îïóáëèêîâàëè ñòàòüþ ïîä íàçâàíèåì PRIMES is in P,
â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé òåñò
ïðîñòîòû ÷èñåë. Â 2006 ã. îíè ïîëó÷èëè ïðåìèþ Ã¼äåëÿ, êîòîðàÿ ïðè-
ñóæäàåòñÿ îðãàíèçàöèÿìè ACM SIGACT (Special Interest Group on
Algorithms and Computation Theory) è EATCS (European Association
for Theoretical Computer Science) çà âûäàþùèåñÿ òðóäû ïî ëîãèêå è
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. Àëãîðèòì ÀÊÑ (ïîëó÷èâøèé ñâî¼ íà-
çâàíèå ïî ïåðâûì áóêâàì ôàìèëèé åãî àâòîðîâ), îïðåäåëÿþùèé, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ÷èñëî n ïðîñòûì, èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(lg12 n). Â 2005 ã.
áûëà ïîëó÷åíà ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, èìåâøàÿ òðóäî¼ìêîñòü
O(lg6 n).

Ëèøü îòíîñèòåëüíî ñòàòóñà çàäà÷è ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÃÐÀÔÎÂ íåò
íèêàêîé ÿñíîñòè: ïî-ïðåæíåìó íå íàéäåíî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèò-
ìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, íî è íå äîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

8. Ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû

Íóæäà â ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìàõ âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè
çàäà÷, èìåþùèõ òðóäî¼ìêèåòî÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ. Ìåæäó òåì,
ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðèåìëåìûìè è
ðåøåíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ îïòèìàëüíûìè, íî â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
áëèçêèå ê íèì.

Ïóñòü A� çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (èëè ôóíêöèåé
ñòîèìîñòè) c. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì A, êîòîðûé äëÿ èíäèâèäó-
àëüíîé çàäà÷è I äà¼ò ðåøåíèå f(I). ×åðåç f̂(I) îáîçíà÷èì îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è I. Àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ ε-ïðèáëèæ¼ííûì
àëãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è A, åñëè

∀I

∣∣∣∣∣c(f(I))− c(f̂(I))

c(f̂(I))

∣∣∣∣∣ 6 ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæ¼ííûì, åñëè îí
äà¼ò òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è, ÷òî åñëè çàìåíèòü ýòèì ðåøåíèå òî÷íîå
ðåøåíèå, ìû ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü â ñòîèìîñòè ðåøå-
íèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ε. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì
õîòü è íå äà¼ò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íî ãàðàíòèðóåò îïðåäåë¼ííîå
êà÷åñòâî ðåøåíèÿ.
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Êàê ìû çíàåì, çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà (ÇÊ) îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-
ïîëíûõ çàäà÷. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê å¼ ÷àñòíîìó ñëó÷àþ � ìåòðè÷åñêîé
ÇÊ (ñì. çàìå÷àíèå íà ñòð. 81). Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è � àëãîðèòì
Êðèñòîôèäåñà [12].

Íàçîâ¼ì äàííûé àëãîðèòì K. Íà âõîäå àëãîðèòìà K ìû èìååì
ïîëíûé ãðàô G ñ ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé (di,j), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

Àëãîðèòì K

1. Íàéòè â ãðàôå G ìèíèìàëüíîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî T .

2. Âûäåëèòü â T âñå âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè è íàéòè ñîâåð-
øåííîå ïàðîñî÷åòàíèå P íàèìåíüøåãî âåñà â ïîëíîì ïîäãðàôå
ãðàôà G, ïîðîæä¼ííîì ýòèìè âåðøèíàìè.

3. Â ãðàôå, ñîñòàâëåííîì èç ð¼áåð äåðåâà T è ïàðîñî÷åòàíèÿ P ,
íàéòè ýéëåðîâ öèêë τ .

4. Óñòðàíÿÿ ïîâòîðíîå âõîæäåíèå âåðøèí, ïîëó÷èòü èç ýéëåðîâà
öèêëà τ ¾âëîæåííûé¿ â íåãî ãàìèëüòîíîâ öèêë τ ′.

Øàãè 1, 2, 3, 4 äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ
O(n2), O(n4), O(n) è O(n) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðà-
ôà. Ïîýòîìó àëãîðèòì K ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Òåîðåìà 33. Àëãîðèòì K ÿâëÿåòñÿ 1
2 -ïðèáëèæ¼ííûì äëÿ ìåò-

ðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ̂ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è êîì-
ìèâîÿæ¼ðà, ò. å. ãàìèëüòîíîâ öèêë íàèìåíüøåé äëèíû â ãðàôå G. Âåñ
ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà G′ áóäåì îáîçíà÷àòü c(G′).

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

c(τ̂) > c(T ), (1)

ïîñêîëüêó óäàëåíèå ëþáîãî ðåáðà èç τ̂ äà¼ò íàì íåêîòîðîå ñòÿãèâàþ-
ùåå äåðåâî ãðàôà G, à T � ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà.

Âî-âòîðûõ, τ ⊂ T ∪ P . Ïîýòîìó

c(τ) 6 c(T ) + c(P ). (2)

Ïóñòü v1, v2, . . . , v2m � âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè äåðåâà T (òà-
êèõ âåðøèí, ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ, âñåãäà ÷¼òíîå
÷èñëî), âçÿòûå â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ìàðøðóòå τ̂ .
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Ðèñ. 24

Ðàññìîòðèì äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ P1 = {v1v2, v3v4, . . . , v2m−1, v2m} è
P2 = {v2v3, v4v5, . . . , v2m, v1} (íà ðèñ. 24 ð¼áðà, âõîäÿùèå â P1, P2 è
τ̂ èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî æèðíûìè, ïóíêòèðíûìè è òîíêèìè
ëèíèÿìè). Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

c(τ̂) >
∑

µ(vivi+1) = c(P1) + c(P2). (3)

Ïîñêîëüêó P � ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íàèìåíüøåãî âåñà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ãðàôå, èìååì c(P1)+c(P2) > 2c(P ). Ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ
(1)�(3), ïîëó÷àåì

c(τ) 6 c(T ) + c(P ) 6 c(τ̂) +
c(τ̂)

2
.

Ïîýòîìó c(τ)− c(τ̂) 6 c(τ̂)

2
. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî c(τ ′) 6 c(τ). Îòñþäà

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

∣∣∣∣c(τ ′)− c(τ̂)

c(τ̂)

∣∣∣∣ 6 1

2
.2

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà ε = 1
2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, î ÷¼ì ãîâîðèò ïðèìåð

ñ ðèñ. 25.
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v1 v2 vn

u1 un+1

u2 un

u2 un
Ðèñ. 25

Çäåñü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà ðàâíû ðàññòîÿíèÿì
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ïëîñêîñòè. Â ëîìàíîé
u1v1u2v2 . . . unvnun+1 óãëû ìåæäó ñîñåäíèìè çâåíüÿìè ïî 60◦,

v1u2 = u2v2 = . . . = unvn = 1, u1v1 = vnun+1 = 1,1.

Ìèíèìàëüíîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü
u1 → v1 → u2 → . . .→ un → vn → un+1, â êîòîðîé âñåãî äâå âåðøèíû
íå÷¼òíîé ñòåïåíè u1 è un+1. Ïîýòîìó àëãîðèòì Êðèñòîôèäåñà ïîñòðî-
èò ãàìèëüòîíîâ öèêë u1 → v1 → u2 → . . . → un → vn → un+1 → u1

äëèíû 3n + 0,3. Â òî æå âðåìÿ äëèíà ãàìèëüòîíîâà öèêëà
u1 → v1 → v2 → . . . → vn → un+1 − un → . . . → u2 → u1

ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 2n + 1. Çà ñ÷¼ò âûáîðà n îòíîñèòåëüíóþ
îøèáêó, âîçíèêàþùóþ ïðè çàìåíå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ïðèáëèæ¼ííûì, ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1

2 .
Â îáùåì ñëó÷àå (ò. å. åñëè íå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà) çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ε-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ NP-ïîëíîé (êàêèì áû áîëüøèì íè áûëî ÷èñëî ε).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîêàæåì, ÷òî ê äàííîé çà-
äà÷å ñâîäèòñÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÑÒÜ. Ïî çàäàí-
íîìó ãðàôó G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vn} ñîñòàâèì ìàòðè-
öó ðàññòîÿíèé D = (di,j) ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà, â êîòîðîé di,j = 1,
åñëè âåðøèíû vi è vj ñìåæíû, è di,j = 1+ εn, åñëè âåðøèíû vi è vj íå
ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Òîãäà âîïðîñ ¾Ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò êîììè-
âîÿæ¼ðà äëèíû ìåíüøå n(1+ε)?¿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ãàìèëüòîíîâî-
ñòè ãðàôà G. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàô ãàìèëüòîíîâ, òî íàéä¼òñÿ ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë äëèíû n. Åñëè æå ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì,
òî äëèíà ìàðøðóòà êîììèâîÿæ¼ðà íå ìåíüøå n−1+1+εn = n(1+ε).
2
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