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Общая характеристика работы

Актуальность темы
В магнитных материалах часто встречаются всевозможные перио­

дические структуры, такие как полосовые доменные структуры ферро-
и антиферромагнетиков, а также спиральные магнитные структуры,
которые теоретически описываются одномерной решеткой солитонов (кин­
ков). Для некоторых кристаллов специальной симметрии (кристаллов
без центра инверсии) формирование спиральных структур обусловлено
взаимодействием Дзялошинского – Мории. Такого рода структуры обна­
ружены в металлах (MnSi), диэлектриках (CuB2O4) и полупроводниках
(Cr1/3NbS2). В последние годы открыты возможности синтеза молеку­
лярных хиральных магнетиков со значительным вкладом взаимодействия
Дзялошинского – Мории в магнитные свойства [1—5].

Несмотря на кажущуюся простоту феноменологического выражения
для энергии магнетиков, в общем случае их изучение связано со значи­
тельными аналитическими трудностями [6—9]. Условие постоянства длины
вектора намагниченности делает задачи теоретического описания больших
отклонений намагниченности от основного состояния существенно нелиней­
ными. Одной из характерных особенностей такого класса задач является
наличие солитонов – пространственно локализованных частицеподобных
волн, которые восстанавливают свою форму даже после взаимодействия
с другими солитонами и нелинейными волнами. В нелинейной физике
их роль подобна роли квазичастиц в линейной теории. Солитоны несут
информацию о структуре и динамике нелинейной среды, определяют кине­
тические, термодинамические, магнитные, механические и другие свойства
конденсированных сред в условиях значительного внешнего воздействия
на систему.

В случае двумерных и трехмерных задач уравнения Ландау – Лиф­
шица зачастую не могут быть решены точно. В связи с этим, в последние
годы фокус внимания исследователей смещается в область численного мо­
делирования динамики магнетиков с применением хорошо оснащенных
вычислительных пакетов микромагнитного моделирования [10; 11].

Данная диссертационная работа посвящена исследованию магнит­
ных солитонов в рамках интегрируемых моделей Ландау – Лифшица и
sine–Gordon. К настоящему времени наиболее полно исследованы квази­
одномерные солитоны на фоне однородного состояния конденсированных
сред [9; 12]. Квазиодномерность означает, что учитывается зависимость
только от одной пространственной координаты и времени. В указанном
выше случае поиск новых точных решений соответствующих моделей во
многом можно считать завершенным. Мотивацией работ, лежащих в ос­
нове данной диссертации, был поиск аналитических решений полностью
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интегрируемых моделей магнетизма в двух ситуациях: когда они описы­
вают взаимодействие солитонных возбуждений с доменными стенками и
доменами периодической доменной структуры, представляющей основное
состояние системы, либо с фиксированной границей образца.

Такие задачи представляют существенную математическую труд­
ность, в связи с чем до сих пор имеется довольно мало работ на подобные
темы. В первом из указанных случаев решалась задача для безгранично­
го образца, но на существенно нелинейном неоднородном периодическом
фоне. В рамках диссертации найдены новые точные солитонные решения
уравнений Ландау – Лифшица для легкоосного и двухосного ферромаг­
нетиков при наличии доменной структуры, а также детально изучены
громоздкие и непростые для анализа солитоны и мультисолитоны в ре­
шетке кинков (доменных стенок) геликоидальных магнетиков без центра
инверсии в рамках модели sine–Gordon.

Во втором случае строились решения уравнения Ландау – Лифшица
на однородном фоне, но не в безграничном, а в полуограниченном образ­
це, который в некоторой точке имеет фиксированную границу. Можно
было искать соответствующие решения в разных системах: для изотропно­
го ферромагнетика, ферромагнетика с легкоосной или легкоплоскостной
анизотропией, двухосного ферромагнетика, ферримагнетика и т. д. Все
соответствующие модели полностью интегрируемы, и для них известны
соответствующие 𝑈 − 𝑉 –пары (1), (2) [9].

В рамках диссертационной работы более предпочительным оказалось
исследование солитонов полуограниченного одноосного ферромагнетика.
Преимущество такой задачи состоит в том, что благодаря известному ка­
либровочному преобразованию, по уже найденным решениям уравнений
Ландау – Лифшица для одноосного ферромагнетика можно построить
решения еще одной модели, – полубесконечного хирального ферромаг­
нетика на фоне магнитной спирали, за формирование которой отвечает
взаимодействие Дзялошинского. В общем случае, наличие оси легкого
намагничивания, совпадающей с направлением вектора Дзялошинского,
подавляет геликоидальное упорядочение и сохраняет спиральный разворот
намагниченности только в локализованных областях внутри образца. На­
против, квадратичная по намагниченности легкоплоскостная анизотропия
(базисная плоскость параллельна плоскости поворота спинов) сохраняет
геликоидальную структуру на всем протяжении образца. Потому в дис­
сертации исследованы солитоны не в легкоосном, а в полуограченном
легкоплоскостном ферромагнетике.

При построении решений применялся метод обратной задачи рас­
сеяния – нелинейный аналог классического преобразования Фурье для
интегрирования эволюционных уравнений в частных производных, кото­
рые содержат только одну пространственную координату 𝜉 и время 𝑡.
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Для возможности применения метода обратной задачи рассеяния ис­
ходное нелинейное уравнение необходимо представить в форме условия
совместности:

[𝜕𝜉 − 𝑈(𝜆), 𝜕𝑡 − 𝑉 (𝜆)] ≡ 𝜕𝑡𝑈(𝜆)− 𝜕𝜉𝑉 (𝜆) + [𝑈(𝜆), 𝑉 (𝜆)] = 0 (1)

некоторой системы линейных дифференциальных уравнений для вектор­
функции 𝜒(𝜆):

𝜕𝜉𝜒 = 𝑈(𝜆)𝜒, 𝜕𝑡𝜒 = 𝑉 (𝜆)𝜒. (2)

Величины 𝑈 ,𝑉 ,𝜒 зависят не только от координат 𝜉 и 𝑡, но еще и от дополни­
тельного комплексного параметра 𝜆; 𝑈(𝜆) и 𝑉 (𝜆) являются мероморфными
функциями от параметра 𝜆, т. е. являются аналитическими всюду, за
исключением конечного числа полюсов. Матричные функции 𝑈 и 𝑉 на­
зывают обобщенной парой Лакса, представлением Захарова – Шабата [13],
или просто 𝑈–𝑉 –парой [14; 15].

Представление (1), (2) используется для перехода от исходных дина­
мических переменных (полей) к новым обобщенным переменным (данным
рассеяния). В новых переменных нелинейное уравнение распадается на ряд
не зацепляющихся линейных дифференциальных уравнений. После того
как решение последних найдено, обращением замены переменных получа­
ют решение исходного нелинейного уравнения.

Данные рассеяния отвечают допустимым типам возбуждений в си­
стеме и разбиваются на две группы: дискретный набор переменных,
которым отвечают возбуждения солитонного типа (в магнитных средах
это доменные границы, уединенные домены, самолокализованные волны
намагниченности и т. д.), и набор переменных, непрерывных по 𝜆, которые
описывают волны с преобладающим влиянием дисперсии, расплывающи­
еся с течением времени.

Классический вариант метода обратной задачи рассеяния связан с
изучением свойств аналитичности частных решений вспомогательной ли­
нейной системы (1). Последнее представляет достаточно сложную задачу
и возможно лишь для быстро убывающих при 𝑥 → ±∞ решений ис­
ходного нелинейного уравнения. Между тем, для построения частных
решений уравнений движения в полном исследовании спектральной зада­
чи (2) нет необходимости. Были предложены прямые методы вычисления
точных решений, 𝑈–𝑉 –пара которых рациональным образом зависит от
спектрального параметра 𝜆: метод полиномиального замыкания, процеду­
ра «одевания» [16], метод Хироты [17], преобразования Бэклунда (Дарбу)
и другие.

В данной диссертационной работе используется процедура «одева­
ния». Она наиболее универсальна, технически прозрачна, и вместе с тем,
наиболее близка к классической схеме метода обратной задачи. Процеду­
ра «одевания» основана на использовании матричной задачи Римана в
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комплексной 𝜆-плоскости и позволяет по известному частному решению
исходного нелинейного уравнения (1) строить новые точные решения.

Цель диссертационной работы: получить аналитическое опи­
сание нелинейных коллективных возбуждений в доменных структурах
ферромагнетиков с одноосной и двухосной анизотропией, в магнетиках
без центра инверсии с несоизмеримой периодической структурой и муль­
тиферроиках, а также выявить особенности взаимодействия солитонов
с границей образца на примере ферромагнетика с анизотропией типа
«легкая плоскость» с однородным основным состоянием и хирального фер­
ромагнетика.

Поставленная цель включает в себя построение соответствующих
точных решений в рамках интегрируемых моделей магнетизма, анализ по­
лученных солитонных состояний и выявление способов их возбуждения,
обнаружения и управления их свойствами посредством внешних полей.

Для достижения данной цели были поставлены следующие задачи:
1) Построить солитонные решения уравнений Ландау – Лифшица

для безграничного легкоосного и двухосного ферромагнетиков с основ­
ным состоянием, представляющим доменную структуру. Для решения этой
задачи была использована процедура «одевания» – модификация метода
обратной задачи рассеяния. Метод «одевания» позволяет свести проблему
интегрирования исходных сильно нелинейных вещественных уравнений к
решению задачи Римана теории функций комплексной переменной. Вви­
ду наличия доменной структуры, задачу Римана пришлось решать не в
комплексной плоскости, а на римановой поверхности, обусловленной пери­
одичностью основного состояния.

2) Построить солитонные решения уравнения Ландау – Лифшица для
полуограниченного легкоплоскостного ферромагнетика с однородным ос­
новным состоянием. Для выполнения этой задачи удалось использовать
процедуру «одевания» в сочетании с методом изображений, используемым
при решении краевых задач электростатики. Согласно идее метода изоб­
ражений, поле намагниченности продолжено четным образом с полуоси,
оканчивающейся границей образца, на всю вещественную ось. Это дает
добавочные свойства симметрии, позволяющие встроить процедуру инте­
грирования уравнения Ландау – Лифшица на полуоси в традиционную
схему метода обратной задачи рассеяния.

3) Провести анализ нелинейной динамики солитонов в легкоосном и
двухосном ферромагнетиках и на фоне геликоидальной магнитной струк­
туры, а также солитонных возбуждений в полуограниченном образце
легкоплоскостного ферромагнетика на однородном фоне. По результатам
анализа установить способы возбуждения полученных солитонов и под­
твердить их численным экспериментом.
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Методология и методы исследования. Отличительная особен­
ность данной диссертационной работы – в том, что все исследуемые в
ней магнитные солитоны построены аналитически – как точные решения
интегрируемых моделей. Основным методом исследования служит моди­
фикация техники обратной задачи рассеяния – наиболее универсального
метода современной нелинейной физики, – а именно, процедура «одева­
ния» на основе классической задачи Римана теории функций комплексной
переменной.

Положения и результаты, выносимые на защиту:
1) Прецессионные солитоны в доменной структуре легкоосного ферро­

магнетика являются переносчиками макроскопических трансляций струк­
туры. Колебания ядер неподвижных солитонов приводят к вращениям
намагниченности в примыкающих к ним доменах и их продольным
смещениям. При определенных условиях солитоны служат зародышами
перемагничивания структуры.

2) Солитоны в доменной структуре можно генерировать импульс­
ным перемагничиванием структуры внешним магнитным полем. Высота
и ширина начального импульса определяют вызванные солитонами сдви­
ги структуры, которые обуславливают строение солитонов. Это позволяет
генерировать в структуре неподвижные солитоны с необходимыми разме­
рами и частотами прецессии.

3) Модуляционная неустойчивость доменной структуры легкоосного
ферромагнетика не сказывается на свойствах прецессионных солитонов в
структуре и проявляется только вблизи границы спин-волнового спектра,
где солитоны трансформируются в протяженные модуляции, которые мо­
гут двигаться без ограничений на скорость. Данный результат подтвержда­
ет, что нелинейность может стабилизировать солитоны в интегрируемых
системах с неустойчивым в линейном приближении основным состоянием.

4) При малом отличии постоянных легкоосной и двухосной ани­
зотропии солитоны в доменных структурах легкоосного и двухосного
ферромагнетиков качественно схожи. Они существенно различаются толь­
ко вблизи границ спин-волнового спектра, где учет магнито-дипольных сил
приводит к ограничению на скорость движения солитонов.

5) Спектральные разложения интегралов движения позволяют трак­
товать любое возбужденное состояние существенно нелинейной и неод­
нородной доменной структуры двухосного ферромагнетика в терминах
идеального газа солитонов и магнонов.

6) В полуограниченном образце легкоплоскостного ферромагнетика
с частично закрепленными краевыми спинами все солитоны являются дви­
жущимися и делятся на волны стационарного профиля (волны поворота
намагниченности) и пульсирующие солитоны (бризеры). Отражение волн
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поворота от границы пороговым образом зависит от величины поля по­
верхностной анизотропии, а направление поверхностного поля определяет
четность или нечетность числа волн поворота в образце. Ядра солитонов
при столкновении с границей претерпевают значительные изменения, не
поддающиеся описанию в рамках нелинейной теории возмущений.

7) Импульсное перемагничивание одного из доменов геликоидальной
магнитной структуры внешним магнитным полем позволяет генерировать
в структуре неподвижный бризер требуемой частоты и амплитуды. Ча­
стота внутренних пульсаций неподвижного бризера лежит вне спектра
стоячих спиновых волн. Бризер колеблется в пределах резонаторного до­
мена, который больше по размеру, чем остальные домены структуры.

8) Движение бризера в геликоидальной структуре может сопровож­
даться ее сильными продольными модуляциями на переднем и заднем
фронте бризера. Разрушение бризера происходит за счет неограниченно­
го увеличения протяженности таких модуляций с ростом его скорости.

9) При добавочной закрутке части геликоидальной структуры (ре­
шетки 2𝜋–кинков) в ней возбуждаются два движущихся в противополож­
ных направлениях одинаковых кинка той же хиральности, что и кинки
структуры. Вызванные кинками и бризерами сдвиги структуры можно ди­
агностировать магнитооптическими методами.

Соответствие диссертации паспорту специальности
Диссертационная работа соответствует пункту 5 Паспорта специаль­

ности 1.3.3 «Теоретическая физика»: «Теория конденсированного состоя­
ния. Изучение различных состояний вещества и физических явлений в
них. Статистическая физика. Теория фазовых переходов. Физическая ки­
нетика».

Структура и объем диссертационной работы
Диссертация состоит из Введения, четырех глав, Заключения и При­

ложения. Полный объем работы составляет 241 страницу, включая 45
рисунков и 125 наименований цитируемой литературы.

Апробация работы
Основные результаты, изложенные в диссертационной работе, докла­

дывались и обсуждались на XXII, XXIII, XXV Международных конферен­
циях «Новое в магнетизме и магнитных материалах» (Астрахань, 2012 г.;
Москва, 2018 г., 2024 г.); XXXIV, XXXV, XXXVI, XXXVII, XL Между­
народных зимних школах физиков-теоретиков «Коуровка» (Новоуральск,
2012 г.; Верхняя Сысерть, 2014 г., 2016 г., 2018 г.; р. Башкортостан, с. Но­
воабзаково, 2024 г.); Научной сессии ИФМ УрО РАН по итогам 2016 г.
(Екатеринбург, 2016 г.); VI, VIII Международной конференциях «Solitons,
collapses and turbulence: Achievements, Developments and Perspectives»
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(Новосибирск, Академгородок, 2012 г.; Москва, Черноголовка, 2017 г.);
Международной конференции «Нелинейные уравнения и комплексный ана­
лиз 2013» (Уфа, 2013 г.); XXV Научной сессии Совета по нелинейной
динамике (Москва, 2016 г.); XIV, XV, XIX, XX, XXIII Всероссийских
школах-семинарах по проблемам конденсированного состояния вещества
СПФКС (Екатеринбург, 2014 г., 2015 г., 2018 г., 2019 г., 2023 г.); Меж­
дународной конференции «Фазовые переходы, критические и нелинейные
явления в конденсированных средах» (Челябинск, 2015 г.); Конференции
«Physcis and Mathematics of Nonlinear Phenomena. 50 years of IST» (Галли­
поли, Лечче, Италия, 2017 г.); XVIII Научной школе «Нелинейные волны –
2018» (Нижний Новгород, 2018); VII Евро-азиатский симпоизум «Trends in
MAGnetism» (Екатеринбург, 2019 г.), Всероссийской конференции с меж­
дународным участием «Электронные, спиновые и квантовые процессы в
молекулярных и кристаллических системах» (Уфа, 2024 г.).

Результаты работы были использованы при выполнении НИР, под­
держанных Фондом «Династия» в рамках программы Президиума РАН
«Фундаментальные проблемы нелинейной динамики» (2012-2013 гг.), Сти­
пендией Президента РФ для молодых ученых СП-6342.2013.1. (2013-2015
гг.), проектом УрО РАН №15-8-2-7 «Локализованные структуры, солитоны
и их возбуждение в конденсированных средах», грантом РФФИ для моло­
дых ученых «Мой первый грант» №18-32-00143 (2018-2019 гг.), проектом
РНФ 19-72-30028 «Турбулентность и когерентные структуры в интегриру­
емых и неинтегрируемых системах» (2024 г.).

Публикации. По результатам диссертации опубликована 21 статья
в журналах, включенных ВАК в Перечень ведущих рецензируемых журна­
лов и индексируемых в Российских и международных базах цитирования,
21 тезис докладов на Всероссийских и международных конференциях.

Достоверность полученных в диссертации результатов обеспечена
использованием физически обоснованных теоретических моделей, приме­
нением для их исследования хорошо разработанного математического
аппарата (метода обратной задачи рассеяния), наиболее полно выявляюще­
го свойства симметрии решений; явным видом полученных решений, что
позволяет убедиться в их справедливости непосредственной подстановкой
в исходные уравнения (в простейших случаях – вручную, в общем случае –
численно), корреляцией полученных решений с известными ранее резуль­
татами при соответствующих предельных переходах.

Личный вклад соискателя. Личный вклад автора заключается в
постановке цели и задач исследований; все результаты диссертационной
работы получены лично автором. Построение точных решений уравнения
Ландау – Лифшица на фоне доменной структуры ферромагнетиков с лег­
коосной и двухосной анизотропией выполнено совместно с д.ф.-м.н. В.В.
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Киселевым. Численный эксперимент по генерированию солитонов в домен­
ной структуре легкоосного ферромагнетика проведен совместно с к.ф.-м.н.
С.В. Баталовым. Научные результаты обсуждались автором с д.ф.-м.н.
В.В. Киселевым и д.ф.-м.н., член-корр. РАН А.Б. Борисовым. В списке
публикаций авторы указаны в алфавитном порядке, а не по значимости
вкладов. Личный вклад автора диссертации является определяющим.

Научная и практическая значимость. Изученные в работе
точные солитонные решения интегрируемых моделей магнетизма на нели­
нейном периодическом фоне представляют интерес как для развития
общей теории интегрирования уравнений нелинейной математической фи­
зики, так и с точки зрения их применения в исследовании процессов
перемагничивания доменной структуры при сильных внешних воздействи­
ях.

Результаты диссертации важны для понимания закономерностей
встраивания нелинейных возбуждений в периодическую доменную струк­
туру, характера их взаимодействия с доменами и доменными стенками
структуры, возможностей их возбуждения, делокализации и разрушения.

С практической точки зрения, результаты работы можно использо­
вать для планирования экспериментов по обнаружению солитоноподобных
возбуждений в доменных структурах одноосного и двухосного ферро­
магнетиков (главы 1, 2), в геликоидальной структуре магнетиков без
центра инверсии и циклоидальной структуре мультиферроиков (глава 4)
и управлению их свойствами с помощью внешних полей. Солитоны в ге­
ликоидальной магнитной структуре могут служить базовыми элементами
при обработке информации в наноустройствах микросистемной техники
и в информационно-телекоммуникационных системах. Солитоны в муль­
тиферроиках могут найти применение при конструировании приборов и
устройств, работающих без потерь энергии из-за протекания токов.

Результаты главы 3 могут быть использованы для постановки экспе­
римента по исследованию взаимодействия нелинейных волн намагничен­
ности с границей легкоплоскостного ферромагнетика, а также хирального
ферромагнетика с легкоплоскостной анизотропией. Рассчитанный спектр
поглощения мощности внешней накачки на частотах стоячих спиновых
волн в геликоидальной магнитной структуре (глава 4) имеет практическое
значение при постановке экспериментов о возбуждении в геликоидальной
структуре солитонов и спиновых волн.

Все представленные в диссертации результаты являются но­
выми. Новизна работы определяется следующим:

1) Получены новые точные решения одной из базовых моделей маг­
нетизма – модели Ландау – Лифшица для ферромагнетика с анизотропией
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типа «легкая ось», описывающие солитонные возбуждения на фоне пе­
риодического основного состояния – полосовой доменной структуры. Для
построения решений приспособлена модификация метода обратной задачи
рассеяния – процедура «одевания» частного решения модели, соответству­
ющего доменной структуре. Принципиальная новизна данного подхода
состоит в том, что лежащая в его основе задача Римана формулируется не
в комплексной плоскости спектрального параметра, как это было в случае
однородного основного состояния среды, а на двулистной римановой по­
верхности, топологически эквивалентной тору. Наличие римановой поверх­
ности обусловлено периодическим основным состоянием. Необходимость
его учета приводит к существенным математическим трудностям, связан­
ным с возникновением добавочных «блоховских» множителей при сдвиге
решений задачи Римана по пространственной координате или в областях
периодичности спектрального параметра задачи рассеяния. Успешное пре­
одоление этих трудностей позволило получить полное решение задачи в
терминах хорошо изученных и табулированных эллиптических функций
Якоби, допускающих подробный анализ (глава 1).

2) На основе полученных решений впервые представлен детальный
анализ прецессионных солитонов в доменной структуре легкоосного фер­
ромагнетика. Выявлено два типа неподвижных солитонов в структуре,
которые служат обобщением классических солитонов легкоосного ферро­
магнетика на фоне однородного основного состояния среды. На примере
одного из них обнаружен неочевидный сценарий взаимодействия встроен­
ного в структуру солитона с его периодическим окружением: колебания
ядра солитона приводят к продольным смещениям доменной структуры
с формированием в ней узлов – выделенных точек, в которых смещения
отсутствуют. Установлено, что наличие солитонов приводит к макроско­
пическим сдвигам структуры. Величина сдвига задается нулями задачи
Римана, определяющими физические характеристики солитонов, и тесно
связана со строением ядер солитонов (глава 1).

3) Предложен способ возбуждения неподвижного солитона в домен­
ной структуре. Для этого нужно посредством внешнего магнитного поля
удлинить и возмутить один из доменов структуры так, чтобы он стал резо­
натором для ядра солитона. Соответствующая возможность подтверждена
численно. Установлены характерные интервалы длины и ширины резона­
торного домена, допускающие формирование из него солитона в численном
эксперименте (глава 1).

4) Впервые исследован характер вырождения солитонов в домен­
ной структуре легкоосного ферромагнетика вблизи границ области их
существования. Выявлено два выделенных случая, в которых солитоны
трансформируются в неподвижные апериодические модуляции структуры
– аналоги «солитонов Перегрина» в оптоволокне и волн-убийц на воде.
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Указанные модуляции имеют значительную протяженность и могут охва­
тывать несколько периодов структуры (глава 1).

5) Развитая процедура интегрирования уравнения Ландау – Лиф­
шица для легкоосного ферромагнетика распространена на физически
выделенный случай двухосного ферромагнетика с доменной структурой.
На основе модификации метода обратной задачи рассеяния впервые
получены новые точные решения, описывающие солитоны в доменной
структуре двухосного ферромагнетика, а также сингулярное интегральное
уравнение для диспергирующих спиновых волн в отсутствие солитонов.
Найдены законы сохранения (энергия и импульс) для солитонов и нелиней­
ных спиновых волн на фоне структуры. Проведен сравнительный анализ
солитонов легкоосного и двухосного ферромагнетиков. Установлено, что
неподвижные солитоны обоих моделей мало отличаются друг от друга, в
то время как сценарии вырождения солитонных возбуждений в легкоосном
и двухосном ферромагнетиках и соответствующие им аналоги «солитонов
Перегрина», напротив, качественно различны (глава 2).

6) Найдены новые точные решения, описывающие отражение движу­
щихся солитонов от границы ферромагнетика с анизотропией типа «легкая
плоскость». Взаимодействие солитонов с границей образца перспективно с
точки зрения приложений и постановки эксперимента, однако до сих пор
практически нет работ, в которых бы предпринимались попытки построить
соответствующие точные решения в магнитных средах. Для поиска реше­
ний применена техника метода обратной задачи рассеяния в совокупности
с «методом изображений», применяемым при решении задач электроста­
тики. Ввиду сложности математического аппарата, цель состояла в том,
чтобы построить соответствующие решения хотя бы на однородном фоне и
в полубесконечном ферромагнетике - при учете только одной границы. Ана­
литическое исследование солитонов в конечных образцах (с учетом двух
границ) пока что представляется недостижимым (глава 3).

7) На основе полученных решений представлен анализ взаимодей­
ствия с границей легкоплоскостного ферромагнетика движущихся волн
поворота и бризеров при полном, либо частичном закреплении спинов на
границе образца. Показано, что легкоплоскостная анизотропия исключа­
ет формирование неподвижных приграничных солитонов. Все полученные
солитоны оказываются движущимися. Найдены законы сохранения для со­
литонов и нелинейных волн в полуограниченном образце (глава 3).

8) Полученные результаты использованы для аналитического опи­
сания солитонов в хиральном полубезграничном ферромагнетике с
легкоплоскостной анизотропией в рамках модели Ландау – Лифшица,
функционал действия которой связан с функционалом действия ис­
ходной модели калибровочным преобразованием. Впервые найдены и
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проанализированы точные решения модели полубезграничного хираль­
ного ферромагнетика, описывающие взаимодействие солитонов с его
границей (глава 3).

9) На основе метода обратной задачи рассеяния впервые представлен
анализ бризеров и комплекса из двух кинков, встроенных в периодическую
решетку доменных стенок (кинков) геликоидальной магнитной структуры
в рамках модели sine–Gordon. Исследовано взаимодействие двух движу­
щихся кинков друг с другом и с доменными стенками структуры в
зависимости от соотношения направлений их закруток (хиральностей).
Выявлены особенности взаимодействия неподвижного пульсирующего бри­
зера в структуре с прилегающими к нему доменами и доменными стенками.
Как и в случае прецессионного солитона легкоплоскостного ферромаг­
нетика, пульсации бризера приводят к осцилляциям участков доменной
структуры между выделенными точками – узлами, в которых намагничен­
ность оказывается прикреплена к структуре (глава 4).

10) При анализе движения бризера в решетке кинков выявлен специ­
фический сценарий его разрушения при условии, когда скорость движения
бризера как целого превышает фазовую скорость распространения его
пульсаций. Установлено, что на переднем и заднем фронтах бризера пооче­
редно формируются протяженные участки модуляций структуры, которые
периодически втягиваются в ядро бризера, а затем образуются вновь. С
ростом поступательной скорости движения бризера протяженность таких
участков неограниченно возрастает (глава 4).

11) Предложен способ возбуждения бризеров и движущихся кинков
в решетке кинков геликоидальной структуры. Для возбуждения непо­
движного бризера необходимо предварительно закрутить один из доменов
структуры внешним полем, а затем дополнительно удлинить его на фрон­
те закрутки. Два движущихся кинка той же хиральности, что и кинки
решетки, возбуждаются из удлиненного домена, по одну из сторон которо­
го магнитная спираль дополнительно закручена на угол 4𝜋 (два оборота
спирали). Возможности генерирования неподвижного бризера и комплекса
из двух кинков подтверждены численным счетом (глава 4).

12) Вычислен спектр поглощения мощности внешней накачки на ча­
стотах стоячих спиновых волн в геликоидальной структуре в постоянном
магнитном поле, направленном перпендикулярно оси магнитной спирали.
Получены приближенные выражения для резонансных частот поглоще­
ния в зависимости от внешнего магнитного поля. Показано, что частоты
неподвижного бризера лежат ниже дискретного спектра частот стоячих
спиновых волн почти при всех значениях поля (глава 4).
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Краткое содержание работы

Во Введении сформулированы цель и задачи работы, обоснована
актуальность темы диссертации, приведены основные положения и резуль­
таты, выносимые на защиту. Также данный раздел содержит обсуждение
научной и практической значимости работы и ее новизны, описание методо­
логии исследования, список конференций, на которых были представлены
основные результаты диссертации.

В первой главе получены и детально проанализированы новые
точные решения уравнения Ландау – Лифшица для ферромагнетика с
анизотропией типа «легкая ось», которые описывают солитонные возбуж­
дения на существенно нелинейном фоне полосовой доменной структуры.

В безразмерных переменных уравнение Ландау – Лифшица для лег­
коосного ферромагнетика имеет вид:

𝜕𝑡S =
[︀
S× 𝜕2

𝑥S
]︀
+ (n · S) [S× n] , S2 = 1. (3)

Вектор n = (0, 0, 1) задает ось анизотропии. Образец считаем бесконеч­
но протяженным вдоль оси 𝑂𝑥. Намагниченность S(𝑥, 𝑡) зависит от одной
пространственной координаты 𝑥 и времени 𝑡.

Модель (3) учитывает основные взаимодействия, приводящие к обра­
зованию доменных стенок в ферромагнетиках. В параметризации

S = (sin 𝜃 cosΦ, sin 𝜃 sinΦ, cos 𝜃) (4)

полосовой доменной структуре отвечает решение S(0)(𝜒) уравнения (3) ви­
да:

Φ = 𝜙0 = const, 𝜃(𝜒) = 𝜃0 = 𝜋/2− am(𝜒, 𝑘); 𝜒 = 𝑥/𝑘;

sin 𝜃0 = cn(𝜒, 𝑘), cos 𝜃0 = sn(𝜒, 𝑘), 𝑘 𝜕𝑥𝜃0 = 𝜕𝜒𝜃0 = −dn(𝜒, 𝑘). (5)

Здесь am(𝜒, 𝑘) – эллиптическая амплитуда Якоби, sn(𝜒, 𝑘), cn(𝜒, 𝑘), dn(𝜒, 𝑘)
– эллиптические функции Якоби с модулем 0 ≤ 𝑘 ≤ 1. Величина 𝑘
задает период 4𝐾𝑘 доменной структуры; 𝐾 = 𝐾(𝑘) – полный эллипти­
ческий интеграл первого рода. Решение (5) описывает последовательность
протяженных доменов шириной 𝐿0 = 2𝐾𝑘, разделенных узкими домен­
ными стенками толщиной 𝑙0 = 2𝐾 ′𝑘/𝜋 << 𝐿0 (рис. 1); 𝑘′ =

√
1− 𝑘2,

𝐾 ′ = 𝐾(𝑘′). Угол 𝜙0 задает геометрию поворота. Модель (3) не учитывает
магнитостатическое взаимодействие, а потому лучше описывает структу­
ры с блоховским типом распределения намагниченности (𝜙0 = ±𝜋/2).

В разделе 1.1 показано, что доменная структура (5) неустойчива
по линейному приближению. Однако, инкремент неустойчивости 𝛿 чрез­
вычайно мал (при 𝐿0/𝑙0 ≈ 9.5: 𝛿 ∽ 6 · 10−4 << 1). По мере развития
неустойчивости линейное приближение нарушается. Становятся важными
эффекты взаимодействия разных мод. Нелинейные взаимодействия могут
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Рисунок 1 — Полосовая доменная структура и угол 𝜃0 разворота намагниченно­
сти.

приводить к локализации возмущений и стабилизации доменной структу­
ры.

В разделе 1.2 приведена постановка задачи аналитического описания
солитонных возбуждений в полосовой доменной структуре и план ее реше­
ния. Солитонам модели (3) отвечают граничные условия:

S(𝑥, 𝑡) → S(0)(𝜒), 𝜒 → +∞,

S(𝑥, 𝑡) → S(0)(𝜒+∆), 𝜒 → −∞. (6)

Наличие солитонов приводит к макроскопическому сдвигу 0 < ∆ < 4𝐾
структуры (с точностью до ее периода). Для построения солитонов на фоне
структуры используется модификация метода обратной задачи рассеяния
(МОЗР) – процедура «одевания» частных решений уравнения Ландау –
Лифшица (3) с помощью задачи Римана теории функций комплексной пе­
ременной в терминах дополнительного спектрального параметра. Наличие
полосовой структуры проявляется в том, что задача Римана формулирует­
ся не в комплексной плоскости спектрального параметра, как это было в
случае однородного основного состояния среды, а на римановой поверх­
ности, топологически эквивалентной тору. При сдвигах на периоды по
спектральному параметру и/или пространственной координате функции
задачи Римана приобретают дополнительные множители. Это осложняет
процедуру их построения.

Решение задачи Римана получено в разделе 1.3. Вычислены законы
сохранения – энергия и импульс солитонов в структуре. Путем качествен­
ного анализа показано, что столкновение солитонов в структуре является
упругим: приводит к сдвигу центров солитонов и изменяет начальную фа­
зу их прецессии, оставляя неизменным строение их ядер.

В разделе 1.4 проведен детальный анализ движущихся и непо­
движных прецессионных солитонов в полосовой доменной структуре.
Макроскопический сдвиг структуры ∆ = 4𝜌 оказывается связан с нулем
𝜇 = −𝜌+ i 𝜃 задачи Римана, определяющим строение и скорость отдельно
взятого солитона; 0 < 𝜌 < 𝐾, |𝜃| < 𝐾 ′. Большая часть сдвига локализована
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вблизи центра солитона – в его ядре шириной 𝑑 < 4𝐾. При 0.1𝐾 ≤ 𝜌 ≤ 0.4𝐾
солитоны являются внутридоменными: колебания проекции намагниченно­
сти 𝑆3 локализованы в конечной области, ширина которой (по переменной
𝜒) меньше длины 2𝐾 отдельного домена структуры: 𝑑 ≈ 2 𝑙0 < 𝐿0. При
0.4𝐾 ≤ 𝜌 ≤ 0.6𝐾 (𝜃 ̸= ±𝐾 ′) ширина ядер солитонов 0.8𝐾 ≤ 𝑑 ≈ 2𝜌 ≤ 1.8𝐾
линейно растет с ростом 𝜌, а скорость и частота солитонов достигают ми­
нимальных значений. Такие солитоны можно трактовать как зародыши
перемагничивания (см. рис. 2).

Рисунок 2 — Компонента 𝑆3 прецессионных солитонов при разных значениях
𝜌.

При 𝜌 ≥ 0.8𝐾 ядра солитонов вызывают сильные протяженные моду­
ляции доменной структуры, которые могут распространяться на большие
расстояния, превышающие период структуры. В общем случае такие мо­
дуляции неустойчивы и движутся с большой скоростью. При значениях
𝜇 = 𝜇1 = −𝐾 и 𝜇 = 𝜇2 = −𝐾 + i𝐾 ′ модуляции структуры неподвижны.
Им соответствуют вырожденные эллиптически-полиномиальные решения.
Установлено, что в малых окрестностях точек 𝜇1,2 неустойчивость имеет
место только на начальном временном этапе, а затем система возвращает­
ся в изначальное состояние. В этом отношении такие возбуждения можно
назвать аналогами «солитонов Перегрина» на модуляционно неустойчивом
фоне, которые наблюдаются в экспериментах по изучению экстремальных
модуляций в оптоволокне и волн–убийц на воде.

В разделе 1.5 выявлены возможности генерирования неподвижных
внутридоменных солитонов в доменной структуре. Для их возбуждения
нужно удлинить и возмутить один из доменов структуры так, чтобы он
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стал резонатором для ядра солитона. Это можно сделать, прилагая ло­
кальное магнитное поле вдоль направления

n = (sin 𝛾 cos𝜙0, sin 𝛾 sin𝜙0, cos 𝛾), (7)

где параметр 𝛾 = const задает компоненту 𝑆3 намагниченности, а угол 𝜙0

– ориентацию проекции вектора S в плоскости 𝑂𝑥𝑦.

Рисунок 3 — Начальный импульс (7).

Результаты численного счета говорят о том, что локализованное воз­
мущение (7) малой ширины 𝑑 ≤ 0.8𝐾 расплывается на диспергирующие
спиновые волны при 0 < 𝛾 ≤ 𝜋/2, а при 𝜋/2 < 𝛾 ≤ 𝜋 – порождает два
или более попарно одинаковых малоамплитудных солитона, движущихся
в противоположных направлениях. Хорошо локализованный неподвиж­
ный солитон формируется из начального импульса (7) шириной 𝑑 > 𝐾
и высотой ℎ = 2 sin2(𝛾/2) ≥ 0.3 (см. рис. 3). При значениях 𝑑 ≥ 2𝐾,
ℎ ≥ 1 формирование неподвижного солитона сопровождается образовани­
ем одной или более пар малоамплитудных движущихся солитонов. Число
движущихся солитонов увеличивается с ростом ширины, либо высоты
начального распределения (7). При 𝑑 > 4𝐾 начальная ступенька (7) по­
рождает комплекс многосолитонных возбуждений.

В конце главы приведены основные результаты.
Во второй главе с помощью процедуры «одевания» построены

и детально проанализированы нелинейные возбуждения в физически
выделенной полосовой доменной структуре двухосного ферромагнетика.
Проведен сравнительный анализ физических характеристик новых непо­
движных и движущихся солитонов в доменной структуре двухосного и
легкоосного ферромагнетиков.

Рассмотрено уравнение Ландау – Лифшица для двухосного ферро­
магнетика вида:

𝜕𝑡S =
[︀
S× (𝜕2

𝑥 + 𝐽)S
]︀
; S2 = 1, 𝐽 = diag(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3) = 𝐾eff/(𝐾3 −𝐾1).

(8)
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Образец считается беконечно протяженным вдоль оси 𝑂𝑥. Намагничен­
ность S = S(𝑥, 𝑡), где 𝑥 – пространственная координата, 𝑡 – время.
Эффективная плотность магнитной анизотропии 𝐾eff = diag(𝐾1,𝐾2,𝐾3),
𝐾1 = 𝐾̃1 − 4𝜋, 𝐾2,3 = 𝐾̃2,3 объединяет вклады энергии магнитной анизо­
тропии 𝐾̃a = diag(𝐾̃1, 𝐾̃2, 𝐾̃3) и размагничивающего поля в приближении
Винтера. Мы полагаем, что 𝐾1 < 𝐾2 < 𝐾3, а потому 𝐽1 < 𝐽2 < 𝐽3.

Модель (8) допускает формирование статичной доменной структуры.
В параметризации (4) полосовой доменной структуре с «блоховскими» до­
менными стенками соответствует следующее решение уравнения (8):

Φ = 𝜈 𝜋/2 = const, 𝜈 = ±1; 𝜃(𝜒) = 𝜃0 = 𝜋/2− am(𝜒, 𝑘); (9)

𝜒 = 𝑥
√︀
𝐽3 − 𝐽2/𝑘; sin 𝜃0 = cn(𝜒, 𝑘), cos 𝜃0 = sn(𝜒, 𝑘), 𝜕𝜒𝜃0 = −dn(𝜒, 𝑘)

(см. рис. 1). Величина 𝑘 задает период 4𝐾𝑘/
√
𝐽3 − 𝐽2 доменной структу­

ры. Доменные стенки полосовой структуры представляют узкие области
шириной 𝑙0 = 2𝐾 ′𝑘/[𝜋

√
𝐽3 − 𝐽2], в пределах которых вектор намагничен­

ности совершает разворот от одного равновесного положения S = (0, 0, 1)
к другому S = (0, 0,−1).

В разделе 2.1 приведены формулировка модели (8), а также спектр
линейных мод доменной структуры (9). При выборе 𝑘 =

√
𝐽3 − 𝐽2 (𝜒 = 𝑥)

доменная структура (9) устойчива относительно возбуждения в ней спи­
новых волн. В отличие от легкоосного ферромагнетика, линейный спектр
полосовой структуры двухосного ферромагнетика с периодом 4𝐾 имеет две
нейтрально устойчивые ветви. Одна из них соответствует активационным
(внутридоменным), а вторая – бесщелевым (внутриграничным) колебани­
ям доменной структуры. Важно, что период 4𝐾(𝑘) структуры фиксируется
магнитостатическим взаимодействием. В этом случае солитоны в доменной
структуре двухосного ферромагнетика выражаются в терминах хорошо
изученных и табулированных эллиптических функций и допускают деталь­
ный анализ.

В разделе 2.2 развита процедура «одевания» для интегрирования мо­
дели (8) двухосного ферромагнетика на фоне доменной структуры при
добавочном условии 𝑘 =

√
𝐽3 − 𝐽2 и граничных условиях:

S(𝑥, 𝑡) → S
(0)
2 = (0, 𝜈 sin 𝜃0, cos 𝜃0), 𝑥 → +∞,

S(𝑥, 𝑡) → S
(0)
1 = (0, 𝜈 sin 𝜃Δ, cos 𝜃Δ), 𝑥 → −∞, (10)

𝜃Δ = 𝜋/2− am(𝜒+∆, 𝑘), которые учитывают наличие макроскопического
сдвига ∆ вследствие образования солитонов. Построены точные решения
модели, описывающие солитоны в доменной структуре. Найдены интегра­
лы движения – импульс и энергия нелинейных возбуждений. Получено
линейное интегральное уравнение для расчета нелинейных диспергирую­
щих волн в отсутствие солитонов.
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Энергия нелинейных возбуждений в структуре записывается в виде:

𝐻 =

∫︁ 𝐾′

−𝐾′
[𝑛1(𝑣)𝜔(i𝑣) + 𝑛2(𝑣)𝜔(i𝑣 +𝐾)] d𝑣 + 4

𝑁∑︁
𝑠=1

Re
[︁
𝑍(𝜇𝑠) +

𝜂1𝜇𝑠

𝐾

]︁
, (11)

где 𝜔(𝑢) = dn2(𝑢, 𝑘), 𝑍(𝜇, 𝑘) – зета-функция Якоби, 𝜂1 = 𝜁(2𝐾) – дзета­
функция Вейерштрасса, 𝜇𝑠 – нули задачи Римана.

Дискретные слагаемые в спектральном разложении (11) соответству­
ют вкладам 𝑁 солитонов. Интеграл отвечает двум типам спин–волновых
мод доменной структуры. Величина 𝑛1(𝑣) d𝑣 (𝑛2(𝑣) d𝑣) дает число «внут­
ридоменных» («внутриграничных») спин-волновых мод со значениями
спектрального параметра в интервале от 𝑣 до 𝑣 + d𝑣. Выражения 𝜔(i𝑣),
𝜔(i𝑣 +𝐾) определяют соответствующие частоты колебаний.

В разделе 2.3 проведен детальный анализ прецессионных солитонов
в физически выделенной доменной структуре двухосного ферромагнети­
ка. При 𝑘 ∽ 1 солитон в доменной структуре двухосного ферромагнетика
наследует многие черты солитона в доменной структуре легкоосного фер­
ромагнетика. В полосовых структурах обоих ферромагнетиков строение
ядра солитона определяется величиной ∆ = 4𝜌, где параметр 0 < 𝜌 < 𝐾.
Допустимая ширина солитонных ядер не превышает периода 4𝐾(𝑘) домен­
ной структуры. При 𝜌 < 𝐾/2 размер ядра солитона оказывается меньше
длины домена 𝐿0 = 2𝐾(𝑘). При 𝜌 ≥ 0.8𝐾 размер ядра солитона приближа­
ется к размеру домена или превышает его, и пульсации ядра порождают
локализованные на солитоне колебания соседних доменных стенок поло­
совой структуры.

При 𝜌 → 𝐾 солитонные возбуждения представляют протяженные
модуляции и перемагничивания доменной структуры. В легкоосном и
двухосном ферромагнетиках они качественно различны. Учет магнито­
дипольных сил в модели (8) приводит к конечности скорости движения
солитонов во всей области их существования в доменной структуре, вклю­
чая ближайшие окрестности спин-волнового спектра.

В конце главы приведены основные результаты.
В третьей главе решена задача аналитического описания нели­

нейных коллективных возбуждений в полубесконечном ферромагнетике с
анизотропией типа «легкая плоскость».

В разделе 3.1 приведена постановка задачи. Возможным нелинейным
возбуждениям в полубесконечном ферромагнетике с анизотропией типа
«легкая плоскость» (плоскость 𝑂𝑥𝑦) соответствуют решения уравнения
Ландау – Лифшица:

𝜕𝑡m = [m× 𝜕2
𝑧m]− (e3 ·m)[m× e3], m2 = 1, 0 ≤ 𝑧 < ∞, (12)
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с интегрируемыми краевыми условиями:

[m× (𝜕𝑧m+ e1ℎ)]|𝑧=0 = 0, (13)
m → (1, 0, 0), 𝜕𝑧m → 0 при 𝑧 → +∞, (14)

и начальным распределением намагниченности: m(𝑧, 𝑡 = 0) = m0(𝑧).
Здесь m(𝑧, 𝑡) – безразмерная намагниченность на единицу длины вдоль
оси 𝑂𝑧 (m2 = 1); 𝑧, 𝑡 – пространственные координата и время. Пара­
метр ℎ представляет эффективное поле однонаправленной поверхностной
анизотропии, обусловленное нанесением слоя антиферромагнетика на по­
верхность ферромагнитного образца. Единичные векторы e1 = (1, 0, 0) и
e3 = (0, 0, 1), соответственно, задают направления поверхностного поля и
оси легкоплоскостной анизотропии. Краевое условие (13) отвечает частич­
ному, либо полному закреплению спинов на границе 𝑧 = 0 образца. При
ℎ = 0 спины на границе полностью свободны, в пределе |ℎ| → ∞ – пол­
ностью закреплены.

Для интегрирования модели (12)–(14) использован метод обратной
задачи рассеяния в совокупности с «методом изображений», который при­
меняется в электростатике при решении краевых задач с определенной
пространственной симметрией. Соответствующая процедура изложена в
разделе 3.2. С ее помощью построены решения задачи Римана, отвеча­
ющие двум возможным типам солитонов в полуограниченном образце
– так называемым волнам поворота и бризерам. Установлено, что учет
легкоплоскостной анизотропии препятствует формированию неподвижных
приграничных солитонов, – все найденные солитоны являются движущи­
мися. Вычислены интегралы движения для солитонов и спиновых волн
в системе. Получено сингулярное интегральное уравнение, описывающее
нелинейную динамику спиновых волн в отсутствие солитонов.

В разделе 3.3 детально исследовано взаимодействие волн поворота и
бризеров с границей легкоплоскостного ферромагнетика. При столкнове­
нии с границей образца их ядра сильно деформируются, а затем солитоны
отражаются от границы и уходят вглубь образца, принимая форму хорошо
изученных солитонных возбуждений: волн 180-градусного поворота намаг­
ниченности и пульсирующих солитонов (бризеров) неограниченной среды.

Характер взаимодействия солитонов c границей существенно зависит
от величины поверхностного поля ℎ. В слабых (сильных) полях в момент
𝑡 = 𝑡0 столкновения волн поворота с границей образца все спины в области
их локализации ложатся в плоскость 𝑂𝑥𝑧 (𝑂𝑥𝑦), – распределение намагни­
ченности во всем образце становится неелевским (блоховским). При ℎ > 0
компонента намагниченности 𝑚1(𝑧, 𝑡0) имеет экстремум в некоторой точке
𝑧 = 𝑧0 вблизи границы. В точке экстремума происходит полное перемаг­
ничивание среды (рис. 4). После отражения от границы волна поворота
становится локализована в области шириной 𝑙0 = ch𝜌 > 1 и движется
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со скоростью 𝑉 = th𝜌, где 𝜌 > 0 – вещественный параметр. Фаза 𝛿 ком­
плексного поля 𝑚3+i𝑚2 в центре волны поворота в результате отражения
сдвигается на величину ∆𝛿 = 2arctg sh𝜌 при |ℎ| < ch−1𝜌, а при |ℎ| > ch−1𝜌
– также приобретает добавочный сдвиг на 𝜋 – по аналогии с изменени­
ем фазы световой волны при ее отражении от границы менее или более
оптически плотной среды.

Рисунок 4 — Компонента намагниченности 𝑚1(𝑧, 𝑡0) волны поворота и распре­
деление спинов в момент времени 𝑡 = 𝑡0 при значениях поля ℎ > 0.

В разделе 3.4 показано, что найденные аналитические выражения
для солитонов модели (12)–(14) удается использовать для построения и
анализа солитонных возбуждений и в другой модели – полуограничен­
ного хирального ферромагнетика с легкоплоскостной анизотропией (ось
анизотропии параллельна вектору Дзялошинского), – благодаря тому,
что решения рассмотренных моделей связаны между собой калибро­
вочным преобразованием. Хиральный ферромагнетик имеет выделенное
направление закрутки, в связи с чем встроенные в него волны поворота
противоположных закруток отличаются по энергии. Столкновения хираль­
ных солитонов с поверхностью образца сопровождаются существенным
изменением их внутренней структуры и динамических свойств, а также
процессами перемагничивания среды на величину порядка намагниченно­
сти насыщения.

В конце главы приведены основные результаты.
В главе 4 приведены результаты аналитического описания бризеров

и комплекса из двух кинков в спиральной магнитной структуре.
В разделе 4.1 рассмотрена бесконечно протяженная (вдоль оси 𝑂𝑧)

спиральная структура ферромагнетика без центра инверсии с анизотро­
пией типа «легкая плоскость» (плоскость 𝑂𝑥𝑦) в постоянном внешнем
магнитном поле H = (𝐻, 0, 0) (𝐻 > 0). В условиях преобладающей легко­
плоскостной анизотропии и остаточной анизотропии в базисной плоскости
распределение намагниченности описывается интегрируемым уравнением
sine–Gordon:

𝜕2
𝑡Φ− 𝜕2

𝑧Φ+ sinΦ = 0 (15)
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относительно угла Φ, характеризующего разворот намагниченности в
плоскости, перпендикулярной оси магнитной спирали. В безразмерных пе­
ременных соответствующая плотность энергии описывается выражением:

𝑤 =
1

2

[︁
(𝜕𝑧Φ)

2
+ (𝜕𝑡Φ)

2
]︁
+ 𝑞 𝜕𝑧Φ+ (1− cosΦ) , (16)

𝑞 = 𝜅
√︀
𝑀0/ (𝛼𝐻). Здесь 𝑀0 – номинальная намагниченность, 𝛼, 𝜅 > 0, –

соответственно, постоянные обменного взаимодействия и взаимодействия
Дзялошинского. В зависимости от величины 𝑞, минимуму энергии (16) от­
вечает либо однородное распределение намагниченности Φ = 0 (mod 2𝜋),
либо периодическая структура, для которой:

Φ = 𝜙0(𝜒) = 𝜋 − 2 am(𝜒, 𝑘), 𝜒 ≡ 𝑧/𝑘; (17)

где am(𝜒, 𝑘) – эллиптическая амплитуда Якоби с модулем 𝑘 (𝑘2 ≤ 1).
Выражение (17) определяет одномерную решетку 2𝜋-кинков (перегибов)
шириной 𝑙0 ∽ 2𝐾 ′𝑘/𝜋, разделенных широкими областями – доменами про­
тяженностью 𝐿0 = 2𝐾 𝑘 >> 𝑙0 (рис. 5).

Рисунок 5 — Геликоидальная структура и решетка кинков 𝜙0(𝜒).

Процедура «одевания» позволяет построить всевозможные солитон­
ные состояния: простейшие добавочные кинки и антикинки и бризеры,
а также мультисолитоны в структуре (двухбризерное, двухкинковое воз­
буждения). Раздел 4.2 посвящен анализу нелинейной динамики комплекса,
описывающего взаимодействие двух дополнительных кинков на фоне ре­
шетки кинков (17). Соответствующее решение имеет асимптотики:

Φ(𝜒, 𝑡) → 𝜙0(𝜒) , 𝑧 → +∞,

Φ(𝜒, 𝑡) → 𝜙0(𝜒+∆1 +∆2) + 2𝜋(𝑠1 + 𝑠2) , 𝑧 → −∞. (18)
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Хиральности (направления закруток) двух кинков задаются параметрами
𝑠1,2, которые независимо могут принимать значения ±1. Наличие кинка с
номером 𝑗 = 1,2 приводит к макроскопическому сдвигу магнитной спирали
∆𝑗 . Дополнительные кинки в структуре не могут быть неподвижны. Их
скорости: 𝑉𝑗 = 𝜀𝑗 ch

−1(∆𝑗/2), 𝜀𝑗 = ±1.
В зависимости от соотношения хиральностей 𝑠𝑗 и фиксированной хи­

ральности 𝑠0 = +1 геликоидальной структуры возможны 9 различных
вариантов взаимодействия первого и второго кинков. Каждый из этих слу­
чаев проанализирован детально. Среди них выделен случай двух кинков
одинаковой хиральности (𝑠1 = 𝑠2 = 𝑠0) как наиболее пригодный для вос­
произведения в численном эксперименте.

В разделе 4.3 проведен детальный анализ однобризерного возбуж­
дения. Образование бризера сопровождается макроскопическим сдвигом
структуры на величину ∆ = 4𝜌:

Φ(𝜒, 𝑡) → 𝜙0(𝜒) при 𝑧 → +∞,

Φ(𝜒, 𝑡) → 𝜙0(𝜒+∆) при 𝑧 → −∞. (19)

Решение параметризуется комплексным нулем 𝜇 задачи Римана, 𝜌 = −Re𝜇.
При малых 𝜌 ≤ 0.2𝐾 неподвижный бризер представляет собой протя­

женную область малоамплитудных колебаний поля Φ около равновесных
положений слабо деформированной геликоидальной структуры:

Φ(𝜒, 𝑡) ≃ 𝜙0(𝜒+ 2𝜌 [1− th𝑦]) +
4𝜌 𝑘

ch 𝑦
sn𝜒 cos 𝛾. (20)

Здесь 𝛾 = 𝑡 𝑘−1−𝛾0, 𝑦 =
(︀
1− 𝐸𝐾−1

)︀
𝜌𝜒−𝑦0, 𝛾0, 𝑦0 – вещественные постоян­

ные, 𝐸 – полный эллиптический интеграл второго рода. Первое слагаемое в
(20) характеризует малую неоднородную трансляцию исходной структуры
из-за образования бризера. Второй член описывает слаболокализованные
колебания на фоне сдвинутой структуры. Они имеют вид «обрезанной»
стоячей малоамплитудной волны. Функция sn𝜒 удовлетворяет уравнению
Ламе:

[𝜕2
𝜒 + 𝑘2(1− 2 sn2𝜒) + 1] sn𝜒 = 0,

которое определяет активационную линейную моду с нулевым квазиим­
пульсом и частотой 𝜔 = 1/𝑘 на фоне геликоидальной структуры.

При 0.2𝐾 < 𝜌 < 𝐾 пульсации неподвижного бризера локализуются в
конечной области – в его ядре. Наличие бризера в одном из доменов при­
водит к его удлинению и вызывает продольные колебания прилегающих к
нему доменов и доменных стенок структуры. На рис. 6 сплошной, штри­
ховой и пунктирной линиями отмечены положения бризера в различные
моменты времени. В точках 𝜒 = −3𝜌, −3𝜌−2𝐾, 2𝐾−𝜌, 4𝐾−𝜌 . . . имеются
выделенные узлы, – в них колебания отсутствуют. Все четные (нечетные)
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доменные стенки колеблются в фазе по отношению друг к другу и в проти­
вофазе по отношению к нечетным (четным) стенкам. Амплитуда колебаний
экспоненциально спадает с ростом номера стенки. При 𝜌 → 𝐾 бризер на
рис. 6 делокализуется и превращается в нелинейную стоячую волну, при­
мыкающую к выделенному ядру шириной порядка периода структуры.

Рисунок 6 — Неподвижный бризер на фоне спиральной структуры. В асимпто­
тике при 𝜒 → ±∞ бризер выходит на фоновую структуру (19), изображенную

штрих-пунктиром. Цифры в кружочках нумеруют доменные стенки.

Строение и свойства движущегося бризера существенно зависят от со­
отношения его поступательной скорости 𝑉 и фазовой скорости 𝑉ph = 𝜔/𝑝
(𝑝 и 𝜔 – волновое число и частота пульсаций бризера). При 𝑉 > 𝑉ph

вызванные наличием бризера продольные деформации геликоидальной
структуры происходят медленнее изменений периодических пульсаций на­
магниченности в его ядре. Это проявляется в том, что к ядру периодически
добавляются вытянутые участки сильных квазистатических деформаций
структуры, которые возникают альтернативно: либо как «предвестники»,
либо как «хвосты» движущегося солитона. С дальнейшим ростом скоро­
сти 𝑉 бризер становится апериодичен, а его «предвестники» и «хвосты»
растягиваются до нескольких доменов структуры.

В разделе 4.4 решена задача о поглощении решеткой кинков (17)
мощности однородной накачки на стоячих спиновых волнах в решетке
при условии, что магнитное поле накачки ℎ = ℎ(𝑡) направлено вдоль
оси 𝑂𝑧 структуры. Установлено, что полоса частот внутренних колеба­
ний неподвижного бризера в геликоидальной структуре находится в щели
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дискретных спектра резонансных частот стоячих спиновых волн, что об­
легчает обнаружение бризера в структуре по поглощению СВЧ-мощности
на частоте его внутренних колебаний.

В разделе 4.5 выявлены возможные способы формирования соли­
тонов (движущихся кинков и неподвижных бризеров) в геликоидальной
структуре. В численном счете начальное возмущение структуры задава­
лось в виде протяженного участка со ступенькой Φ = const прямоугольной
формы. Определены значения высоты и ширины ступеньки, в пределах
которых формируется хорошо различимый неподвижный бризер. Пока­
зано, что при дополнительной закрутке части магнитной спирали на 4𝜋
ступенчатое распределение поля Φ шириной 0 < 𝑑 = ∆ < 4𝐾 порождает
два движущихся в противоположных направлениях кинка шириной ∆/2,
хиральность которых совпадает с хиральностью неподвижных кинков ге­
ликоидальной структуры.

В разделе 4.6 установлена возможность использования полученных
результатов для аналитического исследования солитонов электрической
поляризации в циклоидальной структуре мультиферроиков, которые
также описываются уравнением sine–Gordon. В мультиферроиках с
циклоидальной структурой посредством комбинации электрического и маг­
нитного полей можно создавать условия, благоприятные для наблюдения
солитонов, и эффективно управлять возможностями их генерирования.
В частности, удлинение домена вследствие наличия в нем ядра бризе­
ра можно обнаружить посредством фиксации локальных электрических
полей от стенок структуры.

В конце главы приведены основные результаты.
В Заключении приведены основные результаты работы.
В Приложении обсуждается техника работы с эллиптическими функ­

циями, используемыми в главах 1, 2 и 4 настоящей диссертации.

Основные результаты и выводы

1) Получены новые аналитические решения уравнения Ландау – Лиф­
шица для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось», которые
описывают солитоны, сильно связанные с периодической полосовой домен­
ной структурой. Для построения решений приспособлена модификация
метода обратной задачи рассеяния – процедура «одевания» частного ре­
шения вспомогательной линейной системы дифференциальных уравнений
с последующим решением задачи Римана теории функций комплексной
переменной. Успешно преодолены две основные трудности рассматривае­
мой задачи. Первая трудность – принципиальная – состояла в том, что
задача Римана формулируется не в комплексной плоскости спектраль­
ного параметра задачи рассеяния, как это было при интегрировании
уравнения Ландау – Лифшица на однородном фоне, а на двулистной
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римановой поверхности, возникновение которой обусловлено наличием пе­
риодического основного состояния – доменной структуры. Это препятствие
удалось преодолеть униформизацией спектрального параметра в терми­
нах двоякопериодических эллиптических функций Якоби с последующим
использованием теории эллиптических функций. Вторая трудность – тех­
ническая – была связана с тем, что матричные решения задачи Римана
являются не периодичными, а квазипериодичными: при сдвиге простран­
ственной координаты или переносе спектрального параметра задачи из
одного параллелограмма периодичности в другой они приобретают допол­
нительные множители блоховского типа. Эту проблему удалось решить
путем подбора комбинаций эллиптических функций, обеспечивающих вер­
ные трансформационные свойства решений.

2) Развитая техника интегрирования уравнения Ландау – Лифши­
ца для легкоосного ферромагнетика на нелинейном периодическом фоне
успешно использована для построения и анализа нелинейных коллектив­
ных возбуждений в более реалистичной модели двухосного ферромагнети­
ка на фоне периодической доменной структуры блоховского типа. В общем
случае, метод обратной задачи рассеяния сталкивается с существенными
затруднениями в применении к данной модели. Операторы вспомога­
тельной линейной системы сами аналитичны на римановой поверхности,
отличной от той, которая вызвана наличием доменной структуры. В ра­
ботах диссертации интегрирование модели проведено для выделенного
случая доменной структуры, риманова поверхность которой конгруэнтна
римановой поверхности операторов вспомогательной линейной системы.
Это позволило построить новые солитонные решения модели в терминах
хорошо изученных эллиптических функций.

3) Получены новые точные решения уравнения Ландау – Лиф­
шица для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая плоскость»,
которые описывают отражение солитонных возбуждений от границы фер­
ромагнетика при краевых условиях, отвечающих произвольной степени
закрепления спинов на границе. Для решения этой задачи использована
модификация метода обратной задачи рассеяния в совокупности с мето­
дом изображений, применяемым в электростатике. В контексте метода
изображений, поле намагниченности, заданное на полуоси (в полубеско­
нечном образце) четным образом продолжается на всю ось. Это ведет к
видоизменению схемы обратной задачи. Задача Римана приобретает новые
редукции, а число нулей задачи Римана удваивается. Это связано с тем, что
каждая группа нулей задачи Римана отвечает не только за действительный
солитон, присутствующий в образце, но и за фиктивный «солитон изобра­
жения», который с математической точки зрения расположен зеркально
симметрично по отношению к границе образца, но по другую сторону от
границы. Используемая схема позволила получить полное решение задачи
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и впервые провести аналитическое описание взаимодействия солитонов с
границей легкоплоскостного ферромагнетика.

4) Представлен полный анализ неподвижных и движущихся прецес­
сионных солитонов в полосовой доменной структуре легкоосного ферро­
магнетика. Движущиеся солитоны служат элементарными переносчиками
макроскопических трансляций структуры, которые могут быть зафикси­
рованы методами магнитооптики. Неподвижные солитоны делятся на два
типа. Оба они представляют обобщение солитонов на фоне однородно­
го основного состояния среды. Отличие первого неподвижного солитона
состоит в том, что фазы вращения намагниченности правее и левее его
центра различаются на 𝜋. Ядро солитона периодически меняет свой раз­
мер. Его колебания передаются соседним доменам, вызывая их синфазные
смещения. В центре второго неподвижного солитона намагниченность ни­
когда не достигает насыщения. Частота его прецессии конечна, а размер
ядра всегда удовлетворяет континуальному приближению. Эллиптичность
и неоднородность прецессии намагниченности в ядре солитона приводит к
колебаниям доменных стенок структуры. Несмотря на сложность решения,
характер таких колебаний удалось проанализировать детально. Вдали от
центра солитона имеются выделенные точки – узлы, в которых колебания
отсутствуют. Положения узлов найдены аналитически, соседние узлы по
обе стороны от центра отстоят друг от друга на полпериода структуры.
Части доменов, расположенные между соседними узлами, периодически
смещаются вдоль структуры, причем направления смещений соседних до­
менов противоположны друг другу. Возможность формирования такого
солитона в структуре подтверждена численным экспериментом.

5) Исследовано поведение солитонов в доменной структуре лег­
коосного ферромагнетика вблизи границ области их существования. В
областях неустойчивости структуры по линейному приближению солитоны
превращаются в протяженные модуляции структуры, которые движут­
ся с большой скоростью. Среди них найдено два выделенных случая,
когда модуляции структуры остаются неподвижны. В обоих случаях
солитоны вырождаются в апериодические слабо локализованные эллипти­
чески-полиномиальные возбуждения. Их поведение специфично. В первом
из них намагниченность на протяжении двух центральных доменов не
меняется со временем, однако, удаленные от центра доменные стенки с
четными номерами с течением времени сдвигаются по направлению к
центру возбуждения, а затем возвращаются в исходные положения. В
ядре второго возбуждения намагниченность меняется интенсивно: продоль­
ные смещения областей доменной структуры сопровождаются разворотом
намагниченности на 360 градусов в плоскости, перпендикулярной оси
анизотропии. Конец вектора намагниченности движется по сердцевидной
траектории с выколотой угловой точкой, которой соответствуют беско­
нечно удаленные моменты времени. Изменения намагниченности в ядре
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передаются прилегающим к нему областям структуры, которые притя­
гиваются к ядру, а затем отталкиваются обратно. Рассмотренные слабо
локализованные состояния служат аналогами «солитонов Перегрина» на
модуляционно неустойчивом фоне, которые наблюдаются в оптоволокне
экспериментально.

6) Представлен полный анализ неподвижных и движущихся прецесси­
онных солитонов в физически выделенной доменной структуре двухосного
ферромагнетика и сравнительный анализ солитонов двухосного ферромаг­
нетика с солитонами легкоосного ферромагнетика в доменной структуре,
а также двухосного ферромагнетика на фоне однородного основного со­
стояния среды. Показано, что наличие двухосной анизотропии слабо
сказывается на свойствах неподвижных солитонов: их строение и каче­
ственные особенности остаются теми же, что и в доменной структуре
легкоосного ферромагнетика. В обоих случаях наличие солитонов приво­
дит к макроскопическому сдвигу структуры, а допустимая ширина ядер
солитонов не превышает периода структуры. Установлены возможности
формирования в доменной структуре двухосного ферромагнетика внутри­
доменных солитонов, а также солитонных возбуждений, которые можно
трактовать как зародыши перемагничивания материала. Изучены осо­
бенности поведения солитонов вблизи границы спектра бесщелевых мод
доменной структуры. Тогда солитоны преобразуются в апериодические
протяженные модуляции структуры – аналоги «солитонов Перегрина».
В отличие от случая легкоосного ферромагнетика, такие модуляции,
хотя и имеют большую амплитуду, но сохраняют конечную скорость.
Рассмотрены два особых случая, когда модуляции структуры становят­
ся неподвижны. Установлено, что они отличаются от таковых в случае
легкоосного ферромагнетика траекторией, описываемой вектором намаг­
ниченности в их центрах и характером смещений прилегающих к центру
доменных стенок. Найдены спектральные разложения импульса и энергии
локализованных возбуждений доменной структуры двухосного ферро­
магнетика, учитывающие вклады солитонов и спиновых волн. Анализ
нелинейной динамики диспергирующих спиновых волн в доменной струк­
туре сведен к решению линейного интегрального уравнения.

7) Проведен детальный анализ взаимодействия солитонов с гра­
ницей полубесконечного ферромагнетика с анизотропией типа «легкая
плоскость». Показано, что солитоны в полубесконечном ферромагнети­
ке делятся на два типа: волны поворота намагниченности и солитоны,
имеющие собственную частоту пульсаций – бризеры. Оба типа соли­
тонов могут быть только движущимися, – наличие легкоплоскостной
анизотропии исключает формирование вблизи границы образца неподвиж­
ных солитонов. Вдали от границы образца солитоны (волны поворота и
бризеры) приобретают форму, характерную для локализованных возбуж­
дений неограниченной среды. Характер взаимодействия волн поворота
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с границей существенно определяется величиной эффективного поля
однонаправленной поверхностной анизотропии, определяющего степень
закрепления спинов на границе. В зависимости от соотношения величи­
ны поверхностного поля и физических параметров волны поворота, при
столкновении с границей образца распределение спинов в ней становится
блоховским, либо неелевским. При положительных значениях поля разво­
рот намагниченности в момент столкновения сопровождается частичным
перемагничиванием среды вблизи границы. Выявлена аналогия между от­
ражением волны поворота от границы легкоплоскостного ферромагнетика
в случаях слабого и сильного поверхностных полей и отражением света от
границы менее или более оптически плотной среды: а именно, в сильном по­
ле намагниченность в центре волны поворота приобретает дополнительный
разворот на 𝜋. Установлено, что при взаимодействии бризеров с границей
образца их ядра сильно деформируются, а в случае сильно закреплен­
ных спинов намагниченность вблизи границы за время взаимодействия
меняется на величину порядка намагниченности насыщения. Вычислены
интегралы движения, гарантирующие стабильность солитонов и выполне­
ние ими верных краевых условий при взаимодействии с границей образца.
Получено сингулярное интегральное уравнение для описания нелинейной
динамики спиновых волн в полубесконечном образце в отсутствие соли­
тонов.

8) Полученные явные решения модели Ландау – Лифшица для
полубесконечного легкоплоскостного ферромагнетика использованы для
аналитического описания нелинейных возбуждений в полубезграничном
хиральном ферромагнетике с легкоплоскостной анизотропией при краевых
условиях, соответствующих полному, либо частичному закреплению маг­
нитной спирали на границе поверхностным полем. Обе модели связаны
калибровочным преобразованием, что позволяет воспроизвести солитон­
ные решения одной модели, исходя из уже найденных солитонов другой
модели. Показано, что хиральные солитоны наследуют основные динами­
ческие свойства солитонов легкоплоскостного ферромагнетика. Формиро­
вание локализованных вблизи границы образца неподвижных хиральных
солитонов, как и в случае легкоплоскостного ферромагнетика, оказывает­
ся невозможным.

9) Представлен анализ комплекса из двух кинков, встроенных в одно­
мерную решетку доменных стенок (2𝜋-кинков) геликоидальной магнитной
структуры без центра инверсии в рамках модели sine–Gordon. Движущи­
еся кинки в структуре могут обладать произвольными направлениями
закрутки (хиральностями). Соотношение хиральностей кинков определяет
характер их взаимодействия при столкновении. В ходе анализа поочеред­
но описан каждый из 9-и возможных вариантов сочетания хиральностей
кинков основного состояния (решетки кинков) и движущихся кинков,
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добавленных в решетку. Исследованы возможности возбуждения двух кин­
ков в структуре из локализованного начального возмущения. Наиболее
пригодным для этой цели оказалось возмущение, полученное закруткой
части спирали на угол 4𝜋, кратный периоду спирали, и дополнительным
удлинением одного из ее доменов. Численное моделирование подтвердило,
что из полученного таким образом начального условия формируются два
движущихся в противоположных направлениях одинаковых кинка той же
хиральности, что и кинки структуры.

10) Исследованы строение и свойства движущегося бризера в ге­
ликоидальной структуре. Показано, что характер его взаимодействия со
структурой определяется соотношением скорости движения бризера как
целого и фазовой скорости пульсаций в его ядре. Когда поступательная
скорость движения бризера превышает фазовую, его ядро сохраняет фик­
сированный размер, в то время как полная ширина бризера периодически
меняется от размеров ядра до нескольких периодов структуры. В системе
отсчета, связанной с движущимся бризером, к его ядру периодически до­
бавляются вытянутые участки квазистатических деформаций структуры –
«хвосты» и «предвестники» движущегося солитона. Вблизи границ своей
области существования бризер превращается в апериодическую модуля­
цию структуры. При этом протяженность его «хвостов» и «предвестников»
неограниченно возрастает.

11) Детально исследованы строение и свойства неподвижного бризе­
ра в геликоидальной магнитной структуре. Наличие солитонов приводит
к макроскопическому сдвигу структуры. Ядро неподвижного бризера ото­
двигает от себя ближайшие к нему 2𝜋-кинки и колеблется в пределах
протяженного домена, ширина которого может достигать двух периодов
структуры. Колебания ядра бризера приводят к смещениям прилегающих
к нему доменных стенок вдоль оси магнитной спирали. Соседние доменные
стенки смещаются в противофазе по отношению друг к другу. Характер
этих смещений таков, что домены структуры оказываются поделены на
равные участки. На границах этих участков образуются узловые точки,
в которых колебания структуры отсутствуют. Положения узлов найдены
аналитически, расстояние между соседними узлами по обе стороны от яд­
ра бризера равно периоду структуры. Неподвижный бризер с указанным
строением получен численным моделированием. Для его формирования на­
магниченность в пределах одного из доменов была локально закручена на
постоянный угол, а сам домен был удлинен для учета макроскопического
сдвига структуры, сопутствующего образованию бризера.

12) Решена задача о поглощении мощности продольной внешней на­
качки на частотах стоячих спиновых волн в геликоидальной структуре при
наличии постоянного внешнего поля, перпендикулярного оси магнитной
спирали. Показано, что диапазон частот пульсаций неподвижных бризеров
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лежит в щели спектра стоячих спиновых волн, что облегчает его обнару­
жение в структуре.

Отметим, что ввиду универсальности модели sine–Gordon, резуль­
таты 9)-11) подходят для описания не только магнитных солитонов в
геликоидальной структуре, но и солитонов электрической поляризации в
циклоидальной структуре мультиферроиков.
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