
ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ
ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

«ЧЕЛЯБИНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ»

На правах рукописи

Мальцев Иван Валерьевич

МОНТЕ-КАРЛО МОДЕЛИРОВАНИЕ СВОЙСТВ 1D И
2D МАГНЕТИКОВ НА НЕМАГНИТНОЙ ПОДЛОЖКЕ

Специальность 1.3.8.
Физика конденсированного состояния

Диссертация на соискание учёной степени
кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:
доктор физ.-мат. наук, профессор

Бычков Игорь Валерьевич

Челябинск — 2024



2

Оглавление

Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Моделирование критических явлений в магнетиках . . 22
1.1 Численный эксперимент методом Монте-Карло . . . . . . . . . . 22

1.1.1 Классический метод Монте-Карло . . . . . . . . . . . . . . 22
1.1.2 Модель Изинга . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.1.3 XY-модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.1.4 Модель Гейзенберга . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.2 Изучение критических явлений методом Монте-Карло . . . . . . 28
1.2.1 Теория конечно-размерного масштабирования . . . . . . . 29
1.2.2 Погрешность метода Монте-Карло . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.3 Критическое замедление алгоритма Метрополиса . . . . . 35
1.2.4 Кластерные алгоритмы Монте-Карло . . . . . . . . . . . . 35

1.3 Модель Френкеля-Конторовой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Глава 2. Монте-Карло моделирование фазового перехода в
квазиодномерном мультиферроике на подложке . . . . . 41

2.1 Квазиодномерный мультиферроик Ca3CoMnO6 . . . . . . . . . . . 41
2.2 Монте-Карло модель квазиодномерного мультиферроика

Ca3CoMnO6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3 Результаты моделирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3.1 Моделирование без подложки . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.3.2 Моделирование с учётом влияния подложки . . . . . . . . 54

2.4 Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Глава 3. Фазовый переход и магнитоэлектрический эффект в
2D–ферромагнитной пленке на сегнетоэлектрической
подложке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.1 Магнитоэлектрический эффект в тонких ферромагнитных
плёнках на подложке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



3

Стр.

3.2 Монте–Карло модель 2D–ферромагнитной пленки на
сегнетоэлектрической подложке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2.1 Результаты моделирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.2.2 Теория среднего поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.3 Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Глава 4. Исследование влияния подложки на критическое
поведение двухмерного ферромагнетика . . . . . . . . . . 72

4.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.2 Компьютерный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.3 Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Глава 5. Влияние магнитного поля и температуры на
магнитную структуру 2D-магнетика на подложке . . . . 81

5.1 Магнитные скирмионы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.2 Монте-Карло модель кубического нецентросимметричного

2D-магнетика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.3 Учёт влияния подложки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.4 Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Благодарности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Публикации автора по теме диссертации . . . . . . . . . . . . . . . . 116



4

Введение

В настоящее время большой интерес у исследователей вызывают элек­
тронные и электродинамические свойства наноструктур и метаповерхностей на
основе одномерных (1D) и двумерных (2D) материалов. Это вызвано прибли­
жением к пределу своих возможностей электронных компонентов на основе
традиционных материалов, таких как кремний или германий. Постоянное
уменьшение размеров компонентов вплоть до нескольких нанометров приводит
к необходимости учитывать квантово-механические эффекты. Вместе с этим
достижение физического предела скорости распространения сигнала и рост
рассеиваемой мощности, обусловленный ростом скорости переключения, огра­
ничивает дальнейшее использование традиционных полупроводников.

Долгое время интерес к изучению 1D-материалов был обусловлен про­
стотой одномерной системы и стремлением на её основе лучше понять теорию
трехмерных фазовых переходов. В отличии от трёхмерных магнетиков, в ко­
торых критическое поведение наблюдается в узком температурном диапазоне
вблизи точки Кюри, в 1D-магнетиках возникает сильный близкодействующий
порядок при приближении к нулевой температуре. Это делает 1D-магнетики
интересными с точки зрения изучения критических явлений в широком диа­
пазоне температур [1]. Развитие технологий позволяет создавать различные
одномерные и квазиодномерные магнитные наноструктуры, которые могут при­
меняться, например, для поглощения микроволнового излучения [2].

Двумерные материалы обладают широким спектром электронных
свойств, начиная от диэлектрика - гексагонального нитрида бора (ℎ-BN),
полупроводников - черного фосфора и дихалькогенидов переходных метал­
лов, таких как дисульфид молибдена (MoS2) и диселенид вольфрама (WSe2),
до полуметаллического графена. Интерес представляет также тот факт, что
2D-материалы проявляют отличные от трехмерных кристаллов свойства. Са­
мый известный пример, он же первый полученный двумерный материал -
графен, который является полупроводником с запрещённой зоной нулевой
ширины, тогда как графит является полуметаллом с перекрытыми зонами [3].
Более того, изучение казалось бы понятных явлений, таких как сверхпрово­
димость или ферромагнетизм в 2D-материалах, где нет дальнего порядка,
вызывает множество вопросов.
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За последние годы многократно выросло число известных 2D-материалов,
а также гетероструктур, созданных на их основе путём соединения различ­
ных одноатомных слоёв слабым Ван-дер-Ваальсовым взаимодействием. Такие
гетероструктуры могут проявлять ещё больший спектр новых свойств, чем
одиночные 2D-слои [4—8]. Однако, несмотря на широкий спектр известных дву­
мерных материалов, первые 2D-магнетики были получены совсем недавно, в
2017 году [9; 10], хотя слоистые магнитные кристаллы были известны довольно
давно [11; 12]. Первыми полученными 2D-магнетиками стали CrI3 и Cr2Ge2Te6,
причем они хорошо описываются двумерной моделью Изинга и моделью Гейзен­
берга соответственно. При уменьшении числа слоёв Cr2Ge2Te6 уменьшается и
температура Кюри, монослой CrI3 сохраняет ферромагнитное (ФМ) упорядоче­
ние вплоть до 45 К, причем два монослоя CrI3 показывают антиферромагнитное
(АФМ) упорядочение, а три слоя вновь ФМ.

Размерность играет существенную роль в определении влияния тепловых
флуктуаций на критическое поведение многочастичных систем [13]. В трех­
мерной системе магнитный фазовый переход всегда может происходить при
конечной температуре, тогда как в 1D- случае дальнодействующий порядок
возможен только при 𝑇 = 0 [14]. Находясь между этими двумя крайностя­
ми, ситуация в 2D-системах более сложная. В этом случае наличие дальнего
магнитного порядка при любой конечной температуре зависит от числа 𝑛

соответствующих спиновых компонентов, обычно называемых спиновой размер­
ностью (рис. 1), и определяется физическими параметрами системы (например,
наличием магнитной анизотропии).

Существует теорема Мермина-Вагнера-Березинского (или теорема Мер­
мина-Вагнера-Хоэнберга) [15; 16], которая утверждает, что тепловые флуктуа­
ции разрушают дальний магнитный порядок в 2D-системах при любой конечной
температуре, когда размерность спина равна 3 (изотропная модель Гейзенбер­
га [17]). Непрерывная симметрия изотропной модели приводит к тому, что
спиновые волны могут быть легко возбуждены в любом направлении при любой
конечной температуре, что отрицательно сказывается на магнитном порядке.
Напротив, точное решение 2D-модели Изинга [18] показывает, что фазовый пе­
реход в магнитоупорядоченную фазу происходит при 𝑇𝐶 > 0 (при 𝑛 = 1). В
этом случае анизотропия системы благоприятствует определенной спиновой со­
ставляющей. В спектре спиновых волн появляется щель, подавляя тем самым
эффект тепловых флуктуаций.
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Рисунок 1 — Роль размерности спина на формирование магнитного порядка [13]

Для 2D-магнетиков (𝑛 = 2), удобно описываемых XY моделью, нет
обычного перехода к дальнодействующему порядку, хотя восприимчивость рас­
ходится ниже конечной температуры. В работах [19; 20] показано, что это
расхождение связано с наступлением топологического порядка, характеризую­
щегося затуханием спиновых корреляций и наличием связанных пар вихревых
и антивихревых расположений спинов. Таким образом, ниже температуры Ко­
стерлица—Таулеса 𝑇𝐾𝑇 устанавливается квазидлиннодействующий магнитный
порядок, и существование параметра конечного порядка лишь незначительно
уменьшается с размером системы.

Конкуренция различных типов спин-спиновых взаимодействий в 2D-маг­
нетиках может стать причиной возникновения нетривиальных магнитных
структур, таких как магнитные скирмионы. Скирмионами называют квази­
частицы, которые характеризуются некоторым целым топологическим числом,
остающимся неизменным при непрерывной деформации поля. Такие квази­
частицы топологически защищены и обладают высокой стабильностью.

Топологическая защищенность магнитных скирмионов является их важ­
нейшим свойством при рассмотрении возможности их практического приме­
нения в устройствах спинтроники. Устройства спинтроники в отличии от
полупроводников используют в качестве носителя информации не только за­
ряд электрона, но и его спин [21; 22].

Пожалуй наиболее перспективной концепцией устройства, использующе­
го магнитные скирмионы для хранения информация, является трековая память
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[23—27]. Эти устройство представляет собой магнитные ленты-треки нанометро­
вого масштаба, разделённая на ячейки, в которых скирмионы, располагаясь в
определённым порядке, кодируют двоичную информацию: наличие скирмиона
в ячейке соответствует единице, а его отсутствие - нулю. Создание и удаление
скирмионов в ячейках осуществляется посредством локальной инжекции спин­
поляризованного тока в ФМ слой. Предполагается, что устройства трековой
памяти будут более быстродействующими и обладать более плотной записью,
чем HDD- и SSD-устройства. Помимо устройств хранения информации были
предложены различные концепции реализации логических устройств, которые
позволяют реализовать булеву алгебру, используя скирмионы [26; 28—31].

Топологическая устойчивость скирмионов является основным, но не
единственным их достоинством. Кроме того, управлять скирмионами можно
посредством спин-поляризованного тока очень малой плотности [32; 33], что
положительно отражается на энергопотреблении устройств. Способы получе­
ния одиночных скирмионов нанометрового масштаба исследовались в работах
[32—39], формирование скирмионных кристаллов [40—43], движение скирмио­
нов индуцируемое спин-поляризованным током [32; 34; 35; 44], а также способы
детектирования [45; 46] и удаления [47] скирмионов.

На корреляционные свойства большинства 2D-материалов существенное
влияние оказывает подложка [48]. Влияние подложки становится значитель­
ным и при формировании тонких плёнок на немагнитной подложке. Различие
кристаллических структур подложки и плёнки может приводить к изменению
геометрической структуры плёнки, что может сказываться на термодинами­
ческих и магнитных свойствах плёнки [49]. В частности, в системе может
наблюдаться смещение точки Кюри. В работе [50] показано, что магнитные
свойства плёнки магнитного оксида сильно зависят от состояния сегнетоэлек­
трической (СЭ) подложки. Регулируя параметры сегнетоэлектрика, авторы
демонстрируют фазовый переход из ФМ в парамагнитную фазу. Авторы ра­
боты [51] исследуют систему, состоящую из тонкой ФМ плёнки Li1−𝑥Sr𝑥MnO3

(𝑥 = 0.5 и 0.3), нанесённой на СЭ подложку BaTiO3. В этой системе изменение
намагниченности происходит во внешнем электрическом поле и сопровожда­
ется деформациями системы. ФМ плёнка BiFeO3, нанесённая на подложку
LaAlO3, исследована в статье [52]. Деформации плёнки вызваны управляемым
фазовым переходом в подложке. В результате изменяется намагниченность и
коэрцитивная сила плёнки. В работе [53] исследованы тонкие плёнки LaCoO3 и
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LaCo0.7Ni0.3O3 на монокристаллической подложке LaAlO3, нанесённые методом
импульсного лазерного осаждения. Управление состоянием подложки позволя­
ет повышать намагниченность плёнок и сохранять их ФМ состояние вплоть до
комнатных температур. В статье [54] проведён эксперимент по управлению на­
магниченностью тонких плёнок 𝛾-Fe50Mn50, выращенных на GaAs с помощью
деформаций растяжения. Деформации вызваны различием в тепловом расши­
рении плёнки и подложки.

Влияние подложки может быть описано с помощью некого эффектив­
ного периодического поля, которое вносит свой вклад в энергию двумерной
системы. Это эффективное поле может быть представлено в виде потенциала
Френкеля-Конторовой (ФК) [55; 56]. Потенциал подложки влияет на равновес­
ное расположение атомов двумерного материала, что сказывается на общей
геометрии системы. На геометрию системы существенно влияет и коэффици­
ент покрытия, т.е. отношение числа атомов к числу минимумов потенциала. А
если эти атомы обладают магнитным моментом, то потенциал подложки мо­
жет привести, через изменение взаимного расположения спинов, к изменению
температуры магнитного фазового перехода.

Наряду с потенциалом подложки, влияние на магнитные свойства и
температуру магнитных фазовых переходов может оказывать и внешнее элек­
трическое поле. В работе [57] показано, что в двухслойном CrI3 возможно
полностью обратимое электрическое управление намагниченностью. Появление
макроскопической намагниченности под действием электрического поля, а так­
же возникновение электрической поляризации под действием магнитного поля
называется магнитоэлектрическим (МЭ) эффектом.

МЭ эффект позволяет управлять намагниченностью с помощью внешнего
электрического поля, что в свою очередь позволяет управлять проводимостью
системы за счет эффекта гигантского магнитосопротивления. Гигантский МЭ
эффект обычно наблюдается в системах, состоящих из тонкой ФМ пленки, раз­
мещенной на сегнетоэлектрической подложке. МЭ эффект в таких системах
может проявляться в возможности контролируемых переключений намагничен­
ности за счет влияния магнитоупругой составляющей на энергию магнитной
анизотропии. Ещё одним проявлением МЭ эффекта служит смещение темпера­
туры Кюри в ФМ пленках под влиянием подложки. Во внешнем электрическом
поле происходит деформация СЭ подложки. Атомы подложки взаимодействуют
с атомами пленки, в результате чего ФМ пленка также начинает деформи­
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роваться, что приводит к смещению температуры Кюри вследствие эффекта
магнитострикции. Если поддерживается постоянная температура, то электри­
ческое поле смещает положение системы на фазовой диаграмме относительно
точки фазового перехода, что приводит к изменению намагниченности.

Изменение намагниченности тонкой плёнки под влиянием подложки
наблюдается экспериментально для различных материалов. Ультратонкие пла­
тиновые плёнки на СЭ подложке BaTiO3 значительно меняют значение
магнитного момента вслед за деформацией подложки под воздействием внеш­
него электрического поля [58]. МЭ эффект также был обнаружен для пленки
никеля на такой же подложке [59]. Изменения в структуре магнитных доменов
наблюдалось и для плёнок Pt/Co/Ta на различных СЭ подложках при помощи
дифракции и отражении рентгеновских лучей [60]. Большая величина МЭ эф­
фекта была отмечена для тонких плёнок CoFe2O3/Pb(Zr0.52Ti0.48)O3/LaNiO3 на
подложке Pt/Ti/SiO2/Si с совместным существованием СЭ и ФМ фаз [61]. Ис­
следование изменения магнитного момента в пленке Ni80Co20 на подложке Pb
(Mg, Nb) O3-PbTiO3 под влиянием внешнего электрического поля выполнено
в работе [62]. В этой работе показано, что изменение намагниченности явля­
ется следствием деформаций подложки. Большой МЭ эффект 560 мВсм−1Э−1

наблюдается в гетероструктуре Pb(Zr0.52Ti0.48)O3/LaNiO3/Ni [63]. LaNiO3 слу­
жит буферным слоем. Достаточно большой магнитоэлектрический эффект (82
мВсм−1Э−1) демонстрируют тонкие пленки Ba0.9Ca0.1TiO3/CoFe2O4 на подлож­
ках Pt/Ti/SiO2/Si [64]. ФМ пленки La0.7Ca0.3MnO3 на сегнетоэлектрической
подложке BaTiO3 демонстрируют снижение температуры Кюри как при рас­
тяжении, так и при сжатии [65].

Теоретические исследования МЭ эффекта преимущественно сосредото­
чены на конкретных веществах. Влияние подложки на магнитные свойства
тонких пленок BaCoF4 исследовалось на основе микроскопической модели для
подложек Al2O3 и MgO [66]. Температура фазового перехода и намагниченность
уменьшаются вместе со сжатием подложки и увеличиваются при её растяжении.
Модифицированная модель Ландау использовалась для исследования флукту­
аций намагниченности в двумерных пленках RMnO3 (R = Tb, Lu и Y) на СЭ
подложке [67].

Кроме МЭ эффекта, возникающего под воздействием внешних полей,
существует и спонтанный МЭ эффект в однофазных кристаллах, в которых
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наблюдается сосуществование двух типов упорядочения: магнитного и электри­
ческого. Такие кристаллы называют сегнетомагнетиками.

МЭ эффект в кристаллах обусловлен влиянием внешних воздействий на
энергию обменных и спин-орбитальных взаимодействий в кристаллах, связы­
вающих пространственное движение электронов и взаимную ориентацию их
магнитных моментов [68].

Помимо спонтанного упорядочения магнитного момента и электрической
поляризации, в кристаллах может существовать также спонтанное упорядоче­
ние деформации и тороидного момента. В 1969 году японский ученый Кет­
заро Аизу назвал такие кристаллы «ферроиками» (ferroelectrics, ferromagnets,
ferroelastics) [69]. А в 1993г Шмидом термин был введён мультиферроик [70]
для обозначения среды, в которой присутствуют одновременно хотя бы два ви­
да упорядочения. Однако практически во всех работах, использующих термин
мультиферроики, речь идёт о сегнетомагнетиках. На рисунке 2 представлено
отношение мультиферроиков и сегнетомагнетиков.

Рисунок 2 — Отношение между материалами мультиферроиками и сегнетомаг­
нетиками [71].

Ферромагнетики (сегнетоэлектрики) образуют подмножество магнитно
(электрически) поляризуемых материалов, таких как парамагнетики и антифер­
ромагнетики (параэлектрики и антисегнетоэлектрики). Пересечение (красная
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штриховка на рисунке 2) представляет материалы мультиферроики. Магнито­
электрическая связь (синяя штриховка на рисунке 2) - это независимое явление,
которое может возникать в любом из материалов, которые являются как маг­
нитно, так и электрически поляризуемыми. На практике он может возникать
во всех таких материалах либо непосредственно, либо через деформацию.

По способу возникновения мультиферроидного состояния можно вы­
делить 3 основные группы мультиферроиков: однофазные мультиферроики,
представленные, главным образом, сложными оксидами; композиты различной
связности; наносегнетоэлектрические материалы, в которых возникновение маг­
нетизма связано с поверхностными эффектами.

По структурным признакам мультиферроики можно разделить на на­
сколько основных типов [72]:

1. Соединения со структурой типа перовскита ABO3. Сегнетоэлектриче­
скому упорядочению благоприятствует наличие в подрешетке A ионов
с неподеленной парой 6𝑠-электронов, а в подрешетке B - ионов пере­
ходных элементов с оболочкой благородного газа после удаления 𝑠- и
𝑑-электронов. Для удовлетворения условий, необходимых для возник­
новения сегнетомагнетизма, в октаэдрические позиции были введены
ионы, одни из которых были сегнетоактивными, другие - магнитными
[73].
Наиболее изученным и перспективным мультиферроиком-перовскитом
является феррит висмута BiFeO3, соединениям на основе которого
посвящено около трети всех работ по исследованию свойств мульти­
ферроиков [74]. Он обладает высокими температурами электрического
и магнитного упорядочений, простой кристаллической структурой и
большим разнообразием свойств (в нем реализуются практически все
типы МЭ взаимодействий).

2. Гексагональные редкоземельные манганиты с общей формулой RMnO3,
где R - редкоземельный металл (Y, Ho, Er, Tu, Yb, Lu, Sc, In). Гексаго­
нальная структура в этих соединениях возникает вследствие малости
ионных радиусов редкоземельных ионов и наличии ковалентных свя­
зей Mn-O. В отличие от перовскитов их кристаллическая структура
несимметрична.
Гексагональные манганиты принадлежат к классу сегнетомагнетиков, в
которых температура перехода в ферроэлектрическое состояние 𝑇𝐶 ∼
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600 − 900 K намного выше температуры АФМ упорядочения 𝑇𝑁 ∼
70 − 130 K [72].
Орторомбические манганиты RMn2O5 (R- редкоземельные ионы от Pr
до Lu, Y или Bi) являются магнитоэлектриками, обладающими одно­
временно АФМ и ферроэлектрическим дальним порядком с близкими
температурами Нееля и Кюри 𝑇𝑁 , 𝑇𝐶 ∼ 30 − 40 K [75]. Существен­
ным отличием орторомбических манганатов от манганитов RMnO3

является разная валентность ионов марганца. Конкуренция обменных
взаимодействий Mn3+-Mn3+, Mn4+-Mn4+ и Mn3+-Mn4+ приводит к на­
личию близких энергетических состояний и разнообразным фазовым
переходам между ними, сопровождаемым изменениями электрической
поляризации [76].

3. Редкоземельные бораты с общей химической формулой RM3(BO3)4, где
R - редкоземельный элемент, M - ион металла (в случае M=Fe соедине­
ния называют ферроборатами, M=Al, Cr соответственно, алюмобора­
тами и хромоборатами). При высоких температурах кристаллизуются
в тригональную структуру хантита CaMn3(CO3)4.
Ионы металла M окружены шестью ионами кислорода O, которые фор­
мируют слегка искаженный октаэдр. Каждый из октаэдров имеет два
общих ребра с соседними по оси 𝑐 октаэдрами, формируя, таким обра­
зом, геликоидальную (винтовую) цепочку вдоль оси 𝑐. Редкоземельный
элемент R заключен в немного скрученную призму с треугольным ос­
нованием, сформированную шестью ионами кислорода, которые также
принадлежат трем геликоидальным цепочкам. Кроме того, геликои­
дальные цепочки связаны друг с другом посредством бор-кислородных
треугольников BO3.
В ферроборатах RFe3(BO3)4 присутствует две магнитные подсистемы:
подсистема ионов железа и редкоземельных ионов. Первая является
квазиодномерной и антиферромагнитно упорядочивается при тем­
пературе Нееля 𝑇𝑁=30-40К. Несмотря на то, что цепочки железа
формируют квазиодномерную структуру, в редкоземельных ферробо­
ратах реализуется трехмерный АФМ порядок. В ферроборате иттрия,
где Y3+ - немагнитный ион, ниже температуры Нееля (𝑇𝑁=38 К) маг­
нитные моменты железа упорядочиваются антиферромагнитно вдоль
оси третьего порядка и ферромагнитно в плоскости 𝑎𝑏 [77], то
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есть реализуется легкоплоскостная анизотропия. Магнитная структура
ферробората иттрия YFe3(BO3)4 изображена на рисунке 3. Кристалли­
ческая структура ферроборатов такова, что обменное взаимодействие
между ионами железа доминирует над обменом в редкоземельной под­
системе.

Рисунок 3 — Структура магнитных подсистем YFe3(BO3)4. Спины железа обо­
значены красными стрелками, геликоидальные цепочки взаимодействия Fe-Fe
обозначены голубыми линиями. Атомы Y обозначены чёрными сферами [77].

В соединениях с большим ионным радиусом (R=La, Ce, Pr, Nd, Sm)
тригональная структура остается неизменной вплоть до самых низких
температур, в то время как у соединений с меньшим ионным радиусом
(R=Eu, Gd, Tb, Dy, Ho, Er) имеет место структурный фазовый переход,
температура которого возрастает с уменьшением ионного радиуса.

4. Орторомбические соединения BaMF4 (M=Mn, Fe, Co, Ni, Zn, Mg). В
этой базоцентрированной ромбической структуре катион металла M
окружён шестью ионами фтора, образуя октаэдрическую ячейку. Че­
тыре из шести ионов фтора являются общими с соседними октаэдрами,
тем самым образуя плоскость, перпендикулярную к ромбической оси 𝑏.
Эти плоскости разделены между собой катионами Ba. Схематически
структура BaMnF4 показана на рисунке 4. Структура поляризована
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вдоль оси 𝑐 и сегнетоэлектрическое переключение было выявлено для
M=Co, Ni, Zn, Mg, но не для M=Mn и Fe [78]. Диэлектрическая
проницаемость росла с температурой, что характерно для сегнетоэлек­
трического фазового перехода, но все кристаллы таяли до того, как
произойдёт переход в параэлектрическую фазу. Температура плавле­
ния составляет 720-965 ∘С, температура фазового перехода, полученная
экстраполяцией температурной зависимости диэлектрической постоян­
ной с помощью закона Кюри-Вейса, варьируется от 810 до 1320 ∘С [79].

Рисунок 4 — Структура BaMnF4: вдоль оси 𝑐 (вверху) и вдоль оси 𝑎 (внизу)
[80].

Вдобавок к искривлению поляризации, в соединениях с M=Mn, Fe, Co,
Ni проявляется АФМ упорядочение при температурах ниже T𝑁 ≈ 20-80
K [81].
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Соединения BaMF4 не содержат ионов, который обычно связаны с
появлением сегнетоэлектричества, таких как катионы с пустыми элек­
тронными 𝑑-оболочками или несвязные активные катионы (например,
Bi3+, Pb2+). Возникновение сегнетоэлектричества в этих соединения
связано с замораживанием одиночных нестабильных поляризованных
мод фононов, которые включают в себя вращательное движение фторо­
вых октаэдров и смещение катионов Ba [82]. Нестабильность вызвана
исключительно размерными эффектами и геометрическим строением,
переноса заряда между анионами и катионами нет.

В современной литературе чаще используют классификацию Хомского
[83]. Она делит мультиферроики на 2 типа по видам микроскопического ме­
ханизма, определяющего их свойства. К I типу относятся мультиферроики, в
которых сегнетоэлектричество и магнетизм имеют разную природу и мало за­
висят друг от друга. В таких материалах как правило сегнетоэлектрические
свойства появляются при более высоких температурах, нежели магнетизм, а
спонтанная поляризация довольно высока (10 - 100 мкКл/см2). Эти материа­
лы были открыты первыми, они более многочисленны и являются хорошими
сегнетоэлектриками, а температуры магнитного и сегнетоэлектрического фа­
зовых переходов могут быть выше комнатных. Однако взаимодействие между
магнитной и электрической подсистемах в них обычно крайне слабое.

Ко II типу мультиферроиков относятся материалы, в которых сегнето­
электричество возникает под действием магнетизма. Такие материалы были
открыты гораздо позже [84; 85]. Взаимодействие между подсистемами гораздо
сильнее, чем у мультиферроиках I типа, однако поляризация в таких мате­
риалах намного меньше (∼ 10−2 мкКл/см2). Мультиферроики II типа можно
поделить на 2 группы: со спиральной (TbMnO3, Ni3V2O6, MnWO4) и с колли­
неарной магнитной структурой (Ca3CoMnO6).

Однако практическое применение однофазных сегнетомагнетиков затруд­
няется небольшой величиной МЭ эффекта (до 20 мВ/(см·Э)), а также низкой
температурой, при которой наблюдается этот эффект в виду низких темпера­
тур Нееля и Кюри.

Термодинамическое рассмотрение ограничивает эффективность МЭ вза­
имодействия соотношением [86]:

𝛼2
𝑖𝑗 < 𝜀𝑖𝑗𝜇𝑖𝑗 (1)
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Таким образом, появление большого МЭ эффекта возможно только в ве­
ществах с большими величинами 𝜀𝑖𝑗 и 𝜇𝑖𝑗, то есть в композитах на основе
ферромагнетиков и сегнетоэлектриков.

Как было описано выше, немагнитная подложка может существенно вли­
ять на магнитные свойства и критическое поведение ФМ плёнки. Однако
большинство исследований в данной сфере сосредоточены на конкретных мате­
риалах. Общий же подход к описанию подобных явлений является недостаточно
разработанным, что обосновывает актуальность темы диссертационной рабо­
ты.

Целью данной работы является выявление закономерностей влияния
немагнитной подложки, внешних магнитных и электрических полей на магнит­
ные свойства 1D и 2D-магнетиков.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:
1. Разработка программ для ЭВМ, с помощью которых можно проводить

исследование влияния немагнитной подложки в виде периодического
потенциала Френкеля-Конторовой на свойства 1D и 2D-магнетиков.

2. Изучение свойств 1D-мультиферроика, таких как электрическая поля­
ризация и температура магнитного фазового перехода под влиянием
подложки.

3. Изучение влияния внешнего электрического поля на структуру и свой­
ства 2D-магнетика на сегнетоэлектрической подложке вблизи фазового
перехода.

4. Изучение влияния параметров системы, таких как коэффициент по­
крытия (отношение числа атомов магнетика к числу минимумов
потенциала подложки) и амплитуды потенциала на температуру маг­
нитного фазового перехода и критические индексы 2D-магнетика на
немагнитной подложке.

5. Исследование влияния температуры, внешнего магнитного поля и
немагнитной подложки на свойства 2D-магнетика со скирмионной
структурой.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Температурные зависимости поляризации 1D-мультиферроика во внеш­

нем магнитном поле с учётом потенциала подложки. Введение пери­
одического потенциала подложки разрушает магнитную структуру,
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уменьшает поляризацию 1D-мультиферроика и сдвигает температуру
магнитного фазового перехода.

2. Зависимости намагниченности и температуры фазового перехода от
внешнего электрического поля. Деформация подложки под воздействи­
ем внешнего электрического поля приводит к уменьшению температу­
ры Кюри. При слабых полях полученные зависимости имеют линейный
вид, что соответствует аналитическим выражениям согласно теории
среднего поля. Нелинейный характер зависимостей намагниченности и
температуры фазового перехода в сильных полях связан с возникнове­
нием неоднородных деформаций в 2D-магнетике.

3. Зависимости температуры фазового перехода и критических индек­
сов от периода потенциала подложки для двумерной модели Изинга.
Если отличие периода потенциала подложки от межатомного расстоя­
ния в магнетике не превышает 5%, зависимость температуры фазового
перехода имеет линейный характер и совпадает с аналитическим вы­
ражением для коэффициента покрытия равного единице. В случае
превышения периода потенциала межатомного расстояния в магнетике
более чем на 5% происходит перестройка кристаллической структуры
магнетика, сопровождающаяся резким скачком температуры фазового
перехода и критических индексов.

4. Температурные зависимости параметра порядка скирмионной
2D-структуры с учётом потенциала подложки. Потенциал подложки
приводит к снижению температуры разрушения скирмионной струк­
туры. Внешнее магнитное поле нарушает периодичность магнитной
структуры, в результате чего образуются одиночные скирмионы.

Научная новизна:
1. Впервые получены температурные зависимости поляризации 1D-муль­

тиферроика при различных параметрах потенциала Френкеля-Конто­
ровой.

2. Впервые получена зависимость смещения температуры фазового пе­
рехода в 2D-магнетике на СЭ подложке под действием внешнего
электрического поля, и проведено её сравнение с аналитическим вы­
ражением, полученным с помощью теории среднего поля.
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3. Впервые получены зависимости температуры Кюри и критических
индексов 2D-магнетика от параметров периодического потенциала под­
ложки, и проведено сравнение полученных зависимостей с выражением
для температуры фазового перехода в линейном приближении.

4. Впервые проведена оценка влияния немагнитной подложки и внешнего
магнитного поля на скирмионную структуру 2D-магнетика.

Практическая значимость. Полученные результаты являются новыми
и вносят вклад в понимание особенностей влияния подложки на магнит­
ные свойства 1D и 2D-материалов, что может быть применено при создании
низкоразмерных материалов для устройств спинтроники, стрейнтроники и
магноники. Полученные зависимости температуры фазового перехода и кри­
тических индексов 2D-магнетика от параметров потенциала подложки могут
быть полезными при изготовлении двумерных материалов, сохраняющих спон­
танную намагниченность при более высоких температурах.

Достоверность полученных результатов обеспечивается использовани­
ем известных приближений теории магнетизма, теории упругости, ясным
физическим объяснением полученных результатов. Численные эксперименты
проводились при помощи хорошо апробированного метода Монте-Карло с ис­
пользованием алгоритма Метрополиса и алгоритма Вольфа. Корректность
полученных результатов проверена сравнением с ранее известными выводами
и экспериментальными результатами.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались
и обсуждались на следующих научных конференциях:

– VIII International Euro-Asian Symposium «Trends in MAGnetism»
(EASTMAG-2022) (Kazan, Russia, 2022),

– Дни калорики в Королёве: функциональные материалы и их приложе­
ния (Королёв, Россия, 2022),

– Дни калорики в Дагестане: функциональные материалы и их приложе­
ния (Дербент, Россия, 2023),

– Фазовые переходы, критические и нелинейные явления в конденсиро­
ванных средах (Махачкала, Россия, 2023),

– XXIII Всероссийская школа-семинар по проблемам физики конденсиро­
ванного состояния вещества (СПФКС-23) (Екатеринбург, Россия, 2023)
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Диссертационная работа выполнена при поддержки грантов РФФИ
20-07-00053, 20-37-70038, РНФ 20-19-00745, 22-19-00355; Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации в рамках выполнения государ­
ственного задания №075-00992-21-00.

Личный вклад. Автор принимал участие в постановке задач, анализе и
интерпретации полученных результатов, формулировке основных выводов. Раз­
работка теоретических моделей, аналитические и численные расчёты проводи­
лись совместно с соавторами И.В. Бычковым, С.В. Белимом, Д.А. Кузьминым.
Написание программ для численного моделирования выполнено автором лично.
Автор принимал участие в подготовке результатов исследований к публикации
и их представлении на научных конференциях, причем вклад диссертанта был
определяющим.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 10 печатных изданиях, 1 из которых издано в журнале, рекомендован­
ном ВАК, 4 — в журналах, индексируемых Web of Science и Scopus, 5 —
в сборниках трудов конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 5 глав
и заключения. Полный объём диссертации составляет 117 страниц, включая
37 рисунков и 2 таблицы. Список литературы содержит 204 наименований.

Основное содержание работы.
Во введении представлен обзор имеющихся на сегодняшний день экспери­

ментальных и теоретических работ в области исследования 1D и 2D-материалов
во внешних полях и тонких ФМ плёнок на немагнитной подложке, а также обзор
литературы по исследуемым эффектам, приведено обоснование актуальности
темы диссертационной работы, сформулированы цели и задачи исследования,
положения, выносимые на защиту, отмечена научная новизна и практическая
значимость исследования, кратко изложена структура и содержание работы.
Кроме того, приведены сведения о публикациях и апробации работы.

В первой главе рассмотрены используемые методы и теории, с помощью
которых проведено диссертационное исследование. Рассмотрены классические
и кластерные методы Монте-Карло применительно к наиболее популярным
моделям магнетиков (модель Изинга, XY и Гейзенберга). Описано исследова­
ние критических явлений методом Монте-Карло, теория конечно-размерного
масштабирования, учитывающая эффекты конечных размеров системы. Дана



20

оценка погрешности метода Монте-Карло. В главе дано описание модели Френ­
келя-Конторовой, которая применялась для моделирования влияния подложки
на свойства 1D и 2D-магнетиков.

Вторая глава посвящена исследованию поведения дипольной подсисте­
мы в одномерном мультиферроике на подложке. При Монте-Карло моделирова­
нии была использована модель Изинга для цепочки спинов с конкурирующими
взаимодействиями ближайших и следующих соседей (1D ANNNI модель). Дано
описание модельного квазиодномерного мультиферроика Ca3CoMnO6, а также
краткий обзор литературы по исследованию данного вещества и соединений на
его основе. Было подтверждено предположение о том, что сегнетоэлектричество
в кристалле Ca3CoMnO6 обусловлено формированием спиновой структуры��.

Было показано влияние периодического потенциала подложки на мак­
симальные значения поляризации и температуру фазового перехода. Были
получены температурные зависимости намагниченности, поляризации во внеш­
нем магнитном поле без потенциала подложки и с его присутствием.

Во третьей главе исследовано поведение 2D ФМ плёнки на СЭ подложке
с периодической структурой под влиянием электрического поля. Моделирова­
ние поведения плёнки проведено с помощью метода Монте-Карло и кластерного
алгоритма Вольфа. Влияние СЭ подложки на ФМ плёнку моделировалось
введением периодического потенциала Френкеля-Конторовой. Внешнее элек­
трическое поле приводит к деформации СЭ подложки, что в свою очередь
приводит к изменению периода потенциала подложки. Моделирование показа­
ло, что деформация подложки приводит к уменьшению температуры фазового
перехода в ФМ плёнке. Кроме того, получен вид зависимости намагниченно­
сти от внешнего электрического поля при небольших деформациях подложки
с помощью теории среднего поля.

В четвёртой главе исследовано влияние подложки на температуру маг­
нитного фазового перехода в 2D-магнетике. Магнетик был представлен в виде
модели Изинга с квадратной решёткой, влияние подложки моделировалось при
помощи двумерного периодического потенциала Френкеля-Конторовой.

Получено выражения для смещения температуры фазового перехода для
модели Изинга в линейном приближении. Для коэффициента покрытия не
равному 1 был проведен компьютерный эксперимент. Получена зависимость
температуры Кюри и критических индексов от периода потенциала подложки
для различной амплитуды потенциала. Если период потенциала подложки отли­
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чается от межатомного расстояния в 2D-магнетике более чем на 5%, происходит
существенное изменение намагниченности и критических индексов магнетика
из-за перестройки кристаллической структуры.

В пятой главе приведено исследование влияния температуры, внешнего
магнитного поля и периодического ФК-потенциала на 2D-магнетик со скирми­
онной структурой. В ходе исследования была использована трехмерная модель
Гейзенберга на квадратной решётке. Скирмионная структура обеспечивалась
наличием взаимодействия Дзялошинского-Мория и анизотропии в энергии
системы. Варьируя параметры анизотропии и внешнего магнитного поля бы­
ли выявлены 3 скирмионные фазы. Показано, что разрушение скирмионной
структуры в каждой из этих фазах происходит при различных значениях тем­
пературы.

Введение в энергию системы периодического потенциала, моделирующего
влияние подложки на магнетик, оказало влияние на процесс формирования
магнитного порядка в определенном температурном диапазоне.

В заключении представлены основные результаты, полученные в дис­
сертационной работе.
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Глава 1. Моделирование критических явлений в магнетиках

1.1 Численный эксперимент методом Монте-Карло

Метод Монте-Карло (МК) – общее название группы численных методов
решения математических задач при помощи моделирования случайных величин
и статистической оценки их характеристик [87], которые в свою очередь должны
совпадать с аналогичными величинами решаемой задачи [88]. Отсюда и произо­
шло название метода, т.к. город Монте-Карло известен своим казино, ибо одним
из простейших приборов для генерации случайных чисел служит рулетка.

Поскольку существующие теории [89] не могут адекватно описать фазо­
вые переходы в реальных системах и вблизи точки перехода не работают, а
точные решения получены для очень ограниченного числа моделей, описываю­
щих фазовый переход второго рода [90], большинство результатов исследований
в области теории фазовых переходов и критических явлений были получены на
основе численных методов.

Большую популярность среди численных методов в настоящее время
приобрели методы Монте-Карло. Появление метода Монте-Карло обусловле­
но опубликованием статьи Метрополиса и Улама «Метод Монте-Карло» [91] в
1949г. Широкое применение этот метод получил после того, как Метрополис и
другие [92] применили его к каноническому ансамблю для расчета состояния
двумерной модели – системы твёрдых дисков. Вуд и другие распространили
этот метод на трёхмерные системы с гладким межчастичным потенциалом Лен­
нарда-Джонса [93]. Сегодня различные вариации МК метода применяются для
решения самых разных задач в химии, биологии, физики, социологии, эконо­
мики и т.д.

1.1.1 Классический метод Монте-Карло

Типичное применение метода МК в статистической физике заключается
в вычислении средних значений макроскопических величин для систем, га­
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мильтониан которых предполагается известным. Погрешность вычислений, как
правило, пропорциональна 𝑁−1/2, где 𝑁 – число МК испытаний, которое кон­
тролируется в рамках самого метода.

В методе МК исследуемая система совершает случайные блуждания
по конфигурационному пространству. Любая равновесная термодинамическая
характеристика системы может быть получена путем усреднения по кано­
ническому конфигурационному ансамблю. А последовательность различных
конфигураций, получаемых в ходе реализации метода, можно рассматривать
как временную эволюцию системы. В общем случае, применение методов МК к
ансамблю, находящемуся в произвольном состоянии, приводит к релаксации
ансамбля в состояние термодинамического равновесия. Такая динамическая
интерпретация процесса очень важна для исследования времени релаксации
систем и параметров, зависящих от времени. Далее рассмотрим стандартный
метод МК для канонического ансамбля при исследовании критических явлений.
При изложении использованы работы [88; 92; 93].

Рассмотрим систему из 𝑁 частиц, находящуюся в объеме 𝑉 при постоян­
ной температуре 𝑇 . Каждая частица описывается множеством динамических
переменных {𝑎𝑖}, где 𝑖 – индекс частицы. Обозначим через x = x({𝑎𝑖}) точ­
ку фазового пространства или конфигурацию системы. Взаимодействие между
частицами описывается гамильтонианом 𝐻(x). Тогда термодинамическое усред­
нение любой наблюдаемой величины 𝐴(x) определяется как:

⟨𝐴(x)⟩ =
1

𝑍

∫︁
𝑑x𝐴(x)𝑒

− 𝐻(x)
𝑘𝐵𝑇 , (1.1)

𝑍 =

∫︁
𝑑x𝑒

− 𝐻(x)
𝑘𝐵𝑇

где 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана. Интеграл берется по всему фазовому простран­
ству. Если множество {𝑎𝑖} принимает дискретные значения, то среднее 𝐴(x)

можно представить как:

⟨𝐴(x)⟩ =

∑︀
𝑛

𝐴(x𝑛)𝑒
− 𝐻(x𝑛)

𝑘𝐵𝑇

∑︀
𝑛

𝑒
− 𝐻(x𝑛)

𝑘𝐵𝑇

(1.2)

При вычислении интеграла (1.1) в многомерном случае можно применить
метод простой выборки, случайным образом выбирая точки x𝑛 фазового про­
странства. Однако подынтегральное выражение 𝑒

− 𝐻(x𝑛)
𝑘𝐵𝑇 может изменяться на
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несколько порядков и многие конфигурации оказываются маловероятными и
вносят малый вклад. Использование метода существенной выборки приводит
к уменьшению статистической погрешности без увеличения числа конфигура­
ций [94]. Этот метод, предложенный Метрополисом и др., предполагает выбор
состояний x𝑛 согласно некоторой плотности вероятности 𝑃 (x𝑛). Тогда термоди­
намическое усреднение величины A:

𝐴(x) =

𝑀∑︀
𝑖=1

𝐴(x𝑖)/𝑃 (x𝑖)𝑒
− 𝐻(x𝑖)

𝑘𝐵𝑇

𝑀∑︀
𝑖=1

𝑒
− 𝐻(x𝑛)

𝑘𝐵𝑇 /𝑃 (x𝑖)

(1.3)

где 𝑀 – общее число состояний, выработанных в МК процессе. Самым про­
стым и наиболее естественным выбором 𝑃 (x𝑛) служит зависимость 𝑃 (x𝑛) =

𝑃𝑒𝑞(x𝑛) ∼ 𝑒
− 𝐻(x𝑖)

𝑘𝐵𝑇 , тогда больцмановский множитель сокращается и (1.3) сводит­
ся к простому арифметическому усреднению:

𝐴(x) =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑖=1

𝐴(x𝑖) (1.4)

Но в реальных случаях нам не известно точное выражение для равновесной
функции распределения 𝑃 (x𝑛). Однако можно организовать случайное блуж­
дание x𝑣 в фазовом пространстве с помощью марковского процесса так, чтобы
𝑃 (x𝑣) сходилась к 𝑃𝑒𝑞(x𝑣). Каждое состояние x𝑣′ конструируется из преды­
дущего x𝑣 с помощью соответствующей вероятности перехода 𝑊 (x𝑣 → x𝑣′).
Вероятность перехода 𝑊 можно выбрать такой, что при 𝑀 → ∞ функция
распределения состояний стремится к равновесному распределению:

𝑃𝑒𝑞(x𝑣) =
𝑒

− 𝐻(x𝑣)
𝑘𝐵𝑇∑︀

𝑣
𝑒

− 𝐻(x𝑣)
𝑘𝐵𝑇

(1.5)

Достаточным условием для достижения этого распределения является вы­
полнения принципа детального равновесия:

𝑃𝑒𝑞(x𝑣)𝑊 (x𝑣 → x𝑣′) = 𝑃𝑒𝑞(x𝑣′)𝑊 (x𝑣′ → x𝑣) (1.6)

Уравнение (1.6) означает, что отношение вероятностей прямого (x𝑣 → x𝑣′)

и обратного (x𝑣′ → x𝑣) переходов зависит только от разности энергий этих со­
стояний 𝛿𝐻 = 𝐻(x𝑣′) − 𝐻(x𝑣) :

𝑊 (x𝑣 → x𝑣′)

𝑊 (x𝑣′ → x𝑣)
= 𝑒

− 𝛿𝐻
𝑘𝐵𝑇 (1.7)
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На практике, в качестве функции 𝑊 , чаще всего используют 2 функции:

𝑊 (x𝑣 → x𝑣′) =

⎧⎨⎩1
𝜁𝑒

− 𝛿𝐻
𝑘𝐵𝑇 , 𝛿𝐻 > 0

1
𝜁 , 𝛿𝐻 6 0

, (1.8)

или в виде функции Глаубера:

𝑊 (x𝑣 → x𝑣′) =
1

2𝜁

(︂
1 − 𝑡ℎ

(︂
𝛿𝐻

2𝑘𝐵𝑇

)︂)︂
=

1

𝜁

𝑒
− 𝛿𝐻

𝑘𝐵𝑇

1 + 𝑒
− 𝛿𝐻

𝑘𝐵𝑇

, (1.9)

где 𝜁 – произвольный параметр, который может быть выбран, например, рав­
ным единице. 𝜁 также можно выбрать в качестве «временного МК-шага», тогда
𝑊 будет играть роль вероятности перехода в единицу времени. При реализа­
ции метода МК выбор последовательных конфигураций 𝑣 и 𝑣′ сильно зависит
от используемой модели. Для моделей с дискретными степенями свободы пе­
реход в новую конфигурацию означает выбор одного из возможных состояний
для одной из переменных.

Далее рассмотрим применение метода МК для исследования наиболее по­
пулярных классических моделей Изинга, XY и Гейзенберга.

1.1.2 Модель Изинга

Модель Изинга является наиболее простой и универсальной моделью маг­
нетиков при изучении критических явлений в решеточных системах. Несмотря
на это, до сих пор точные решения имеют только одномерные и двумерные слу­
чаи [90]. В модели Изинга спины расположены на 𝑑-мерной решетке. Значения
спинов могут принимать лишь 2 значения: 1 или -1, которые соответствуют
двум возможным ориентациям спинов. Гамильтониан модели Изинга при нали­
чии внешнего магнитного поля выглядит следующим образом:

𝐻 = −𝐽
𝑁∑︁

<𝑖,𝑗>

𝑆𝑖𝑆𝑗 − ℎ
𝑁∑︁
𝑖

𝑆𝑖, (1.10)

где 𝑆𝑖 = ±1, 𝐽 – параметр обменного взаимодействия между спинами (при
𝐽 > 0 взаимодействие носит ферромагнитный характер, при 𝐽 < 0 – антиферро­
магнитный), ℎ – внешнее магнитное поле в единицах магнетона Бора 𝜇𝐵. < 𝑖,𝑗 >

означает, что сумма берется по всем ближайшим соседним парам спинов.
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Последовательность конфигураций 𝑣 и 𝑣′ осуществляется путём переворо­
та отдельных спинов (𝑆𝑖′ = −𝑆𝑖). Выбор спина для переворота осуществляется
последовательно, либо случайным образом. Один шаг Монте-Карло означает,
что выполнялась попытка перевернуть каждый из спинов в системе. Если при
перевороте спина разность энергий нового состояния и старого 𝛿𝐻 6 0, необ­
ходимо принять вероятность перехода равным единице, т.е. 𝑊 (𝑆𝑖 → 𝑆𝑖′) = 1.
Однако нужно разрешить также переходы с положительной разностью энер­
гий 𝛿𝐻 > 0. Таким образом, вероятность переворота спина выбираем равной
(1.8) или (1.9).

Модель Изинга может быть легко усовершенствована путём учета взаимо­
действия между следующими за ближайшими спинами [95; 96], анизотропии
и т.д.

1.1.3 XY-модель

Трехмерная классическая XY-модель описывает широкий класс сильно
анизотропных магнитных систем (с анизотропией типа «легкая плоскость»), а
также сверхтекучесть гелия He4 и высокотемпературные проводники [94]. Га­
мильтониан трехмерной XY-модели выглядит так:

𝐻 = −𝐽
𝑁∑︁

<𝑖,𝑗>

S𝑖S𝑗 − ℎ
𝑁∑︁
𝑖

S𝑖, (1.11)

где S𝑖 – плоский единичный вектор в узле 𝑖. Как и в модели Изинга, < 𝑖,𝑗 >

означает, что сумма берется по всем ближайшим соседним парам спинов, 𝐽 –
параметр обменного взаимодействия между спинами.

XY-модель является частным случаем общих решеточных моделей с
𝑛-компонентным параметром порядка, где 𝑛 = 2, и является одной из простей­
ших моделей с непрерывной симметрией. Трехмерная XY-модель при 𝐽 > 0
описывает фазовый переход второго рода в ферромагнитное состояние ниже 𝑇𝐶

- температуры Кюри. При рассмотрении двумерной XY-модели задается плос­
кая решетка, содержащая 𝑁 = 𝐿2 узлов. При переходе к угловым переменным
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гамильтониан принимает вид:

𝐻 = −𝐽
𝑁∑︁

<𝑖,𝑗>

cos(𝜑𝑖 − 𝜑𝑗) − ℎ
𝑁∑︁
𝑖

cos 𝜑𝑖, (1.12)

где 𝜑𝑖 – фаза 𝑖-го спина, которая отсчитывается от произвольной вертикальной
оси в плоскости решетки против часовой стрелки.

В моделях с непрерывной симметрией, таких как XY-модель или класси­
ческая модель Гейзенберга, конфигурационное пространство 𝜑𝑣 представляет
собой совокупность ориентаций единичных векторов. Поэтому последователь­
ность конфигураций 𝑣 и 𝑣′ осуществляется путём выбора нового направления
вектора: 𝜑 = 2𝜋𝜉, где 𝜉 – случайное число, равномерно распределенное в интер­
вале (0, 1). Однако часто целесообразно новое направление вектора выбирать не
полностью случайным образом, а в интервале вблизи предыдущего значения:

𝜑𝑣′ = 𝜑𝑣 + Δ𝜑(2𝜉 − 1),

Δ𝜑 выбирается так, чтобы средняя скорость перехода была оптимальной.
В случае, когда необходимо выбирать точки в фазовом пространстве

в соответствии с определенной закономерностью 𝑉 (𝜑𝑣), конструируется алго­
ритм, который генерирует 𝜑𝑣′ пропорционально распределению вероятности
𝑃 (𝜑𝑣) ∼ 𝑒

𝑉 (𝜑𝑣)
𝑘𝐵𝑇 .

1.1.4 Модель Гейзенберга

Модель Гейзенберга одна из наиболее изучаемых моделей статистиче­
ской физики. В течение многих лет эта модель в различных размерностях
интенсивно исследуется, используя различные методы, в том числе и методы
Монте-Карло.

Гамильтониан модели Гейзенберга с взаимодействием между ближайшими
соседями можно представить в виде [97]:

𝐻 = −1

2
𝐽
∑︁
𝑖,𝑗

𝑆𝑥
𝑖 𝑆𝑥

𝑗 + 𝑆𝑦
𝑖 𝑆𝑦

𝑗 + 𝑆𝑧
𝑖 𝑆𝑧

𝑗 , (1.13)

где 𝐽 – параметр обменного взаимодействия между спинами, S𝑖 – трёхкомпо­
нентный единичный вектор S𝑖 = (𝑆𝑥

𝑖 ,𝑆𝑦
𝑖 ,𝑆𝑧

𝑖 ) в узле 𝑖.
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При переходе к угловым переменным последовательность конфигураций
𝑣 и 𝑣′ осуществляется путём выбора нового направления вектора:

cos 𝜃 = 2𝜉1 − 1, 𝜑 = 2𝜋𝜉2,

где 0 6 𝜃 < 𝜋, 0 6 𝜑 < 2𝜋, 𝜃 и 𝜑 – угловые компоненты вектора S𝑖, 𝜉1 и 𝜉2 –
случайные числа, равномерно распределенное в интервале (0, 1).

Для модели Гейзенберга один МК-шаг Марковкой цепи заключается в
попытке переворота закрепленного в узле решетки спина на произвольный угол.

1.2 Изучение критических явлений методом Монте-Карло

Для описания поведения термодинамических характеристик вблизи точки
фазового перехода вводятся критические индексы. Предполагается, что поведе­
ние термодинамических параметров вблизи 𝑇𝐶 имеет степенной вид с дробными
показателями [90]. Определяя критический индекс для теплоёмкости обычно
утверждают, что вблизи 𝑇𝐶 теплоёмкость при ℎ = 0 расходится, таким образом:

𝐶(0,𝑇 ) ∼ 𝑡−𝛼, 𝑡 → 0+,

𝐶(0,𝑇 ) ∼ (−𝑡)−𝛼′
, 𝑡 → 0−,

(1.14)

где 𝑡 = (𝑇 − 𝑇𝐶)/𝑇𝐶 .
Критический индекс корреляционной длины обозначается как 𝜈. Кор­

реляционная длина 𝜉 является функцией ℎ и 𝑇 , и предполагается, что она
стремиться к бесконечности при приближении к 𝑇𝐶 .

𝜉(0,𝑇 ) ∼ 𝑡−𝜈, 𝑡 → 0+,

𝜉(0,𝑇 ) ∼ (−𝑡)−𝜈′
, 𝑡 → 0−,

(1.15)

Критические индексы для спонтанной намагниченности, намагниченности
и восприимчивости обозначаются как 𝛽, 𝛿 и 𝛾, соответственно. Выражения для
них:

𝑚0(𝑇 ) ∼ 𝑡−𝛽, 𝑡 → 0−,

𝑚(ℎ,𝑇𝐶) ∼ ℎ1/𝛿, ℎ → 0

𝜒(0,𝑇 ) ∼ 𝑡−𝛾, 𝑡 → 0+,

𝜒(0,𝑇 ) ∼ (−𝑡)−𝛾′
, 𝑡 → 0−,

(1.16)
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Совокупный набор критических индексов связан с понятием класса
универсальности критического поведения различных систем. Системы при­
надлежат к одному классу универсальности, если они имеют совпадающие в
пределах погрешности наборы критических индексов. В этом случае они демон­
стрируют одинаковое критическое поведение вблизи точки фазового перехода.

1.2.1 Теория конечно-размерного масштабирования

При изучении фазовых переходов в магнитных системах предполага­
ется рассмотрение систем бесконечных размеров. Однако при практическом
Монте-Карло моделировании приходится иметь дело с решётками конечных
размеров. А для имитации бесконечных размеров вводят периодические гра­
ничные условия (ГУ), при которых следующими элементами за последними
считаются первые в исследуемой решётке. В этой связи возникают так на­
зываемые «эффекты конечных размеров системы», говорящие об отличии
результатов, полученных для решёток разных размеров. Основоположниками
теории конечно-размерного скейлинга (гипотеза подобия) стали Фердинанд, Фи­
шер, Барбер и Биндер [98—103]. Согласно этой теории, для системы достаточно
больших размеров 𝐿 с периодическими граничными условиями свободную энер­
гию при температуре 𝑇 , близкой к критической 𝑇𝐶 (для бесконечной системы),
можно записать как:

𝐹 (𝐿,𝑇 ) = 𝐿−𝑑𝐹0(𝐿
1/𝜈𝑡), (1.17)

где 𝑑 – размерность системы, 𝜈 – критический индекс бесконечной системы.
Скейлинговое выражение для параметра порядка, восприимчивости и теп­

лоемкости запишутся как [104; 105]:

𝑚 = 𝐿−𝛽/𝜈𝑚0(𝑡𝐿
1/𝜈), (1.18)

𝜒𝑇 = 𝐿−𝛾/𝜈𝜒0(𝑡𝐿
1/𝜈), (1.19)

𝐶 = 𝐿−𝛼/𝜈𝐶0(𝑡𝐿
1/𝜈), (1.20)

где 𝛼, 𝛽 и 𝛾 – критические индексы для системы бесконечных размеров.
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Смещение критической температуры конечной системы 𝑇𝐶(𝐿), которая
обычно определяется по пику теплоёмкости, будет зависеть от 𝐿 как:

𝛿𝑇𝐶 = [1 − 𝑇𝐶(𝐿)/𝑇𝐶(∞)] ≈ 𝛼𝐿−1/𝜈. (1.21)

Гипотеза подобия предсказывает следующую связь критических индек­
сов [89]:

𝛾 = 𝛾′ = 𝛽(𝛿 − 1), (1.22)

𝛼 + 2𝛽 + 𝛾′ = 2, (1.23)

𝜈 = 𝜈 ′, (2 − 𝜂)𝜈 = 𝛾, (1.24)

𝑑𝜈 = 2 − 𝛼, (1.25)

Последнее соотношение включает размерность 𝑑 и имеет название «гипер­
скейлинговое» соотношение. Оно справедливо при 𝑑 6 4, при 𝑑 > 4 требуется
несколько измененное соотношение [106; 107]. Если мы знаем два независимых
индекса, то остальные мы можем получить из этой системы уравнений.

Соотношения, полученные в рамках гипотезы подобия, находят под­
тверждения при рассмотрении точно решаемых моделей [90]. Справедливость
теории конечно-размерного скейлинга также подтверждена в работах по чис­
ленному МК моделированию 2D и 3D моделей Изинга [104; 105; 108; 109].

Для определения температуры фазового перехода 𝑇𝐶 в реальном компью­
терном эксперименте с системами конечных размеров зачастую используют
метод кумулянтов Биндера. Данный метод заключается в вычислении куму­
лянтов четвертого порядка для различных размеров 𝐿 [101]:

𝑈𝐿 = 1 − ⟨𝑠4⟩𝐿
⟨𝑠2⟩2

𝐿

, (1.26)

где в качестве параметра порядка 𝑠 берется намагниченность 𝑚. При доста­
точно больших размеров системы (𝐿 ≫ 𝜉) для 𝑇 > 𝑇𝐶 𝑈𝐿 стремится к нулю
как 𝑈𝐿 ∝ 𝐿−𝑑, а для 𝑇 < 𝑇𝐶 𝑈𝐿 стремиться к 𝑈∞ = 2/3. После построения
зависимостей 𝑈𝐿(𝑇 ) для разных 𝐿 температуру 𝑇𝐶 получают из общей точки
пересечения кривых 𝑈𝐿.

Следует отметить, что если для кумулянта Биндера вместо параметра
порядка 𝑠 подставить внутреннюю энергию 𝐸 получится величина 𝑉𝐿:

𝑉𝐿 = 1 − ⟨𝐸4⟩𝐿
⟨𝐸2⟩2

𝐿

, (1.27)
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которая имеет минимальное значение при 𝑇𝐶(𝐿) в случает фазового перехода
первого рода [110; 111]. В то время как для фазового перехода второго рода
данная величина будет стремиться к значению 2/3 при 𝐿 → ∞ даже при 𝑇𝐶 .

1.2.2 Погрешность метода Монте-Карло

Надежность результатов, получаемых методом Монте-Карло, зависит от
точности самого метода и от того, насколько исследуемая модель соответствует
реальной системе: правильно ли описано взаимодействие частиц друг с другом,
влияние внешних потенциалов и т.д. При анализе точности метода Монте-Карло
следует различать статистическую погрешность, обусловленную конечностью
числа испытаний, и систематическую погрешность, обусловленную конечно­
стью числа частиц в моделируемой системе, качеством генератора случайных
чисел, периодическими граничными условиями и приближениями при подсчете
термодинамических характеристик системы [112].

Систематическая погрешность метода Монте-Карло обусловлена не ма­
лым числом частиц, а тем, что при конкретной реализации из-за периодических
граничных условий подавляется некоторая часть флуктуаций, возможных в
реальной системе, а также вносятся нефизические корреляции на больших рас­
стояниях. Поэтому при анализе погрешности реализации следует учитывать
следующие факторы [112]:

1. в каноническом ансамбле число частиц фиксируется и исключается
возможность флуктуации частиц в объеме. Можно показать, что по­
грешность в вычислении термодинамических величин, связанная с
фиксацией числа частиц 𝑁 имеет порядок 𝑙𝑛𝑁/𝑁

2. при подсчёте энергии взаимодействия методом ближайшего образа не
учитывается взаимодействия на расстояниях, больших ±𝐿 по каждой
оси

3. периодические ГУ вносят в систему нефизические корреляции на боль­
ших расстояниях

Использование теории конечно-размерного скейлинга вблизи 𝑇𝐶 (когда
радиус корреляции становится сравнимым с линейными размерами системы)
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существенно уменьшает систематические ошибки, связанные с конечностью раз­
меров исследуемых систем.

Невозможность достичь бесконечно большого количества испытанию, или
другими словами – бесконечного времени наблюдения, является одним из ос­
новных ограничений для применения методов Монте-Карло. Здесь решающее
значение играет оценка статистических ошибок наблюдаемых величин.

Предположим, мы провели 𝑀 (𝑀 ≫ 1) последовательных наблюдений
величины 𝐴. Предположим также, что эти испытания были статистически неза­
висимы. Статистическая погрешность 𝛿𝐴 для величины 𝐴 из формулы (1.4)
может быть представлена в виде [113]:

𝛿𝐴2 =
[⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2]

𝑀
=

1

𝑀

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝐴(x𝑖) − ⟨𝐴⟩)2

𝑀
(1.28)

Среднеквадратичная статистическая погрешность будет равна (переобо­
значим 𝐴(𝑥𝑖) ≡ 𝐴𝑖) [114]:

⟨(𝛿𝐴)2⟩ =

⟨[︃
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 − ⟨𝐴⟩)

]︃2⟩

=
1

𝑀 2

𝑀∑︁
𝑖=1

⟨(𝐴𝑖 − ⟨𝐴⟩)2⟩ +
2

𝑀 2

𝑀∑︁
𝑖1=1

𝑀∑︁
𝑖2=𝑖1+1

(⟨𝐴𝑖1𝐴𝑖2⟩ − ⟨𝐴⟩2)

(1.29)

Заменим индекс суммирования 𝑖2 на 𝑖2 + 𝑖 получим:

⟨(𝛿𝐴)2⟩ =
1

𝑀
[⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2]

{︃
1 + 2

𝑀∑︁
𝑖=1

(︂
1 − 𝑖

𝑀

)︂
𝜑

(𝑖)
𝐴

}︃
, (1.30)

где 𝜑
(𝑖)
𝐴 – это автокорреляционная функция

𝜑
(𝑖)
𝐴 =

⟨𝐴𝑖1𝐴𝑖1+𝑖⟩ − ⟨𝐴⟩2

⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2
. (1.31)

Этот вывод можно связать с временем 𝑡𝑖 = 𝛿𝑡 ∼ 𝑖, где 𝛿𝑡 есть вре­
менной интервал между двух Монте-Карло наблюдений 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1. Логично
взять 𝛿𝑡 = 1/𝑁 , т.е. время одного МК шага (при каждой попытке перевернуть
один спин согласно алгоритму Метрополиса), однако при больших 𝑁 последо­
вательные конфигурации будут сильно коррелировать друг с другом, т.к. будут
отличаться лишь ориентацией одного спина. Таким образом, разумнее выбрать
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𝛿𝑡 = 1 в соответствии с «временем» одного МК шага на спин. Более того, воз­
ле критической температуры 𝑇𝐶 более эффективным будет уменьшение числа
наблюдений, к примеру 𝛿𝑡 = 10 [115]. Выполнив замену 𝜑

(𝑖)
𝐴 на 𝜑𝐴(𝑡), а также

отметив инвариантность относительно начала временного отсчета, получим

𝜑𝐴(𝑡) =
⟨𝐴(0)𝐴(𝑡) − ⟨𝐴⟩2⟩

⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2
. (1.32)

Теперь перейдем от дискретного 𝑡 к непрерывному, т.е. заменим сум­
мирование в формуле (1.30) на интегрирование и введем время наблюдения
𝜏𝑀 = 𝑀𝛿𝑡,

⟨(𝛿𝐴)2⟩ =
1

𝑀
[⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2]

⎧⎨⎩1 + 2

𝜏𝑀∫︁
0

𝑑𝑡

𝛿𝑡

(︂
1 − 𝑡

𝜏𝑀

)︂
𝜑𝐴(𝑡)

⎫⎬⎭ , (1.33)

Определим время корреляции как

𝜏𝐴 =

∞∫︁
0

𝜑𝐴(𝑡)𝑑𝑡 (1.34)

и принимая, что 𝜏𝑀 ≫ 𝜏𝐴 перепишем выражение (1.33)

⟨(𝛿𝐴)2⟩ =
1

𝑀
[⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2]

(︁
1 + 2

𝜏𝐴
𝛿𝑡

)︁
. (1.35)

Если 𝜏𝐴 расходится возле критической точки, а 𝛿𝑡 остается порядка еди­
ницы, то 𝜏𝐴/𝛿𝑡 ≫ 1 и последняя формула будет иметь вид:

⟨(𝛿𝐴)2⟩ = 2
𝜏𝐴
𝜏𝑀

[⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2]. (1.36)

Полученное выражение говорит о том, что статистическая погрешность
не зависит от выбора временного интервала 𝛿𝑡, а зависит только от количества
статистически независимых наблюдений 𝑛 = 𝜏𝑀/(2𝜏𝐴). Несмотря на то, что для
данного 𝜏𝑀 выбор малого значения 𝛿𝑡 приведет к увеличению числа наблюде­
ний, это не приведет к уменьшению статистической погрешности. Важно лишь
отношение времени релаксации 𝜏𝑀 и времени наблюдения 𝜏𝐴.

Ещё одним важным аспектом при оценке статистической погрешности яв­
ляется вопрос о том, как они связаны с размером исследуемой системы [115].
Если мы запишем выражения для внутренней энергии и намагниченности, мы
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увидим, что среднеквадратичная статистическая ошибка будет обратно пропор­
циональна размеру системы 𝑁 = 𝐿𝑑,

⟨(𝛿𝐸)2⟩ = 2
𝜏𝐸
𝜏𝑀

𝑘𝐵𝑇 2𝐶

𝐿𝑑
, ⟨(𝛿𝑚)2⟩ = 2

𝜏𝑚
𝜏𝑀

[︀
⟨𝑚2⟩ − ⟨𝑚⟩2

]︀
= 2

𝜏𝑚
𝜏𝑀

𝑘𝐵𝑇 2𝜒

𝐿𝑑
. (1.37)

Соотношение, при котором среднеквадратичная погрешность обратно
пропорциональна размеру системы называется «cильным самоусреднением»
и оно справедливо вдали от 𝑇𝐶 , вблизи 𝑇𝐶 оно заменяется на «слабое са­
моусреднение». Поскольку возле 𝑇𝐶 для конечноразмерной системы 𝜒 и 𝐶

масштабируются по степеням 𝐿 (для 𝑑 6 4 𝜒(𝑇 = 𝑇𝐶) ∝ 𝐿𝛾/𝜈,𝐶(𝑇 = 𝑇𝐶) ∝
𝐿𝛼/𝜈), получаем

⟨(𝛿𝑚)2⟩ ∝ 1

𝑛
𝐿

𝛾
𝜈 −𝑑, ⟨(𝛿𝐸)2⟩ ∝ 1

𝑛
𝐿

𝛼
𝜈 −𝑑, 𝑇 = 𝑇𝐶 . (1.38)

Однако, ситуация меняется если мы будем рассматривать погрешность
величин, полученных из флуктуационных соотношений, таких как сами 𝜒 и
𝐶. Теперь в выражении (1.36) величина 𝐴 заменяется на 𝐿𝑑(𝛿𝑚)2 или 𝐿𝑑(𝛿𝐸)2

соответственно, где 𝛿𝑚 = 𝑚 − ⟨𝑚⟩ и 𝛿𝐸 = 𝐸 − ⟨𝐸⟩. Отсюда

(𝑘𝐵𝑇Δ𝜒)2 =
1

𝑛
𝐿2𝑑[⟨(𝛿𝑚)4⟩ − ⟨(𝛿𝑚)2⟩2], (𝑘𝐵𝑇Δ𝐶)2 =

1

𝑛
𝐿2𝑑[⟨(𝛿𝐸)4⟩ − ⟨(𝛿𝐸)2⟩2].

(1.39)
Учитывая, что вдали от 𝑇𝐶 и 𝛿𝑚 и 𝛿𝐸 имеют нормальное распределение

при больших 𝐿, с помощью выражений ⟨(𝛿𝑚)4⟩ = 3⟨(𝛿𝑚)2⟩2,⟨(𝛿𝐸)4⟩ = 3⟨(𝛿𝐸)2⟩2

можем получить

√︀
(𝑘𝐵𝑇Δ𝜒)2 =

√︂
2

𝑛
𝐿𝑑⟨(𝛿𝑚)2⟩ =

√︂
2

𝑛
𝑘𝐵𝑇𝜒, т.е.

√︀
(Δ𝜒)2/𝜒 =

√︀
2/𝑛. (1.40)

√︀
(𝑘𝐵𝑇Δ𝐶)2 =

√︂
2

𝑛
𝐿𝑑⟨(𝛿𝐸)2⟩ =

√︂
2

𝑛
𝑘𝐵𝑇𝐶, т.е.

√︀
(Δ𝐶)2/𝐶 =

√︀
2/𝑛. (1.41)

Отсюда мы видим, что относительная погрешность для величин, по­
лученных из флуктуационных соотношений не уменьшается полностью с
увеличением 𝐿, она выходит незначительной только когда число независимых
состояний 𝑛 становится большим. Такое соотношение называется «плохим са­
моусреднением» [115].
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1.2.3 Критическое замедление алгоритма Метрополиса

Как отмечалось выше, при увеличении размера исследуемой системы, по­
следовательные состояния конфигурации системы сильно коррелируют между
собой, что заставляет увеличивать время между последовательными наблю­
дениями, участвующими в усреднении термодинамических величин. Время
релаксации вблизи критической точки расходится по степенному закону:

𝜏 ∝
⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑇

𝑇𝐶

⃒⃒⃒⃒−𝜈𝑧

(1.42)

Такое поведение называют «критическим замедлением». Время релакса­
ции также демонстрирует эффекты конечных размеров системы и в случае,
когда размеры системы сравнимы с длинной корреляции, начинается процесс
округления, и максимальное время релаксации [88]:

𝜏𝑚𝑎𝑥 ∝ 𝐿𝑧, 𝑇 = 𝑇𝐶 (1.43)

Для алгоритма Метрополиса динамический критический показатель 𝑧 ≈ 2

и почти не зависит от размерности задачи. Для двумерной модели Изинга 𝜈 = 1

и расходимость времени релаксации имеет квадратичный характер [116] Это
сильно снижает эффективность алгоритма Метрополиса вблизи критической
точки, т.к. требует значительного увеличения вычислительных мощностей.

Для преодоления проблемы критического замедления предложен ряд алго­
ритмов. Среди них многосеточные алгоритмы (multigrid Monte Carlo) [117—122]
оверрелаксационные (overrelaxation) алгоритмы [123—126], алгоритмы, исполь­
зующие метод ренорм-групп [127—130] кластерные алгоритмы [131—134], реп­
личные алгоритмы (Replica Monte Carlo Method) [135; 136].

1.2.4 Кластерные алгоритмы Монте-Карло

Главным отличием кластерных алгоритмов от стандартного алгоритма
Метрополиса заключается в том, что в ходе моделирования переворачиваются
не отдельные спины, а целые кластеры однонаправленных соседних спинов.
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Таким образом, внутри кластера конфигурация спинов сохраняется и изме­
нения энергии происходит только по периметру кластера. Это приводит к
тому, что последовательные конфигурации находятся намного дальше друг от
друга в конфигурационном пространстве, чем при стандартном алгоритме Мет­
рополиса. Тем самым обеспечивается меньшая корреляция последовательных
состояний.

Основанием при рассмотрении кластерного алгоритма является функция
распределения в представлении Фортуина-Кастелеяна [137]:

𝑍 =
∑︁
{𝑆𝑖}

𝑒𝑥𝑝

⎛⎝𝐾
∑︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑆𝑖𝑆𝑗

⎞⎠ =
∑︁
{𝑆𝑖}

∏︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑒𝐾 [(1 − 𝑝) + 𝑝𝛿𝑆𝑖𝑆𝑗
] (1.44)

или, если учесть что 𝑆𝑖𝑆𝑗 может принимать значения 1 либо -1, получаем:

𝑍 =
∑︁
{𝑆𝑖}

∑︁
{𝑛𝑖𝑗}

∏︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑒𝐾 [(1 − 𝑝)𝛿𝑛𝑖𝑗 ,0 + 𝑝𝛿𝑆𝑖𝑆𝑗
𝛿𝑛𝑖𝑗 ,1], (1.45)

где 𝐾 = 𝐽/𝑘𝐵𝑇 , 𝑛𝑖𝑗-коэффициенты связи, которые принимают значения либо
0 либо 1. Если 2 спина 𝑆𝑖 и 𝑆𝑗 однонаправленные, связь 𝑛𝑖𝑗 «активна» (𝑛𝑖𝑗 = 1)
с вероятностью

𝑝 = 1 − 𝑒−2𝐾 , (1.46)

в другом случае 𝑛𝑖𝑗 = 0. Алгоритм Свендсена-Янга [131] использует функцию
распределения (1.45) для спинов и коэффициентов связи. «Переворот класте­
ров» состоит в обновлении коэффициентов связи 𝑛𝑖𝑗 для данной конфигурации
спинов 𝑆𝑖 и обновлении спинов 𝑆𝑖 для данной конфигурации связей. Таким об­
разом, этот алгоритм можно разделить на несколько шагов:

1. если соседние спины имеют одинаковое значение между ними образу­
ется связь с вероятностью 𝑝 (1.46), то есть если 𝑆𝑖 ̸= 𝑆𝑗, 𝑛𝑖𝑗 = 0, если
𝑆𝑖 = 𝑆𝑗, 𝑛𝑖𝑗 = 1 с вероятностью 𝑝 и 𝑛𝑖𝑗 = 0 с вероятностью 1 − 𝑝.

2. выбираются кластеры, образованные «активными» связями (𝑛𝑖𝑗 = 1).
3. каждому кластеру (включая и одиночные спины) присваивается новое

значение в случайном порядке (1 или -1).
Недостатком алгоритма Свендсена-Янга является то, что много времени

тратится на поиск и обработку небольших кластеров, которые играют наимень­
шую роль с точки зрения физических процессов (таких так увеличение длины
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корреляции возле критической точки). С этой точки зрения более эффектив­
но будет рассматривать один кластер за шаг, а не проводить разложение всей
решетки на кластеры.

Алгоритм Вольфа [132] является однокластерным алгоритмом, в котором
кластер «образуется» вокруг случайно выбранного спина. Образование связей
𝑛𝑖𝑗 вокруг выбранного спина и переворот кластера происходит аналогично ал­
горитму Свендсена-Янга. Если средний размер кластера обозначить как ⟨𝑐⟩,
то «просмотр» всей решётки будет выполнен за 𝐿𝑑/⟨𝑐⟩ шагов для одиночного
кластера, в то время как «просмотр» всей решётки в стандартном алгоритме
Метрополиса составляет 𝐿𝑑 шагов. Если такое определение «просмотра» решёт­
ки принять за шаг Монте Карло, то сравнение критического индекса 𝑧 (1.43)
для разных алгоритмов и разных величин будет выглядеть, как приведено в
таблице 1 [115].

Таблица 1 — Сравнение критического индекса 𝑧 времени релаксации для раз­
личных алгоритмов величин и размерности 𝑑 = 2 и 𝑑 = 3.

Алгоритм 𝑑 = 2 𝑑 = 3 Величина Источник

Метрополис 2.16 2.03 𝐸 и 𝑚 [138—140]
Свендсена-Янга 0.27 0.50 𝐸 [141]

0.20 0.50 𝜒 [141]
Вольфа 0.26 0.28 𝐸 [141]

0.13 0.14 𝜒 [141]

1.3 Модель Френкеля-Конторовой

Модель Френкеля-Конторовой [55; 56] описывает цепочку классических
взаимодействующих между собой частиц в присутствии внешнего периодиче­
ского потенциала. Такая цепочка представлена на рисунке 1.1. Впервые эта
модель была предложена в 1938 году для описания динамики кристаллической
решетки возле ядра дислокации. Эта модель с самого своего появления пользу­
ется большой популярностью у исследователей, работающих в области физики
твердого тела и нелинейной динамики, так как является относительно простой
и универсальной [142].
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Рисунок 1.1 — Схематическое представление модели Френкеля-Конторовой в
виде цепочки частиц, связанных гармоническими пружинами жёсткости 𝑔 и
взаимодействующие с внешним периодическим потенциалом с периодом 𝑎𝑠. Рав­

новесное межатомное расстояние равно 𝑎0.

Запишем Гамильтониан механической модели, изображенной на рисун­
ке 1.1.

𝐻 = 𝐾 + 𝑈, (1.47)

где 𝐾 – кинетическая энергия, 𝑈 – потенциальная. Кинетическая энергия за­
писывается как:

𝐾 =
𝑚𝑎

2

∑︁
𝑛

(︂
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡

)︂2

, (1.48)

где 𝑚𝑎 – масса частицы, 𝑥𝑛 – координата 𝑛-той частицы. Потенциальная энергия
𝑈 состоит из двух частей:

𝑈 = 𝑈𝑠𝑢𝑏 + 𝑈𝑖𝑛𝑡. (1.49)

𝑈𝑠𝑢𝑏 – энергия взаимодействия с внешним периодическим потенциалом,
которая записывается как:

𝑈𝑠𝑢𝑏 =
𝜀𝑠
2

∑︁
𝑛

[︂
1 − cos

(︂
2𝜋𝑥𝑛

𝑎𝑠

)︂]︂
, (1.50)

где 𝜀𝑠 – амплитуда, 𝑎𝑠 – период потенциала.
Энергия 𝑈𝑖𝑛𝑡 отвечает за взаимодействие между ближайшими соседями

по цепочке.

𝑈𝑖𝑛𝑡 =
𝑔

2

∑︁
𝑛

(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 − 𝑎0)
2 , (1.51)
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где 𝑔 – коэффициент жесткости, 𝑎0 – равновесное межатомное расстояние в
отсутствии внешнего потенциала.

Данная модель накладывает несколько ограничений для физической си­
стемы:

1. Частицы цепи двигаются только в одном направлении;
2. В общем выражении для внешнего потенциала энергия записывается

как
𝑈𝑠𝑢𝑏 =

∑︁
𝑛

𝑉𝑠𝑢𝑏(𝑥𝑛),

где вместо периодической функции 𝑉𝑠𝑢𝑏(𝑥) берется только первый член
от разложения Фурье;

3. Учитываются взаимодействия только между парами ближайший друг
к другу частиц:

𝑈𝑖𝑛𝑡 =
∑︁
𝑛

𝑉𝑖𝑛𝑡(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛),

а для потенциала 𝑉𝑖𝑛𝑡(𝑥) учитывается только гармонический член раз­
ложения в ряд Тейлора.

Переходя к безразмерной форме (2𝐻/𝜀𝑠 → 𝐻), перепишем Гамильтониан:

𝐻 =
∑︁
𝑛

{︃
1

2

(︂
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡

)︂2

+ (1 − cos 𝑥𝑛) +
𝑔

2
(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 − 𝑎0)

2

}︃
, (1.52)

где 𝑎0 → (2𝜋/𝑎𝑠)𝑎0, 𝑥𝑛 → (2𝜋/𝑎𝑠)𝑥𝑛, 𝑡 → (2𝜋/𝑎𝑠)(𝜀𝑠/2𝑚𝑎)
1/2𝑡, 𝑔 →

(𝑎𝑠/2𝜋)2𝑔(𝜀𝑠/2)−1.
Соответствующее уравнение движения цепочки:

𝑑2𝑥𝑛

𝑑𝑡2
+ sin 𝑥𝑛 − 𝑔(𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 − 2𝑥𝑛) = 0. (1.53)

Полученное уравнение не содержит явной зависимости от равновесного шага
цепи 𝑎0.

Если мы будем рассматривать случай, когда 𝑎𝑠 = 𝑎0, т.е. когда на каждую
частицу цепи приходится минимум потенциала подложки, или другими слова­
ми, коэффициент покрытия Θ (отношение числа частиц к числу минимумов
потенциала) равен единицы, удобно перейти к новым переменным для смеще­
ний частиц 𝑢𝑛. Смещения определяются соотношением 𝑥𝑛 = 𝑛𝑎𝑠 + 𝑢𝑛. Если
смещения малы, |𝑢𝑛| ≪ 𝑎𝑠, уравнение движения можно линеаризовать:

𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
+ 𝑢𝑛 − 𝑔(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛) = 0. (1.54)
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Данное уравнение движения описывает фононные моды цепи 𝑢𝑛 ∝
𝑒𝑥𝑝[𝑖𝜔𝑝ℎ(𝑘)𝑡 − 𝑖𝑘𝑛]. В случае, когда смещения не являются малыми, линейное
приближение перестаёт работать и появляются нелинейные моды. Такие мо­
ды описываются в континуальном приближении для дискретной цепи. Процесс
получения уравнений движения в континуальном приближении из дискретной
модели предложил Розенау [143]. Этот метод применим для динамики цепей с
произвольным потенциалом подложки и межчастичного взаимодействия. Кон­
тинуальное приближение сводится к уравнению синус-Гордона с возмущением,
связанным с дискретностью цепи. Однако, если пренебречь эффектами дискрет­
ности, получится невозмущённое уравнение синус-Гордон:

𝜕2𝑢𝑛

𝜕𝑡2
+ 𝑑2 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ sin 𝑢 = 0. (1.55)

В физике конденсированного состояния модель Френкеля-Конторовой и
её континуальное приближение применяются для описания абсорбированного
слоя на поверхности кристалла [144], переноса волны плотности заряда [145],
сухого трения [146], джозефсонских контактов [147].
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Глава 2. Монте-Карло моделирование фазового перехода в
квазиодномерном мультиферроике на подложке

2.1 Квазиодномерный мультиферроик Ca3CoMnO6

В последние годы большое внимание исследователей мультиферроиков
приковано к композитам ферромагнитных, антиферромагнитных и сегнето­
электрических материалов. Это обусловлено их широким применением в
устройствах спинтроники. Такие гетероструктуры могут быть созданы из бисло­
ёв ФМ и СЭ структур, что позволяет управлять магнитными и электрическими
свойствами с помощью передачи деформации вдоль поверхности [148; 149]. В ра­
боте [150] описывается сильное влияние деформаций, вызванных структурным
фазовым переходом в СЭ подложке BaTiO3 на магнитные свойства ферромагне­
тика La0.7Sr0.3MnO6. Влияние подложки может оказаться существенным лишь в
приграничном слое магнетика. Таким образом, заметное изменение свойств ма­
териала в зависимости от подложки можно ожидать для 2D или 1D-материалов.
Примером 2D-мультиферроиков служат тонкие плёнки, примером 1D-мульти­
ферроика является соединение Ca3CoMnO6 [151].

Ca3CoMnO6 имеет ромбоэдрическую структуру (кристаллографическая
группа R3c), как у K4CdCl6. Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 может рассматриваться как
легированный композит Ca3Co2O6, представляющий собой наиболее часто изу­
чаемый композит из-за его сложных магнитных свойств [152—155]. Ca3CoMnO6

относится к мультиферроикам II типа в классификации Хомского. Он состоит
из параллельных цепочек CoMnO6, которые состоят из чередующихся три­
гональной призмы CoO6 и восьмигранника MnO6, выровненных вдоль оси 𝑐

при малом расстоянии между ионами Co и Mn (2.646 Å). Цепочки CoMnO6

разделены ионами Ca2+ и формируют треугольные решетки в плоскости 𝑎𝑏

(рисунок 2.1).
Т.к. взаимодействие внутри цепи намного сильнее взаимодействия между

ними, этот композит может быть описан одномерной моделью Изинга для це­
почки спинов с конкурирующим ферромагнитным взаимодействием ближних
соседей (𝐽𝐹𝑀) и антиферромагнитным взаимодействием следующих соседей
(𝐽𝐴𝐹𝑀) [156]. При |𝐽𝐴𝐹𝑀/𝐽𝐹𝑀 | > 1/2, основным состоянием магнитной решет­
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ки является up-up-down-down (��) [157]. Если магнитные ионы чередуются
вдоль цепи, такое магнитное упорядочение нарушает инверсную симметрию и
приводит к возникновению электрической поляризации через обменную стрик­
цию. Этот механизм показан на рисунке 2.1(a). Обменное взаимодействие
сокращает расстояния между параллельными спинами и увеличивает между ан­
типараллельными. Это приводит к возникновению электрической поляризации
в магнитной структуре ��. В работах [158; 159] с помощью теории функцио­
нала плотности и ab initio расчета электронной структуры было подтверждено
возникновение сегнетоэлектричества в результате изменения расстояний Co-Mn
и магнитного упорядочения ��. А в работе [160] представлена оригинальная
микроскопическая модель образование структуры �� в мультиферроиках II
типа, построенная с помощью метода ренормгрупп.

Рисунок 2.1 — (𝑎) Цепочка Изинга с �� упорядочением спинов и соответствую­
щий порядок ионов, при котором электрическая поляризация вызвана обменной
стрикцией. Показаны 2 возможных варианта реализации направления поляри­
зации. Начальные позиции атомов показаны штрихованными кругами. (𝑏, 𝑐)
Структура кристалла Ca3CoMnO6. Линией показана элементарная ячейка кри­

сталла [156].

В работе [156] экспериментально обнаружено появление сегнетоэлектри­
чества в кристалле Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 (𝑥 = 0.96). Результаты того исследования
представлены на рисунке 2.2. На рисунке 2.2(𝑎) видно, что поляризация плав­
но растёт до температуры перехода 16.5 К, быстро растёт ниже T∼10 К и
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достигает значения ∼90 мкКл/м2 при 2 К. При появлении магнитного поля,
приложенного вдоль оси 𝑐, электрическая поляризация уменьшается. Появле­
ние поляризации при 16,5 К совпадает с началом магнитного упорядочения,
что обозначено широким пиком магнитной восприимчивости 𝜒(𝑇 ), показанном
на рисунке 2.2(𝑏). Удельная теплоёмкость также испытывает подъем на этой
температуре. Температурная зависимость диэлектрической постоянной вдоль
оси 𝑐 начинает отклонятся от линейной начиная с температуры 16.5 К без ка­
ких-либо видимых аномалий (рис. 2.2(с)). Вместо этого 𝜀𝑐(𝑇 ) имеет пик при
температуре ∼8 К с последующим резким уменьшением при более низких тем­
пературах. Изинговое строение этого композита четко отображается в большой
анизотропии 𝑑𝜒(𝑇 )/𝑑𝑇 .

Рисунок 2.2 — (𝑎) Электрическая поляризация кристалла Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 (𝑥 =

0.96) вдоль направления цепочки (𝑃 ‖ 𝑐), полученная после нагревания. Об­
разцы поляризованы после охлаждения с 40 К до 2 К (заполненные кружки)
и до 3.1 К (полые кружки) перед измерением. (𝑏) Температурная зависимость
магнитной восприимчивости 𝜒(𝑇 ) = 𝑚/𝐻, полученная при приложенном маг­
нитном поле 𝐻 = 0.2 Т вдоль и поперёк направления цепочки 𝑐. Производная
по температуре 𝑑𝜒/𝑑𝑇 и теплоёмкость при нулевом магнитном поле (𝐶/𝑇 ) так­
же приведены. (𝑐) диэлектрическая проницаемость вдоль оси 𝑐. Пунктирной

линией обозначена высокотемпературная зависимость 𝜀𝑐. [156].
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Последующие работы показали, что спиновый дальний порядок сохраня­
ется только для Ca3Co1+𝑥Mn1−𝑥O6 [161], а в бездефектном Ca3CoMnO6 дальний
порядок пропадает и макроскопическая поляризация ослабевает [162]. В работе
[163] показана релаксорная природа ферроэлектрического фазового перехо­
да, которая подразумевает существование полярных нанообластей [164]. А
легированное соединение Ca2.7Sr0.3CoMn1−𝑥Fe𝑥O6 демонстрирует довольно боль­
шой коэффициент МЭ взаимодействия при комнатной температуре (около 1.7
мВ/см·Э) и уменьшение запрещённой зоны с 2.25 до 1.8 эВ [165], что позволяет
говорить об его потенциальном применении в сенсорах, фильтрах и различных
исполнительных устройств для средних частот.

2.2 Монте-Карло модель квазиодномерного мультиферроика
Ca3CoMnO6

При моделировании квазиодномерного мультиферроика Ca3CoMnO6 бу­
дем использовать одномерную модель Изинга для цепочки спинов с конкуриру­
ющими взаимодействиями (1D ANNNI модель).

Магнитный момент ионов Mn примерно в 3 раза больше магнитного
момента ионов Co [156], поэтому АФМ взаимодействие между следующими со­
седями пары Mn-Mn должно быть сильнее, чем для пары Co-Co (𝐽𝐴𝐹𝑀𝑀𝑛

<

𝐽𝐴𝐹𝑀𝐶𝑜
< 0). Для простоты предположим, что 𝐽𝐴𝐹𝑀𝑀𝑛

= 9𝐽𝐴𝐹𝑀𝐶𝑜
. Зависимость

от расстояния между соседними спинами для 𝐽𝐹𝑀 и 𝐽𝐴𝐹𝑀 можно представить
в виде линейной аппроксимации [166]:

𝐽𝐹𝑀(𝑟𝑖,𝑖+1) =𝐽𝐹𝑀0
𝑒𝜙

𝑟𝑖,𝑖+1−𝑟0
𝑟0 ≈ 𝐽𝐹𝑀0

(︂
1 + 𝜙

𝑟𝑖,𝑖+1 − 𝑟0

𝑟0

)︂
= 𝐽𝐹𝑀0

[1 + 𝜙(𝑑𝑖+1 − 𝑑𝑖)]

(2.1)

𝐽𝐴𝐹𝑀(𝑟𝑖,𝑖+2) = 𝐽𝐴𝐹𝑀0
𝑒𝜙

𝑟𝑖,𝑖+2−2𝑟0
2𝑟0 = 𝐽𝐴𝐹𝑀0

[︁
1 +

𝜙

4
(𝑑𝑖+2 − 𝑑𝑖)

]︁
, (2.2)

где 𝐽𝐹𝑀0
, 𝐽𝐴𝐹𝑀0

- обменные интегралы ФМ и АФМ взаимодействия без обмен­
ной стрикции (𝐽𝐹𝑀0

> 0, 𝐽𝐴𝐹𝑀0
< 0), 𝜙 определяет силу взаимодействия между

спинами и смещениями. 𝜙 < 0 означает, что взаимодействие становится силь­
нее, если спины располагаются ближе друг к другу и наоборот. 𝑟0 - начальное
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расстояние между ионами без обменной стрикции, 𝑟𝑖,𝑗 - расстояние между 𝑖-ым
и 𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑖 + 2 ионами под влиянием обменной стрикции. 𝑑𝑖 – смещение 𝑖-го
иона, нормированное на 𝑟0, оно принимает положительное значение при сбли­
жении с 𝑖 + 1 ионом. Согласно выражению (2.1) и (2.2), изменения в 𝐽𝐹𝑀 и
𝐽𝐴𝐹𝑀 связаны с изменением расстояния между спинами, следовательно, относи­
тельное смещение ионов является причиной обменной стрикции. Для простоты,
предположим, что движутся только ионы Co, то есть 𝑑𝑖 ̸= 0 для Co, а для Mn
𝑑𝑖 = 0. Тогда гамильтониан одномерной цепочки Изинга можно записать в виде:

𝐻 = 𝐻𝐹𝑀 + 𝐻𝐴𝐹𝑀 + 𝐻𝑀 + 𝐻𝐸 + 𝐻𝑒𝑙 + 𝐻𝐹𝐾 (2.3)

𝐻𝐹𝑀 = −
∑︁
⟨𝑖,𝑗⟩

𝐽𝐹𝑀(𝑟𝑖,𝑗)𝑆𝑖𝑆𝑗; 𝐻𝐴𝐹𝑀 = −
Mn∑︁
[𝑖,𝑗]

𝐽𝐴𝐹𝑀Mn𝑆𝑖𝑆𝑗 −
Co∑︁
[𝑖,𝑗]

𝐽𝐴𝐹𝑀Co(𝑟𝑖,𝑗)𝑆𝑖𝑆𝑗;

𝐻𝑀 = −ℎ𝑔𝜇𝐵

∑︁
𝑖

𝑆𝑖; 𝐻𝐸 = −𝐸
∑︁
𝑖

𝑞𝑑𝑖; 𝐻𝑒𝑙 =
1

2
𝑘
∑︁
𝑖

𝑑2
𝑖 ;

𝐻𝐹𝐾 = −𝛼𝐹𝐾

∑︁
𝑖

cos

(︂
2𝜋(𝑖 + 𝑑𝑖)

𝑏𝐹𝐾

)︂
,

где 𝐻𝐹𝑀 и 𝐻𝐴𝐹𝑀 - гамильтонианы конкурирующих ФМ и АФМ взаимодей­
ствий, угловые скобки означает суммирование по парам ближайших соседей,
квадратные скобки – суммирование по парам следующих за ближайшими сосе­
дей. 𝐻𝑀 и 𝐻𝐸 представляют собой энергии магнитного и электрического полей
соответственно, ℎ – внешнее магнитное поле, 𝑔 – фактор Ланде, 𝜇𝐵 – магне­
тон Бора, 𝐸 – внешнее электрическое поле, 𝑞 – заряд движущихся ионов (для
Co 𝑞 = 2). 𝐻𝑒𝑙 – упругая энергия, 𝑘 – коэффициент упругости, 𝐻𝐹𝐾 описы­
вает периодический потенциал подложки, 𝛼𝐹𝐾 – амплитуда потенциала, 𝑏𝐹𝐾

– период потенциала.

Таблица 2 — Параметры моделируемой системы.
Параметр Значение Параметр Значение

𝐽𝐹𝑀0
360 𝜙 -8

𝐽𝐴𝐹𝑀Mn -262.8 𝑘 136000
𝐽𝐴𝐹𝑀Co -29.2 𝑔 2

Постоянная Больцмана принята за единицу, поэтому температура изме­
ряется в единицах энергии. Остальные параметры рассчитаны согласно этому.
Значения параметров моделирования показаны в таблице 2. Так как реальные
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значения этих параметров нельзя получить из эксперимента, они были выбра­
ны в ходе качественного сравнения результатов моделирования и эксперимента
[166].

МК моделирование проводилось на одномерной цепочке Изинга, длиной
𝐿 = 4000 с периодическими граничными условиями. Переход в новое состояние
осуществляется согласно алгоритму Метрополиса:

1. Формируем начальную конфигурацию для системы спинов 𝑆𝑖 и смеще­
ний 𝑑𝑖.

2. Производим пробное изменение конфигурации магнитной подсистемы
(переворачиваем спин 𝑆𝑖).

3. Вычисляем изменение энергии при пробном изменении конфигурации
Δ𝐸.

4. Если Δ𝐸 6 0, принимаем новую конфигурацию и переходим к шагу 8.
5. Если Δ𝐸 > 0, вычисляем вероятность перехода в новое состояние 𝑤 =

𝑒(−Δ𝐸/𝑘𝐵𝑇 ).
6. Генерируем случайное число 𝑟 в интервале (0, 1).
7. Если 𝑟 6 𝑤, принимаем новую конфигурацию, в противном случае

новую конфигурацию отбрасываем и возвращаемся к старой.
8. Производим пробное изменение конфигурации электрической подси­

стемы (генерируем случайным образом новое значения смещения 𝑑𝑖

(только для Co) в интервале от -0.05 до 0.05).
9. Повторяем шаги 3-7 для перехода в новое состояние электрической под­

системы.
10. Определяем значения требуемых физических величин.
11. Повторяем шаги 2-9 для получения достаточного числа конфигура­

ций (для каждого значения 𝑇 первые 300 000 шагов Монте-Карло
отбрасывались для достижения термодинамического равновесия, тер­
модинамические величины рассчитывались в течение следующих 50 000
шагов. Один МК шаг соответствует попытке перевернуть каждый из
𝐿 спинов магнитной решетки 𝑆𝑖 и попытке изменить каждое из 𝐿/2

смещений электрической подсистемы 𝑑𝑖).
12. Вычисляем средние по конфигурациям, которые статистически незави­

симы.
По аналогии с экспериментом [156], первоначально система поляризована

сильным электрическим полем 𝐸0 = 1200 при низкой температуре (𝑇 = 2).
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С повышением температуры 𝐸0 отключалось, термодинамические параметры
рассчитывались при слабом электрическом поле 𝐸 = 4.

Электрическая восприимчивость вдоль цепи рассчитывается согласно ста­
тистической флуктуации [167]:

𝜒𝑒 =
⟨𝑃 2⟩ − ⟨𝑃 ⟩2

𝑇
. (2.4)

Диэлектрическая проницаемость 𝜀 рассчитывается согласно:

𝜀 = 𝜒𝑒 + 1. (2.5)

2.3 Результаты моделирования

2.3.1 Моделирование без подложки

Результаты моделирования без учета периодического потенциала подлож­
ки приведены на рисунке 2.3. На нём приведены полученные температурные
зависимости поляризации 𝑃 (рис. 2.3(а)), магнитной восприимчивости (рис.
2.3(б )), диэлектрической проницаемости 𝜀 (рис. 2.3(в)) и соответствующие
экспериментальные кривые для Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 (𝑥 ≈ 0.96) [156]. Сравнение
результатов моделирования с экспериментальными данными говорит о их ка­
чественном совпадении.

Широкий пик кривой 𝜒(𝑇 ) свидетельствует о наличии фазового перехода
из АФМ в парамагнитную фазу при температуре 𝑇𝑝 ≈ 16. Спад электриче­
ской поляризации происходит ниже 𝑇𝑝. Включение магнитного поля уменьшает
поляризацию при 𝑇 < 6 и увеличивает при более высокой температуре. Ана­
логично ведут себя и экспериментальные кривые. Температурная зависимость
диэлектрической проницаемости имеет широкий пик ниже температуры пере­
хода 𝑇𝑝 (рис. 2.3(в)).

На рисунке 2.4 показаны положения отдельных спинов и смещений мо­
делируемой системы при 𝑇 = 2 (а), 𝑇 = 10 (б ), 𝑇 = 18 (в) (ℎ = 0). На
этом рисунке видно, что состояние �� приводит к смещению ионов вдоль цепи
и возникновению макроскопической поляризации (рис. 2.4(а)). В системе без
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Рисунок 2.3 — Температурные зависимости поляризации (a), магнитной вос­
приимчивости (б ) и диэлектрической проницаемости (в), полученные при

моделировании и из эксперимента для Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 (𝑥 = 0.96) [156].

электрического поля оба направления смещения вдоль цепочки равновероятны,
однако сильное электрическое поле создаёт доминирующее направление смеще­
ния. В результате этого, сегнетоэлектрические домены при низкой температуре
замораживаются в структуре ��. С повышением температуры эти домены
начинают плавиться, и смещения ионов уже не позволяют сохраняться направ­
ленной поляризации (рис. 2.4(б )). Противодействие между поляризованными в
противоположных направлениях доменами приводит к резкому снижению мак­
роскопической поляризации 𝑃 . Процесс плавления доменов также чувствителен
к электрическому полю, т.к. оно может повернуть домены в одном направлении,
увеличивая тем самым макроскопическую поляризацию 𝑃 . Об этом говорит пик
зависимости 𝜀(𝑇 ) (рис. 2.3(в)). Когда температура достигает 𝑇𝑝, структура��
пропадает и потеря упорядоченности смещений ионов носит параэлектрический
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Рисунок 2.4 — (a) Изображение отдельных спинов и смещений ионов при 𝑇 = 2;
𝑇 = 10 (б ); 𝑇 = 18 (в).

характер (рис. 2.4(в)), что совпадает с линейным поведением зависимости 𝜀(𝑇 )

выше 𝑇𝑝 (рис. 2.3(в)).
Далее рассмотрим температурные зависимости магнитных и электриче­

ских параметров с помощью анализа энергии системы. Основные компоненты
энергии представляют собой: ФМ взаимодействие ближайших соседей 𝐻𝐹𝑀 ,
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АФМ взаимодействие следующих за ближайшими соседей 𝐻𝐴𝐹𝑀 , энергия маг­
нитного поля 𝐻𝑀 и упругая энергия 𝐻𝑒𝑙.

Рисунок 2.5 — (а) 𝐻𝐹𝑀 , (б ) 𝐻𝐴𝐹𝑀 , (в) 𝐻𝑀 и (г) 𝐻𝑒𝑙 как функции от 𝑇 при ℎ = 0

слева. Соответственно, (д ) 𝐻𝐹𝑀 , (е) 𝐻𝐴𝐹𝑀 , (ж) 𝐻𝑀 и (з) 𝐻𝑒𝑙 как функции от
𝑇 при ℎ = 16 справа.

Температурные зависимости этих компонентов при различных полях ℎ =

0 и ℎ = 16 слева и справа соответственно представлены на рисунке 2.5. 𝐻𝐹𝑀 ,
𝐻𝐴𝐹𝑀 и 𝐻𝑒𝑙 имеют особенности при температуре перехода 𝑇𝑝 (рис. 2.5(а, б,
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г)). 𝐻𝐹𝑀 и 𝐻𝑒𝑙 имеют минимумы, а 𝐻𝐴𝐹𝑀 – максимум, что говорит о том,
что �� состояние исчезает и обменная стрикция при этой температуре наибо­
лее слабая. Движение ионов подавляется, о чем свидетельствует минимум 𝐻𝑒𝑙.
На макроскопическом уровне, поляризация 𝑃 пропадает, и магнитная воспри­
имчивость 𝜒 имеет широкий пик, указывая на антиферромагнитный переход.
При появлении поля ℎ, приложенного вдоль цепочки зависимость 𝐻𝐹𝑀 пони­
жается (рис. 2.5(д )), а 𝐻𝐴𝐹𝑀 повышается (рис. 2.5(е)), что говорит о большем
преобладании ферромагнитного взаимодействия над антиферромагнитным. Та­
ким образом, появление магнитного поля ℎ подавляет обменную стрикцию и
разрушает структуру ��. Ступенчатая форма 𝐻𝑀 (рис. 2.5(ж)) приводит к
нескольким изгибам зависимости 𝑃 (𝑇 ) при наличии магнитного поля вдоль
цепочки ℎ (рис. 2.3(а)).

Рисунок 2.6 — Формирование электрической поляризации. Красными стрелка­
ми указаны смещения ионов. (а) цепочка Изинга с �� упорядочением спинов.
(б ) магнитный домен из трёх сонаправленных спинов приводит к разнонаправ­

ленным смещениям.

Рассмотрение эволюции спиновой и электрической подсистем имеет важ­
ное значение в объяснении поведения магнитных и электрических параметров
системы. На рисунке 2.6 представлена моделируемая одномерная цепочка
Изинга. На рис. 2.6(а) показана цепочка спинов с �� упорядочением, на
рис. 2.6(б ) показано влияние магнитного домена с нечетным количеством спи­
нов. Видно, что магнитный домен с нечетным количеством спинов способствует
образованию смещений противоположных направлений, тем самым уменьшая
макроскопическую поляризацию. Таким образом, домены с четным и нечетным
количеством спинов играют различную роль в формировании макроскопиче­
ской поляризации.
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С целью изучения эволюции модулируемой системы рассмотрим рас­
пределение количества магнитных доменов 𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠), где длина домена 𝑛𝑠

определяется как число сонаправленных спинов, стоящих рядом друг с дру­
гом. Также рассмотрим количество электрических доменов 𝐷𝐷𝑁(𝑛𝑑), где 𝑛𝑑

– длина электрического домена. Причем электрические домены разделены на
положительные PD-домены, состоящие из смещений 𝑑𝑖 > 0.01, и отрицатель­
ные ND-домены, состоящие из смещений 𝑑𝑖 < 0.01. Температурная зависимость
𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠) представляет интерес для изучения эволюции спиновой системы, а
функция 𝐷𝐷𝑁 дает информацию о микроскопической поляризации в различ­
ных состояниях.
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Рисунок 2.7 — (а) Количество магнитных доменов 𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠) при 𝑇 = 2 и
𝑇 = 10. На вставке представлена зависимость 𝐷𝐷𝑁(𝑛𝑑) для положительных
PD и отрицательных ND доменов при 𝑇 = 2 и 𝑇 = 10. (б ) Температурная

зависимость 𝑆𝐷𝑁 для 𝑛𝑠=2, 3, 4, 5.

На рисунке 2.7(а) представлены функции 𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠) и 𝐷𝐷𝑁(𝑛𝑑) для 𝑇 = 2

и 𝑇 = 10. При 𝑇 = 2 в системе присутствуют домены только с четным количе­
ством спинов. На вставке рис. 2.7(а) также видно, что при 𝑇 = 2 практически
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нет отрицательных доменов. С повышением температуры кривая 𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠)

становится гладкой и появляются домены с нечетным количеством спинов и
отрицательные электрические домены. Это говорит о том, что магнитные доме­
ны с четным количеством спинов способствуют появлению микроскопической
поляризации, а появление в структуре доменов с нечетным количеством магнит­
ных спинов способствует появлению отрицательных электрических доменов и,
соответственно, уменьшению поляризации. При 𝑇 = 10 кривые 𝐷𝐷𝑁(𝑛𝑑) для
отрицательных и положительных электрических доменов практически совпа­
дают (вставка рис. 2.7(а)).

На рисунке 2.7(б ) представлены температурные зависимости количества
четных и нечетных доменов (с длиной от 2 до 5 спинов) при ℎ = 0. Отсюда
видно, что при низкой температуре нечетных доменов крайне мало, в то время
как четных много. С повышением температуры ситуация резко меняется: коли­
чество четных доменов резко сокращается, а нечетных – резко увеличивается.
Это говорит о разрушении структуры �� и уменьшении электрической поля­
ризации. При дальнейшем повышении температуры количество разных спинов
остаётся приблизительно на одном уровне до температуры перехода в парамаг­
нитную фазу 𝑇𝑝 ≈ 16. На этом участке (𝑇 ≈ 6. . . 12) нечетные спиновые домены
приводят к образованию электрических доменов, крайне чувствительных к
внешнему электрическому полю, что соответствует пику на температурной за­
висимости диэлектрической проницаемости (рис. 2.3(в)).

На рисунке 2.8(а) представлены температурные зависимости электриче­
ской поляризации системы при малых изменениях внешнего электрического
поля. Как видно из этих зависимостей, малое изменение внешнего электриче­
ского поля на участке 𝑇 ≈ 6. . . 12 приводит к заметному изменению величины
электрической поляризации, однако при других температурах изменений прак­
тически не наблюдается.

Влияние внешнего поля 𝐸 на количество электрических доменов показано
на рисунке 2.8(б ). При низкой величине 𝐸 = 4 количество положительных и
отрицательных доменов почти одинаково, однако, при более высоком значении
поля 𝐸 = 20, количество положительных доменов заметно больше, чем от­
рицательных. Внешнее электрическое поле, увеличивает количество доменов,
направленных вдоль поля (PD-домены) и сокращает количество доменов, на­
правленных против поля (ND-домены).
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Рисунок 2.8 — (а) Диэлектрическая проницаемость при 𝐸 = 4 и температурные
зависимости поляризации при 𝐸 = 4, 8, 12. (б ) Функция DDN(𝑛𝑑) для положи­

тельных PD и отрицательных ND доменов при 𝑇 = 10 и 𝐸 = 4 и 𝐸 = 20.

2.3.2 Моделирование с учётом влияния подложки

На рисунке 2.9 показано изменение электрической поляризации под вли­
янием периодического потенциала подложки при наличии и в отсутствии

Рисунок 2.9 — Температурные зависимости поляризации с учётом влияния пе­
риодического потенциала подложки.
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внешнего магнитного поля. Были рассмотрены 2 случая, когда период потен­
циала подложки был больше и меньше межатомного расстояния Co-Mn на 5%.
Можно заметить, что увеличение амплитуды потенциала уменьшает макроско­
пическую поляризацию. Однако отклонение периода потенциала от постоянной
решётки CoMnO6 в сторону увеличения или в сторону уменьшения действует
на величину ослабления поляризации одинаково.

Для дальнейшего анализа влияния потенциала подложки на магнит­
ные и электрические параметры системы мы проанализировали отдельные
составляющие энергии системы, такие как 𝐻𝐹𝑀 , 𝐻𝐴𝐹𝑀 , 𝐻𝑒𝑙, а также энергию
периодического потенциала подложки 𝐻𝐹𝐾 . На рисунке 2.10 представлены тем­
пературные зависимости этих составляющих без влияния подложки (чёрные
квадраты) и с учётом влияния подложки (𝛼𝐹𝐾 = 400), когда период потенциала
подложки меньше межатомного расстояния Co-Mn на 5% (рис. 2.10(заполнен­

Рисунок 2.10 — Температурные зависимости 𝐻𝐹𝑀 , 𝐻𝐴𝐹𝑀 , 𝐻𝑒𝑙, 𝐻𝐹𝐾 при нали­
чии потенциала подложки (кружки) и в его отсутствие (черные квадраты).
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ные кружки)) и больше на 5% (рис. 2.10(пустые кружки)). Зависимости 𝐻𝐹𝑀

и 𝐻𝐴𝐹𝑀 имеют особенности при температуре перехода 𝑇𝑝, что говорит о том,
что магнитная структура разрушается, причем сама 𝑇𝑝 при учете влияния под­
ложки смещается чуть выше при уменьшении периода потенциала. При этом
характер зависимостей 𝐻𝐹𝑀 и 𝐻𝐴𝐹𝑀 при 𝑇 < 12 заметно не изменяется с уче­
том влияния подложки, однако при более высоких температурах 𝐻𝐹𝑀 вместо
минимума имеет максимум, а 𝐻𝐴𝐹𝑀 вместо максимума имеет минимум. Это
говорит об изменении баланса ФМ/АФМ взаимодействий в сторону АФМ взаи­
модействия при наличии потенциала подложки и в сторону ФМ взаимодействия
в случае его отсутствия.

Поведение 𝐻𝑒𝑙 при появлении потенциала подложки также меняет свой
вид. При 𝑇𝑝 вместо минимума в отсутствие подложки наблюдается максимум
(рис. 2.10 (г)). При этом энергия 𝐻𝐹𝐾 имеет минимум (рис. 2.10(в)). Это гово­
рит о том, что вблизи 𝑇𝑝 в системе наблюдаются максимальные смещения при
появлении подложки. Однако, с появлением потенциала подложки роста макро­
скопической поляризации при 𝑇𝑝 не происходит (рис. 2.9). Чтобы это объяснить,
рассмотрим подробнее эволюцию магнитной подсистемы.

На рисунке 2.11(а) представлено распределение магнитных доменов
𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠) с длиной от 2 до 5 в зависимости от температуры. Потенциал под­
ложки не изменяет поведение 𝑆𝐷𝑁(𝑛𝑠) в области 𝑇 < 10 за исключением
уменьшения температуры, для которой 𝑆𝐷𝑁(3) ≈ 𝑆𝐷𝑁(4) ≈ 𝑆𝐷𝑁(5). Силь­
но отличается поведение функции 𝑆𝐷𝑁 для 𝑛𝑠 = 2 при 𝑇 > 10. Количество
доменов длиной 2 спина растёт до 𝑇𝑝. При приближении к 𝑇𝑝 увеличивается и
количество доменов с нечётным 𝑛𝑠.

На рисунке 2.11(б ) показано распределение функции 𝑆𝐷𝑁 при трёх значе­
ниях 𝑇 = 2, 10, 15. Потенциал подложки меняет поведение функции 𝑆𝐷𝑁 при
𝑇 = 10 и 𝑇 = 15. При 𝑇 = 2 мы наблюдаем схожую зависимость с рис. 2.7(а)
без влияния подложки. При 𝑇 = 10 возрастает количество доменов с нечётным
𝑛𝑠, причем их число становится больше, чем число с четным 𝑛𝑠. При 𝑇 = 15

сильно увеличивается число доменов с длиной 2 спина. Это можно объяснить
увеличением влияния АФМ взаимодействия вблизи 𝑇𝑝 и уменьшение влияния
ФМ-взаимодействия, о чем свидетельствуют зависимости на рис. 2.10(а, б ). Та­
ким образом, несмотря на значительное увеличение числа магнитных доменов
длиной 𝑛𝑠 = 2 вблизи 𝑇𝑝, поляризация системы значительно не увеличивается.
Смещения, образованные магнитными доменами с чётными 𝑛𝑠 компенсируют­
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Рисунок 2.11 — (а) Количество магнитных доменов с длиной от 2 до 5 спинов
в зависимости от температуры, (б ) Распределение количества магнитных доме­

нов при температуре 𝑇 = 2, 10, 15. 𝛼𝐹𝐾 = 400, 𝑏𝐹𝐾 = 0.95.

ся противоположно направленными смещениями, образованными доменами с
нечётным 𝑛𝑠.

2.4 Выводы по главе

Представленные в данной главе результаты подтверждают предположе­
ние о том, что сегнетоэлектричество в кристалле Ca3CoMnO6 вызвано обменной
стрикцией между магнитными ионами в результате формирования спиновой
структуры ��. Спиновая фрустрация в структуре �� возникает в результа­
те наличия конкурирующих взаимодействий: ферромагнитного взаимодействия
ближайших спинов и антиферромагнитного взаимодействия следующих за бли­
жайшими спинами. Данное предположение подтверждено также работами [158;
159] с помощью теории функционала плотности и первопринципного ab initio
расчета электронной структуры.
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Полученные температурные зависимости термодинамических параметров
системы, таких как электрическая поляризация, магнитная восприимчивость
и диэлектрическая проницаемость, качественно хорошо согласуются с экспери­
ментальными данными, полученными в работе [156] при изучении кристалла
Ca3Co2−𝑥Mn𝑥O6 (𝑥 = 0.96). А анализ эволюции моделируемой системы дает
информацию о поведении спиновой подсистемы и возникновении макроско­
пической поляризации и появлении сегнетоэлектрических свойств, вызванных
магнитным упорядочением спинов.

В данной главе также исследовалось влияние периодического потенциа­
ла подложки на поведение термодинамических параметров квазиодномерного
мультиферроика. Исследовался случай небольшого отклонения периода по­
тенциала от межатомного расстояния в цепочке спинов мультиферроика.
Несовпадение периода подложки и межатомного расстояния приводит к де­
формации цепочки спинов, т.е. изменению расстояния между атомами и как
следствие к изменению обменных интегралов. Анализ отдельных составляю­
щих энергии системы показал изменение баланса ФМ/АФМ взаимодействий
при появлении потенциала подложки. Упругая составляющая энергии также
меняет своё поведение при появлении потенциала подложки: в точке фазово­
го перехода появляется максимум вместо минимума. В этой точке смещения
спинов от положения равновесия максимальны. Это приводит к увеличению
числа магнитных доменов длиной 2 спина, которые вносят вклад в создание
микроскопической поляризации, а также доменов с нечетной длиной, которые
способствуют созданию противоположно направленной поляризации. В резуль­
тате макроскопическая поляризация существенно не изменяется.

Несмотря на то, что реальные вещества сложнее построенной модели, по­
лученные результаты могут помочь объяснить некоторые свойства реальных
веществ, а именно возникновение сегнетоэлектричества под действием коллине­
арного магнитного упорядочения во фрустрированных системах.

Основные результаты главы опубликованы в работах [A5; A2; A6; A7].
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Глава 3. Фазовый переход и магнитоэлектрический эффект в
2D–ферромагнитной пленке на сегнетоэлектрической подложке

Магнитоэлектрические материалы открывают широкие перспективы при­
ложений в области информационных и энергосберегающих технологий. На
их основе возможно создание: магнитных сенсоров, ёмкостных электромаг­
нитов, элементов магнитной памяти, невзаимных СВЧ фильтров и других
устройств, не предполагающих протекание постоянных электрических токов
и сопряженных с этим тепловых потерь [74]. Магнитоэлектрический эффект
широко используется в устройствах спинтроники.

3.1 Магнитоэлектрический эффект в тонких ферромагнитных
плёнках на подложке

Первые предположения о существовании веществ, молекулы которых
намагничиваются под действием электрического поля и электризуются под дей­
ствием магнитного, сделал еще Пьер Кюри [168].

В 1956 году Ландау и Лифшиц [169] предсказывали возможность суще­
ствования в магнитных кристаллах равновесной электрической поляризации,
пропорциональной магнитному полю, и намагниченности, пропорциональной
напряженности электрического поля (линейный МЭ эффект). В 1959г. Дзя­
лошинский [170] предсказал существование этого эффекта в Cr2O3, и вскоре
Астров экспериментально зафиксировал намагниченность, наведенную элек­
трическим полем [171], а затем В. Фолен и Г. Радо [172] измерили в Cr2O3

электрическую поляризацию, наведенную магнитным полем.
Традиционно МЭ эффект в однофазном кристалле описывается теорией

Ландау [173; 174] путем записи свободной энергии системы 𝐹 , зависящей от
приложенного магнитного поля h, компоненты которого можно обозначить как
ℎ𝑖, и электрического поля E, компоненты которого можно записать как 𝐸𝑖.
Для неферроика, в котором и поляризация 𝑃𝑖(𝑇 ) и намагниченность 𝑚𝑖(𝑇 )

равны нулю при отсутствии внешних полей и гистерезиса, свободную энергию
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в системе СИ можно записать как

−𝐹 (E,h) =
1

2
𝜀0𝜀𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗 +

1

2
𝜇0𝜇𝑖𝑗ℎ𝑖ℎ𝑗 + 𝛼𝑖𝑗𝐸𝑖ℎ𝑗 +

𝛽𝑖𝑗𝑘

2
𝐸𝑖ℎ𝑗ℎ𝑘 +

𝛾𝑖𝑗𝑘

2
ℎ𝑖𝐸𝑗𝐸𝑘 (3.1)

Первое слагаемое описывает взаимодействие электрической системы с
электрическим полем, диэлектрическая проницаемость свободного простран­
ства обозначена как 𝜀0, а относительная диэлектрическая проницаемость
представлена в виде тензора второго порядка 𝜀𝑖𝑗(𝑇 ). Второе слагаемое являет­
ся магнитным эквивалентом первого, где магнитная проницаемость свободного
пространства также обозначено как 𝜇0, а относительная проницаемость как
𝜇𝑖𝑗(𝑇 ). Третье слагаемое описывает линейный МЭ эффект с коэффициентом
𝛼𝑖𝑗(𝑇 ), тензоры третьего ранга 𝛽𝑖𝑗𝑘(𝑇 ) и 𝛾𝑖𝑗𝑘(𝑇 ) - квадратичные МЭ коэффи­
циенты [71].

В представленном виде все МЭ коэффициенты содержат функции отклика
на магнитное и электрическое поля 𝜀𝑖𝑗(𝑇 ) и 𝜇𝑖𝑗(𝑇 ). МЭ эффект можно лег­
ко представить в форме поляризации, зависящей от магнитного поля 𝑃𝑖(ℎ𝑗) и
намагниченности, зависящей от электрического поля 𝑚𝑖(𝐸𝑖). Дифференцируя
выражение для 𝐹 по 𝐸𝑖, получаем выражение (в отсутствии поля 𝐸𝑖):

𝑃𝑖 = 𝛼𝑖𝑗ℎ𝑗 +
𝛽𝑖𝑗𝑘

2
ℎ𝑗ℎ𝑘 (3.2)

и аналогичное выражение для намагниченности:

𝜇0𝑚𝑖 = 𝛼𝑖𝑗𝐸𝑗 +
𝛾𝑖𝑗𝑘

2
𝐸𝑗𝐸𝑘 (3.3)

3.2 Монте–Карло модель 2D–ферромагнитной пленки на
сегнетоэлектрической подложке

При моделировании двумерной ФМ пленки и исследовании её магнитных
свойств была использована модель Изинга. Атомы плёнки, расположенные на
квадратной решётке с периодом 𝑎 (в недеформированном состоянии), характе­
ризуются наличием спина 𝑆, который может принимать два значения (1/2 либо
−1/2). Гамильтониан такой системы можно записать как:

𝐻 = −
∑︁
𝑖,𝑗

𝐽(𝑟𝑖,𝑗)𝑆𝑖𝑆𝑗, (3.4)
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где 𝑟𝑖𝑗 – расстояние между 𝑖 и 𝑗 атомами. 𝐽(𝑟𝑖𝑗) – обменный интеграл. При
деформации плёнки, расстояние между ближайшими соседями увеличивается
и требуется учитывать это при расчёте обменного интеграла. В общем случае
обменный интеграл убывает экспоненциально вместе с расстоянием, поэтому мы
можем ограничиться взаимодействием только между ближайшими соседями:

𝐽(𝑟𝑖𝑗) = 𝐽0𝑒
(−|𝑟𝑖𝑗−𝑎|/𝑟0), (3.5)

где 𝐽0 – обменный интеграл недеформированной ФМ пленки. Параметр 𝑟0

определяет степень убывания обменного интеграла с расстоянием и зависит от
вещества плёнки. Данная зависимость не учитывает эффекты дальнодействия,
присущи некоторым системам, т.к. эффекты дальнодействия подразумевают
взаимодействия не только между ближайшими соседями, но и со следующими,
что может сказаться на определении критической температуры. Для близко­
действующих систем, экспоненциальная зависимость обменного интеграла от
расстояния не является универсальной, она может быть и более сложной, одна­
ко она является базовой для спиновых моделей.

Влияние подложки на магнитные свойства плёнки проявляется через вза­
имодействие атомов плёнки и подложки. Атомы подложки на её поверхности
оказывают влияние на геометрическое положение атомов плёнки и это влия­
ние зависит от их взаимного расположения. Влияние подложки моделируется
с помощью двумерного потенциала с периодически расположенными потенци­
альными ямами. Здесь ограничимся случаем подложки с квадратной решёткой.
Для описания взаимодействия атомов пленки с поверхностью подложки исполь­
зуем двумерный потенциал Френкеля–Конторовой [175].

𝑈𝑠𝑢𝑏 =
𝛼𝐹𝐾

2

∑︁
𝑛

(︂
2 − cos

(︂
2𝜋𝑥𝑛

𝑏𝑥

)︂
− cos

(︂
2𝜋𝑦𝑛

𝑏𝑦

)︂)︂
, (3.6)

где 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 координаты на поверхности подложки, 𝑏𝑥 и 𝑏𝑦 периоды потенциала
подложки вдоль осей 𝑥 и 𝑦 соответственно (нормированные на 𝑎), 𝛼𝐹𝐾 – ам­
плитуда этого потенциала. В недеформированном состоянии подложка имеет
квадратную решётку, соответственно периоды потенциала вдоль осей равны
(𝑏𝑥 = 𝑏𝑦 = 𝑏). Внешнее электрическое поле деформирует подложку вдоль век­
тора напряженности поля. Предположим, что деформация подложки линейно
зависит от напряженности электрического поля 𝐸 (при малых деформациях).
В качестве упрощения, мы направили внешнее электрическое поле вдоль оси 𝑥.

𝑏𝑥 = 𝜖𝑏, (3.7)
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1 − 𝜖 = 𝛾𝐸, (3.8)

где 𝜖 – относительная деформация, а 𝛾 – сегнетоэлектрическая постоянная,
характеризующая конкретное вещество.

В дополнение к взаимодействию с подложкой, в плёнке существует также
упругое взаимодействие между атомами. Ограничимся гармоническим прибли­
жением:

𝑈𝑖𝑛𝑡 =
𝑘

2

∑︁
𝑛,𝑚

(︀
(𝑥𝑛+1,𝑚 − 𝑥𝑛,𝑚 − 𝑎)2 + (𝑦𝑛,𝑚+1 − 𝑦𝑛,𝑚 − 𝑎)2

)︀
, (3.9)

где 𝑘 – упругая постоянная, а (𝑥𝑛,𝑚, 𝑦𝑛,𝑚) координаты (𝑛, 𝑚) атома.
Для определения равновесного положения атомов на поверхности подлож­

ки необходимо минимизировать полную упругую энергию системы атомов.

𝑈 = 𝑈𝑠𝑢𝑏 + 𝑈𝑖𝑛𝑡 → 𝑚𝑖𝑛, (3.10)

𝑈 =
𝛼𝐹𝐾

2

∑︁
𝑛

(︂
2 − cos

(︂
2𝜋𝑥𝑛

𝑏𝑥

)︂
− cos

(︂
2𝜋𝑦𝑛

𝑏𝑦

)︂)︂
+

𝑘

2

∑︁
𝑛,𝑚

(︀
(𝑥𝑛+1,𝑚 − 𝑥𝑛,𝑚 − 𝑎)2 + (𝑦𝑛,𝑚+1 − 𝑦𝑛,𝑚 − 𝑎)2

)︀
.

(3.11)

Равновесное положение атомов было найдено при помощи метода Монте
Карло. В качестве начального состояния была взята невозмущенная квадратная
решётка с периодом 𝑎. Равновесное состояние определялось методом последо­
вательных итераций. В качестве одной итерации выступало пробное смещение
каждого атома на случайный вектор, длина которого не превышала 0.1𝑎. Если
новое положение атома уменьшало общую энергию системы, то оно прини­
малось. В противном случае, атом оставался на своём месте. В равновесном
состоянии новые итерации никак не меняли взаимного расположения атомов.

Расположение атомов пленки на подложке определяется конкурирующи­
ми взаимодействиями: между собой и с подложкой. В отсутствии деформации,
атомы располагаются в минимумах потенциала подложки. Эти минимумы сме­
щаются от начального положения в зависимости от равновесной деформации
подложки. В результате, для некоторых атомов взаимодействие друг с другом
является доминирующим, тогда как для других существенную роль играет вза­
имодействие с подложкой. Это приводит к неравномерным смещениям атомов
плёнки относительно начального положения. Неоднородная деформация ФМ
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пленки Fe-Ga на однородно деформированной СЭ подложке наблюдалась экс­
периментально при помощи дифракции рентгеновских лучей [176].

После вычисления равновесного положения атомов проводилось исследо­
вания ее магнитных свойств. Намагниченность 𝑚 определялась как среднее
значение спина на узел.

𝑚 =
∑︁
𝑖

𝑆𝑖/𝑁, (3.12)

где 𝑁 означает общее число атомов плёнки.
Моделирование системы происходило в соответствии с кластерным ал­

горитмов Вольфа [132]. Для определения температуры фазовых переходов
использована теория конечно–размерного масштабирования [102]. Кумулянты
Биндера четвертого порядка для различных линейных размеров системы 𝐿

определялись как [101]:

𝑈4 = 1 − ⟨𝑚4⟩
3⟨𝑚2⟩2

. (3.13)

Угловые скобки обозначают усреднение по термодинамическим состояни­
ям. Температура Кюри определялась из пересечения зависимостей кумулянтов
Биндера от температуры для разных размеров системы.

3.2.1 Результаты моделирования

С помощью компьютерного моделирования были исследованы системы с
линейными размерами 𝐿 от 18 до 204. При этом необходимо было выбрать
различные наборы 𝐿 для различных периодов потенциала 𝑏 для соблюдения гра­
ничных условий (при 𝑏 ̸= 𝑎), а именно для того, чтобы на целое число 𝐿 атомов
плёнки приходилось целое число 𝑁𝑝 минимумов потенциала подложки, то есть
𝐿𝑎 = 𝑁𝑝𝑏, где 𝐿 и 𝑁𝑝 – целые числа. Центральный атом плёнки фиксируется
(т.е. остается неподвижным), на систему накладываются периодические гра­
ничные условия. Расчет равновесного расположения атомов плёнки занимает
100 000 МК шагов. Затем рассчитывается эволюция магнитной системы: пер­
вые 100 000 МК шагов отбрасываются, а термодинамические характеристики
рассчитываются в течении следующих 50 000 МК шагов. При расчете эволю­
ции магнитной системы один МК шаг соответствовал попытке перевернуть
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выбранный кластер согласно алгоритму Вольфа. Расчет температуры Кюри
с помощью кумулянтов Биндера четвертого порядка (3.13) для различных 𝐿

показан на рисунке 3.1.

Рисунок 3.1 — Определение температуры Кюри в месте пересечения кумулянтов
Биндера 4 порядка для различных размеров системы.

Для упрощения, моделирование проводилось в относительных величинах.
В качестве единицы длины было выбрано межатомное расстояние 𝑎 = 1. Еди­
ничное значение также принято для СЭ постоянной (|𝛾| = 1). Другое значение
СЭ постоянной приведет к изменениям характерных значений напряженности
электрического поля, но основные зависимости не меняются. Вычисления про­
водились в интервале от 𝐸 = 0 до 𝐸 = 0.1. Сжатие или растяжение подложки
зависит от знака величины 𝛾. Значения 𝛾 > 0 приводит к сжатию подложки
и 𝐸 = 1 − 𝜖, 𝛾 < 0 приводит к растяжению подложки и 𝐸 = 𝜖 − 1. Для упру­
гой постоянной также было выбрано единичное значение (𝑘 = 1). Амплитуда
потенциала подложки измеряется в единицах упругой постоянной. Вычисления
проводились для трех значений: 𝛼𝐹𝐾 = 0.1, 𝛼𝐹𝐾 = 0.5, 𝛼𝐹𝐾 = 1.0. График
зависимости температуры Кюри от напряженности внешнего электрического
поля представлен на рисунке 3.2.
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Рисунок 3.2 — Зависимость температуры Кюри от напряженности внешнего
электрического поля при различных амплитудах потенциала подложки

Можно заметить, что деформация подложки под воздействием внешнего
электрического поля приводит к уменьшению температуры Кюри. Такое по­
ведение зависимости температуры Кюри находится в качественном согласии с
экспериментальными данными [65]. Авторы отметили уменьшение температу­
ры фазового перехода с 240 K до 160 K плёнки La0.7Ca0.3MnO3 под действием
сжатия СЭ подложки BaTiO3 на 1%. При растяжении подложки на 6%, темпера­
тура Кюри уменьшилась до 195 K. Уменьшение температуры фазового перехода
связано с перестройкой кристаллической структуры плёнки. Как при сжатии,
так и при растяжении деформация происходит неравномерно (рисунок 3.3).

На рисунке 3.3 можно заметить, что сжатие и растяжение вдоль оси 𝑥 при­
водит к формированию периодической структуры ФМ плёнки. В обоих случаях
это происходит в результате конкуренции двух факторов. При сжатии внут­
ри каждой полосы плотность атомов повышается, что приводит к повышению
температуры Кюри. Однако между полосами образуются области пониженной
концентрации, что приводит к снижению температуры фазового перехода. А
при растяжении внутри каждой полосы понижается концентрация атомов, что
приводит к снижению температуры Кюри. Одновременно с этим происходит
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Рисунок 3.3 — Расположение атомов плёнки под действием растяжения (а) и
сжатия (б) подложки (𝛼𝐹𝐾=1.0). Атомы недеформированной плёнки распола­

гаются на пересечении вертикальных и горизонтальных линий.

наслоение соседних полос, приводящее к повышению концентрации атомов в
области перекрытия и повышению температуры фазового перехода. В обоих
случаях доминируют факторы, снижающие температуру Кюри, но величина
снижения получается разной.
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Рисунок 3.4 — Зависимость намагниченности тонкой плёнки от напряженности
внешнего электрического поля для 𝛼𝐹𝐾=1.0 при температуре ниже точки Кюри
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МЭ эффект состоит в изменении намагниченности пленки при помещении
системы во внешнее электрическое поле и наблюдается в ферромагнитной фа­
зе. Поэтому система рассматривалась при температурах ниже точки Кюри. На
рисунке 3.4 приведена зависимость намагниченности тонкой пленки от напря­
женности внешнего электрического поля при трех различных температурах.

Намагниченность ФМ плёнки уменьшается во внешнем электрическом
поле из–за изменения температуры Кюри. Внешнее электрическое поле при
фиксированной температуре приближает систему к точке фазового перехода,
что приводит к снижению намагниченности.

3.2.2 Теория среднего поля

Построим модель нашей системы в рамках теории среднего поля. Свобод­
ная энергия системы может быть записана в виде суммы:

𝐹 = 𝐹𝑀 + 𝐹𝐷𝐹 + 𝐹𝑀𝐷 + 𝐹𝐷𝑆 + 𝐹𝑆𝐹 + 𝐹𝐹𝐸. (3.14)

Здесь, 𝐹𝑀 – свободная энергия намагниченности тонкой ФМ плёнки, 𝐹𝐷𝐹

– энергия деформации тонкой плёнки, 𝐹𝑀𝐷 – энергия магнитострикции, 𝐹𝐷𝑆

– энергия деформации СЭ подложки, 𝐹𝑆𝐹 – энергия взаимодействия плёнки и
подложки, 𝐹𝐹𝐸 – энергия взаимодействия СЭ подложки и внешнего электри­
ческого поля.

Вблизи точки фазового перехода второго рода свободная энергия намагни­
ченности ферромагнитной пленки может быть записана в виде ряда по степеням
намагниченности [177].

𝐹𝑀 = 𝐴𝑚2 + 𝐵𝑚4. (3.15)

где 𝐵 – положительная постоянная.

𝐴 = 𝛼(𝑇 − 𝑇0). (3.16)

где 𝛼 – положительная постоянная, 𝑇 – температура системы, 𝑇0 температура
Кюри ФМ плёнки в отсутствии внешнего воздействия.

При однородных деформациях пленки свободная энергия может быть за­
писана в виде:

𝐹𝐷𝐹 = 𝐶𝑥2. (3.17)
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где 𝑥 – изменение линейных размеров плёнки, 𝐶 – модуль упругости плёнки.
Энергию упругой деформации подложки можно записать аналогичным

образом:
𝐹𝐷𝑆 = 𝐺𝑦2. (3.18)

где 𝑦 – изменение линейных размеров подложки, а 𝐺 – модуль упругости под­
ложки.

Энергия магнитоупругости для большинства материалов записывается в
квадратичной форме:

𝐹𝑀𝐷 = 𝐷𝑚2𝑥. (3.19)

где 𝐷 – положительная постоянная магнитоупругости.
Энергия взаимодействия СЭ подложки с внешним электрическим полем

носит линейный характер:

𝐹𝐹𝐸 = 𝐻𝑦𝐸. (3.20)

где 𝐻 – положительная постоянная.
При малых деформациях подложки, можно учитывать только линейный

характер взаимодействия между деформациями плёнки и подложки.

𝐹𝑆𝐹 = 𝑅𝑥𝑦. (3.21)

где 𝑅 – положительная постоянная.
Таким образом свободная энергия тонкой ФМ плёнки на СЭ подложке

принимает следующий вид:

𝐹 = 𝐴𝑚2 + 𝐵𝑚4 + 𝐶𝑥2 + 𝐷𝑚2𝑥 + 𝐺𝑦2 + 𝑅𝑥𝑦 + 𝐻𝑦𝐸. (3.22)

Равновесное состояние системы во внешнем электрическом поле описыва­
ется следующими условиями: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹
𝜕𝑚 = 0,

𝜕𝐹
𝜕𝑥 = 0,

𝜕𝐹
𝜕𝑦 = 0.

(3.23)

Отсюда получаем систему уравнений для равновесных значений дефор­
маций (𝑥,𝑦) и намагниченности.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2𝐺𝑦 + 𝐻𝐸 + 𝑅𝑥 = 0,

2𝐶𝑥 + 𝐷𝑚2 + 𝑅𝑦 = 0,

2𝐴𝑚 + 4𝐵𝑚3 + 2𝐷𝑚𝑥 = 0.

(3.24)
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Считая, что система находится в ФМ фазе (𝑚 ̸= 0) и решая данную
систему уравнений, получим зависимость намагниченности тонкой пленки от
напряженности электрического поля, приложенного к подложке.

𝑚2 =
𝐴 + 𝐷𝑅𝐻𝐸

𝐷2 + 2𝐵𝑅2 − 8𝐵𝐶𝐺
. (3.25)

Общий вид зависимости намагниченности от электрического поля име­
ет вид:

𝑚2 = 𝐴′ + 𝛽𝐸. (3.26)

Причем 𝐴′ ∼ 𝛼(𝑇 −𝑇0). Для сравнения этого вывода с результатами компьютер­
ного моделирования был построен график зависимости 𝑚2(𝐸) при различных
температурах (рисунок 3.5).
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Рисунок 3.5 — Зависимость квадрата намагниченности тонкой пленки от напря­
женности электрического поля при различных температурах (𝛼𝐹𝐾 = 1.0)

Зависимость 𝑚2(𝐸) близка к линейной при малых значениях 𝐸. При
𝐸 > 0.06 зависимость перестаёт быть линейной и приближение теории среднего
поля перестаёт работать. Повышение температуры приводит к параллельному
смещению графика вдоль оси 𝑦. Общий вид графиков соответствует выводом
данной модели на основе теории среднего поля.
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Рассмотрим изменение температуры фазового перехода в тонкой пленке
под влиянием деформаций подложки во внешнем электрическом поле. Обо­
значим новую температуру фазового перехода 𝑇𝐶 . В точке фазового перехода
намагниченность, как параметр порядка системы, имеет нулевое значение (𝑚 =

0). Отсюда можем записать уравнение:

𝛼(𝑇𝐶 − 𝑇0) + 𝐷𝑅𝐻𝐸 = 0. (3.27)

И температура фазового перехода может быть выражена как:

𝑇𝐶 = 𝑇0 − 𝐷𝑅𝐻

𝛼
𝐸. (3.28)

Таким образом, внешнее электрическое поле приводит к снижению тем­
пературы Кюри в тонкой пленке на СЭ подложке. Причем уменьшение
температуры линейно зависит от напряженности электрического поля. Если
сравнить эти результаты с рисунком 3.2, то можно сделать вывод, что теория
среднего поля применима также только при слабых полях.

3.3 Выводы по главе

Было проведено компьютерное моделирование влияния СЭ подложки на
состояние и магнитные свойства 2D ФМ нанопленок. Результаты показывают,
что однородные деформации подложки приводят к неоднородным дефор­
мациям пленки. Деформации пленки обусловлены взаимодействием между
подложкой и атомами пленки. При сжатии подложки происходит образование
полосовых структур в пленке. Полосы повышенной плотности разделены поло­
сами с пониженной концентрацией атомов. Растяжение подложки приводит к
образованию структур с повышенной концентрацией атомов. Деформации под­
ложки могут быть вызваны нагреванием или внешним электрическим полем. В
этом случае можно говорить о структурном фазовом переходе, индуцирован­
ном подложкой.

Деформационный обратный магнитоэлектрический эффект в гетерострук­
туре, состоящей из ФМ плёнки La0.7Sr0.3MnO3 на монокристаллической подлож­
ке BaTiO3, исследован в работах [178; 179]. Связь плёнки с подложкой приводит
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к прерывистым изменениям намагниченности во внешнем электрическом по­
ле. При электрическом поле 8 кВ/см сдвиг коэрцитивной силы составляет
55%. В статье [180] продемонстрировано изменение намагниченности насы­
щения ультратонких ФМ плёнок Pd в гетероструктурах Pd/SrTiO3/BaTiO3,
исследованное экспериментально и на основе расчётов из первых принципов.
При структурных фазовых переходах в подложке BaTiO3 намагниченность Pd
уменьшается примерно на 5% вследствие деформационного эффекта. Расчёты
из первых принципов дают значения 3–4%.

Изменение структуры пленки приводит к изменениям ее магнитных
свойств. Под действием деформаций подложки происходит сдвиг температуры
Кюри. Она понижается как при сжатии, так и при растяжении подлож­
ки. Изменение температуры фазового перехода обусловлено зависимостью
обменного интеграла от расстояния между спинами. Снижение температуры
Кюри при деформациях подложки объясняется неоднородными изменениями
в расположении атомов пленки. Как при растяжении, так и при сжатии на­
блюдается конкуренция двух факторов. Области повышенной концентрации
атомов стремятся повысить температуру Кюри, тогда как области понижен­
ной концентрации атомов понижают её. Эти тенденции связаны с линейной
зависимостью температуры фазового перехода от значения обменного интегра­
ла. Доминирование областей с пониженной концентрацией атомов обусловлено
экспоненциальным законом убывания обменного интеграла с расстоянием. Эф­
фекты дальнодействия могут существенно изменить зависимость температуры
Кюри от деформаций подложки.

Основные результаты главы опубликованы в работе [A3].
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Глава 4. Исследование влияния подложки на критическое
поведение двухмерного ферромагнетика

Как хорошо известно, температура ФМ фазового перехода определяется
значением обменного интеграла материала, который сильно зависит от рассто­
яния между атомами. Влияние подложки может приводить к растяжению или
сжатию ФМ плёнки. В частности, материалы подложки и ФМ плёнки могут
обладать различными коэффициентами теплового расширения. Нагревание си­
стемы будет приводить к дополнительным деформациям и смещению точки
Кюри. Это явление получило название фазового перехода, индуцированного
подложкой.

Экспериментально такие фазовые переходы наблюдались для тонких плё­
нок MnAs на немагнитной подложке [181—183]. В этих экспериментах подложка
обладает кристаллической решёткой, отличной от плёнки, и задаёт ограничения
на размер плёнки, создавая дополнительные упругие напряжения. В статье [184]
экспериментально показано, что деформация растяжения ФМ плёнки MnAs, со­
ставляющая 0.5%, приводит к смещению точки Кюри на 50 K.

В настоящей главе проведено исследования влияния подложки на кри­
тическое поведение ФМ монослойной плёнки. При моделировании ФМ плёнки
была использована модель Изинга, а влияние подложки моделировалось при
помощи двумерного периодического потенциала. В результате были получены
зависимости температуры Кюри и критических индексов от периода потен­
циала подложки при различной амплитуде потенциала. Моделирование было
выполнено с помощью кластерного алгоритма Вольфа.

4.1 Постановка задачи

При компьютерном моделировании тонкой плёнки была использована мо­
дель Изинга на квадратной решётке с периодом 𝑎0. Потенциальная энергия
взаимодействия атомов плёнки в гармоническом приближении и при малости
деформаций относительно 𝑎0 будет иметь вид (3.9). Влияние подложки также
описывается в виде двумерного периодического потенциала Френкеля-Конторо­
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вой (3.6). Однако в отличии от главы 3, в которой внешнее электрическое поле
было направлено вдоль оси 𝑥 и фактически подложка деформировалась толь­
ко вдоль оси 𝑥, в данной главе рассматривается изменение периода потенциала
по осям 𝑥 и 𝑦. Общая потенциальная энергия системы также представлена в
виде суммы энергий взаимодействия атомов плёнки и периодического потенци­
ала подложки. На рисунке 4.1 схематично показаны магнитные спины атомов
плёнки, связанные между собой упругим взаимодействием и находящиеся в
двухмерном периодическом потенциале подложки.

Рисунок 4.1 — Схема квадратной решетки Изинга на подложке, смоделирован­
ной двухмерным потенциалом Френкеля-Конторовой. Стрелками обозначены
отдельные спины, зигзагом обозначено упругое взаимодействие между соседни­

ми атомами.

Если период невозмущённой решётки спинов совпадает с периодом под­
ложки, то атомы размещаются в минимумах потенциала и деформации решётки
не происходит. Температура Кюри и критические индексы системы остаются
неизменными. При несовпадающих периодах происходит деформация решётки.
В дальнейшем ограничимся случаем, когда различие периодов не превышает
10%. Деформация решётки приводит к изменению расстояния между атомами.
В результате изменяется обменный интеграл взаимодействия спинов атомов. Га­
мильтониан двумерной модели Изинга представлен в виде (3.4). Полная энергия
системы запишется следующим образом:
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𝐻 = −
∑︁
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)︂
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(4.1)

В зависимости обменного интеграла от расстояния между атомами пленки
используем линейное приближение:

𝐽(𝑟𝑖𝑗) = 𝐽0 − 𝜙(((𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)

2)1/2 − 𝑎0). (4.2)

Здесь 𝐽0 — обменный интеграл взаимодействия спинов исходной недефор­
мированной плёнки. Коэффициент 𝜙 показывает скорость убывания обменного
интеграла с расстоянием.

Компьютерное моделирование будем проводить с помощью кластерного
алгоритма Вольфа [132]. Температура фазового перехода 𝑇𝐶 определялась
с помощью гипотезы подобия как точка пересечения кумулянтов Биндера
четвертого порядка для систем с различными линейными размерами (выраже­
ние (3.13)). В качестве параметра порядка выбрана намагниченность плёнки,
определяемая в выражении (3.12).

Для определения соотношения критических индексов −𝛾/𝜈 была рассчи­
тана магнитная восприимчивость из флуктуационных соотношений [185]:

𝜒 = 𝑁𝐾
(︁⟨︀

𝑚2
⟩︀

− ⟨𝑚⟩2
)︁

, (4.3)

где 𝐾 = |𝐽0|/(𝑘𝐵𝑇 ), 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана. В критической области вос­
приимчивость удовлетворяет соотношению 𝜒 ∼ 𝐿−𝛾/𝜈. Критический индекс 𝜈

может быть вычислен из соотношения:

𝑑𝑈

𝑑𝑇
∼ 𝐿−1/𝜈. (4.4)

Другие критические индексы могут быть определены из скейлинговых
соотношений:

𝜂 = 2 − 𝛾/𝜈, 𝛽 =
𝜈

2
(𝑑 − 2 + 𝜂), 𝛼 = 2 − 𝑑𝜈. (4.5)

Размерность системы 𝑑 в нашем случае равна 2.
На рисунке 4.2 приведен пример определения критических индексов 𝛾/𝜈

с помощью скейлингового выражения (1.19). На нём изображены значения
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восприимчивости в логарифмическом масштабе при температуре 𝑇𝐶 для раз­
личных размеров исследуемой решётки. Линеаризация этих данных методом
наименьших квадратов даёт искомое значение критических индексов как тан­
генс угла наклона полученной прямой.

Рисунок 4.2 — Определение критических индексов 𝛾/𝜈 с помощью теории ко­
нечно-размерного скейлинга. Полученное значение выделено темной рамкой.

Перед исследованием критических явлений мы должны определить ос­
новное состояние кристаллической решётки плёнки. Для этого осуществлялся
поиск минимума потенциальной энергии системы: 𝑈 = 𝑈𝑖𝑛𝑡 + 𝑈𝑠𝑢𝑏 → 𝑚𝑖𝑛. Дан­
ная процедура была описана в главе 3.

При несовпадении периода невозмущённой плёнки и подложки (𝑎0 ̸= 𝑏)
большое значение имеет выбор граничных условий. Этот вопрос также услож­
няется необходимостью согласования алгоритма поиска основного состояния и
последующего применения алгоритма Вольфа. Если крайние атомы закреплены
на границе подложки, а коэффициент покрытия равен единице, то остальные
атомы размещаются в минимумах потенциальной энергии подложки [186—190].
Происходит линейное увеличение или уменьшение кристаллической решётки.
Этот случай легко описывается без использования компьютерного моделиро­
вания.
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2D модель Изинга с постоянным обменным интегралом принадлежит к
классу точно решаемых моделей [18]. Температура фазового перехода пропор­
циональна величине обменного интеграла:

𝑇𝐶 =
2𝐽(𝑎)

𝑘𝐵𝑙𝑛
(︀
1 +

√
2
)︀ = 2.269𝐽(𝑎)/𝑘𝐵, (4.6)

где 𝑘𝐵-постоянная Больцмана, 𝑎 - расстояние между атомами.
Для учета влияния подложки можно разложить обменный интеграл в ряд

по малому параметру 𝜎.

𝐽(𝑎) = 𝐽(𝑎0 + 𝜎𝑎0) = 𝐽0 + 𝜙𝜎, 𝜙 = 𝑎0
𝑑𝐽(𝑎)

𝑑𝑎

⃒⃒⃒
𝑎=𝑎0

. (4.7)

Учитывая это, температуру фазового перехода можно записать в виде:

𝑇𝐶 = 2.269𝐽(𝑎)/𝑘𝐵 = 2.269𝐽0/𝑘𝐵 + 2.269𝜎𝜙/𝑘𝐵 = 𝑇0 + Δ𝑇. (4.8)

Влияние подложки приводит к сдвигу температуры фазового перехода,
который зависит от разности периода потенциала подложки и межатомного
расстояния невозмущенной плёнки:

Δ𝑇 = 2.269
𝜙(𝑏 − 𝑎0)

𝑘𝐵𝑎0
. (4.9)

Таким образом критическая температура изменяется линейно, пропорцио­
нально изменению размеров плёнки. Следует также заметить, что смещение 𝑇𝐶

может быть как положительным, так и отрицательным. Критические индексы
остаются неизменными.

Интерес представляют системы со свободными границами [189; 190]. Для
обеспечения свободных границ в двумерной системе производилась фиксация
положения одного атома в центре системы с координатами (𝑥0 = 𝐿/2; 𝑦0 = 𝐿/2).
Положение подложки выбиралось таким образом, чтобы этот атом располагал­
ся в минимуме потенциала. Положение остальных атомов в основном состоянии
определялось из условия минимума потенциальной энергии.
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4.2 Компьютерный эксперимент

При постановке компьютерного эксперимента было выбрано значение
𝐽0 = 1. В этом случае температура 𝑇 и скорость убывания обменного интегра­
ла с расстоянием измеряются в относительных единицах, пропорциональных 𝐽0.
Также было выбрано значение 𝜙 = 1. Данный параметр влияет на угол накло­
на кривой зависимости критической температуры. Увеличение или уменьшение
значения 𝜙 приводит к пропорциональному изменению угла наклона, не влияя
на общий вид зависимости. Для периода недеформированной кристаллической
решётки плёнки использовалось значение 𝑎0 = 1, так как оно является харак­
терным масштабом системы. Остальные геометрические параметры системы
измеряются в единицах 𝑎0. По аналогичным причинам использовалось значе­
ние 𝑘 = 1. Компьютерный эксперимент проводился с двумя относительными
значениями амплитуды потенциала подложки 𝛼𝐹𝐾 = 0.01 и 𝛼𝐹𝐾 = 0.1. Пери­
од потенциала подложки принимал значения от 𝑏 = 0.9 до 𝑏 = 1.1 с шагом
Δ𝑏 = 0.01. Размер системы изменялся от 𝐿 = 20 до 𝐿 = 50 с шагом Δ𝐿 = 10.

Рисунок 4.3 — Зависимость температуры фазового перехода в плёнке 𝑇𝐶 от
периода потенциала подложки 𝑏 при двух значениях амплитуды потенциала
подложки (сплошная линия — 𝛼𝐹𝐾 = 0.1, пунктирная линия — 𝛼𝐹𝐾 = 0.01)
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На рисунке 4.3 представлена зависимость температуры фазового перехо­
да в плёнке 𝑇𝐶 от периода потенциала подложки 𝑏 при значениях амплитуды
потенциала 𝛼𝐹𝐾 = 0.01 и 𝛼𝐹𝐾 = 0.1.

Как и следовало ожидать, оба параметра подложки (амплитуда и пери­
од) оказывают влияние на фазовый переход в ФМ плёнке. При уменьшении
периода подложки (𝑏 < 1) происходит уменьшение постоянной решётки плён­
ки. Вследствие этого уменьшается расстояние между спинами и увеличивается
значение обменного интеграла, которое приводит к росту температуры Кюри.
Упругое взаимодействие между атомами препятствует сжатию, и атомы нахо­
дятся не в минимумах потенциала подложки, поэтому изменение температуры
фазового перехода носит нелинейный характер. На рисунке 4.3 видно, что чем
выше амплитуда потенциала подложки, тем кривая температуры Кюри бли­
же к прямой. При деформациях сжатия, соответствующих 𝑏 < 0.95 и низкой
амплитуде потенциала подложки, температура фазового перехода выходит на
постоянное значение. Упругие силы кристаллической решётки препятствуют
дальнейшему сжатию.

Аналогичная картина наблюдается и при малых деформациях растя­
жения. При деформациях, возникающих в связи с увеличением периода
потенциала меньше чем на 5% происходит простое растяжение решётки, со­
провождающееся уменьшением температуры Кюри. Как и в случае сжатия,
величина деформации зависит от амплитуды потенциала подложки. Однако
при растяжении, соответствующему некоторому критическому значению пери­
ода 𝑏𝑐 (𝑏 > 𝑏𝑐), происходит резкий скачок температуры фазового перехода
с дальнейшим её плавным уменьшением. Для 𝛼𝐹𝐾 = 0.1 критическое значе­
ние 𝑏𝑐 = 1.06, для 𝛼𝐹𝐾 = 0.01 критическое значение 𝑏𝑐 = 1.05. Как показал
анализ конфигурации размещения атомов, при 𝑏 > 𝑏𝑐 происходит перестройка
кристаллической решётки плёнки, то есть в системе наблюдается структурный
фазовый переход. Точка 𝑏 = 𝑏𝑐 является тройной: в ней происходит пересече­
ние линии структурного фазового перехода с линией ФМ фазового перехода.
Причём изменение кристаллической решётки происходит скачкообразно, что го­
ворит о фазовом переходе первого рода. Изменение геометрии системы также
подтверждается зависимостью отношения критических индексов 𝛾/𝜈 от перио­
да потенциала подложки, приведённой на рисунке 4.4.

Для отношения критических индексов 𝛾/𝜈 наблюдается ступенчатое из­
менение при 𝑏 > 𝑏𝑐. Происходит перестройка системы, которая переводит её
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Рисунок 4.4 — Зависимость отношения критических индексов 𝛾/𝜈 от периода
потенциала подложки 𝑏 при различных значениях амплитуды потенциала 𝛼𝐹𝐾

(сплошная линия — 𝛼𝐹𝐾 = 0.1, пунктирная линия — 𝛼𝐹𝐾 = 0.01)

в новый класс универсальности критического поведения. Однако из графи­
ка изменения отношения критических индексов видно, что изменение класса
универсальности также происходит при 𝑏 < 0.95 и сопровождается не скач­
кообразным изменением критической температуры, а плавным изменением
критических индексов. Отсюда можно сделать вывод, что при деформации сжа­
тия, соответствующей уменьшению периода потенциала подложки на 5%, также
происходит структурный фазовый переход. Однако этот переход является пере­
ходом 2 рода и происходит в виде непрерывного изменения кристаллической
структуры.

4.3 Выводы по главе

Компьютерное моделирование показало, что изменение состояния подлож­
ки приводит к деформации кристаллической решётки плёнки, изменяющей её
магнитное поведение. При малых деформациях плёнки, вызванных влиянием
подложки, происходит простое увеличение элементарной ячейки, что приводит
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к линейному изменению температуры Кюри. Критические индексы системы
остаются неизменными. Практически все экспериментальные работы исследуют
именно этот режим. Так, в статье [191] исследуются ФМ плёнки NiO на ориен­
тированной сегнетоэлектрической монокристаллической подложке. Показано,
что изменение температуры системы на 50 К приводит к изменению намагни­
ченности на 15%. В работе [192] проведено исследование ФМ плёнки LaCoO3−𝛿

на различных подложках, обеспечивающих её деформацию (от 1.4% сжатия до
2.5% растяжения). Показано, что при растяжении плёнки она переходит в ФМ
состояние при температуре 80–85 К, что не совпадает с точкой Кюри для неде­
формированной плёнки. В статье [193] исследованы управляемые деформации в
тонких плёнках Nd0.5Sr0.5MnO3 на подложках La0.18Sr0.82 и SrTiO3. Деформации
вызваны несоответствием решёток плёнки и подложки. Плёнка, осаждённая на
SrTiO3, демонстрирует деформации растяжения 1.3%, что приводит к пониже­
нию температуры Кюри до 210 К. Снижение температуры фазового перехода
наблюдается также на подложке La0.18Sr0.82, вызывающей неизотропные дефор­
мации. В статье [194] исследованы магнитные свойства плёнок магнетита Fe3O4,
выращенных на подложках MgAl2O4, MgGa2O4 и CoGa2O4 с различной степе­
нью рассогласования решёток (3.8%, -1.4% и -0.8% соответственно). Подложки
индуцируют упругие напряжения в плёнке, что приводит к значительному из­
менению её магнитных свойств.

Как показали исследования, результаты которых приведены в этой главе,
если периоды решётки плёнки и подложки отличаются более чем на 5%, то су­
щественно меняется характер поведения намагниченности плёнки. Это связано
с перестройкой кристаллической решётки плёнки. Происходит структурный фа­
зовый переход и изменяется класс универсальности, к которому относится ФМ
плёнка. Это изменение сказывается как на температуре Кюри, так и на крити­
ческих индексах. Точка на фазовой диаграмме, соответствующая отклонению
периода плёнки и подложки на 5%, по-видимому, является тройной точкой пе­
ресечения ФМ и структурного фазовых переходов в тонкой плёнке.

Основные результаты главы опубликованы в работах [A1; A4].
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Глава 5. Влияние магнитного поля и температуры на магнитную
структуру 2D-магнетика на подложке

Интерес к исследованию свойств наноструктур на основе 2D-магнитных
материалов обусловлен широкой перспективой их применения в качестве элек­
тронных устройств спинтроники. 2D-магнетики делают возможным создание
нового типа энергонезависимой памяти с более высокой плотностью записи. В
качестве единицы информации в такой памяти могут выступать топологически
защищенные вихреобразные спиновые структуры - скирмионы.

5.1 Магнитные скирмионы

Сам термин появился в честь Тони Скирми, предложившего такую модель
существования стабильных частиц [195] на примере адронов в ядерной физике.
Вскоре выяснилось, что такая модель хорошо подходит и для физики конден­
сированного состояния в части описания жидких кристаллов, Бозе конденсата
и квантового эффекта Холла.

Рисунок 5.1 — Примеры различных топологических спиновых структур: (𝑎) -
хеджехог (Hedgehog), (𝑏) - скирмион Неелеевского типа, (𝑐) - скирмион Бло­
ховского типа, (𝑑) - антискирмон, (𝑒) - скирмиониум, (𝑓) - бискирмион, (𝑔) -
скримион в плоскости, (ℎ) - скирмион в геликоидальном окружении, (𝑖) - хи­

ральный поплавок, (𝑗) - причесанный анти-хеджехог из (𝑖) [196].

После появления теории Скирми было предсказано также существование
топологически защищенных спиновых структур в хиральных магнетиках, кото­
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рые можно назвать магнитными скирмионами. Позже это предположение было
подтверждено и для объёмных структур и для тонких пленок и для монослоёв.
После этого было обнаружено большое количество новых топологических маг­
нитных структур, часть из которых схематически изображена на рисунке 5.1.

Топологическая защищенность скирмионных состояний обуславливается
неизменностью скирмионного числа. Скирмионное число 𝑁𝑠𝑘 определяет сколь­
ко раз направление спина S (r) = S (𝑥,𝑦) оборачивается вокруг единичной
сферы [197; 198]:

𝑁𝑠𝑘 =
1

4𝜋

∫︁ ∫︁
𝑑2rS ·

(︂
𝜕S
𝜕𝑥

× 𝜕S
𝜕𝑦

)︂
(5.1)

Механизмы образования магнитных скирмионов [199]:
1. Дальнодействующее диполь-дипольное взаимодействие в тонких маг­

нитных пленках с анизотропией типа легкой оси, направленной
вне плоскости. Диполь-дипольное взаимодействие способствует на­
магничиванию в плоскости, тогда как анизотропия способствует
намагничиванию вне плоскости. В результате конкуренции между
двумя взаимодействиями возникает периодические полосы, в которых
намагниченность вращается в плоскости, перпендикулярной плёнке.
Приложенное поле, перпендикулярное плёнке создаёт из такой струк­
туры массив магнитных скирмионов и пузырьков.
В этом случае размер скирмионов составляет обычно от 100нм до 1мкм,
что сравнимо с периодом спирали, определяемым отношением величин
диполь-дипольного и обменного взаимодействий.

2. Взаимодействие Дзялошинского-Мория (ДМ). Оно проявляется в
нецентросимметричных кристаллах, таких как MnSi, Fe1−𝑥Co𝑥Si, FeGa,
Mn1−𝑥Fe𝑥Ge. В этом случае под действием внешнего магнитного поля
происходит превращение из геликоидальной спиральной структуры в
скирмионы с треугольной решеткой.
Размер скирмионов составляет 5-100нм.

3. Фрустрированное обменное взаимодействие и
4. Четырех-спиновое обменное взаимодействие могут приводить к скир­

мионным структурам атомарного размера (около 1нм).
Одними из многих материалов, в которых возможно образование магнит­

ных скирмионов, являются кубические нецентросимметричные магнетики. В
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них может присутствовать неколлинеарные спиновые конфигурации, которые
могут состоять из одной или нескольких спиралей, тем самым образуя скир­
мионы. В континуальном приближении антисимметричное ДМ взаимодействие
описывается Гамильтонианом [200; 201]:

𝐻 =

∫︁
𝑑𝑟

[︂
𝐽

2
(∇S)2 + 𝐷S · (∇ × S) − B · S

]︂
(5.2)

где B - внешнее магнитное поле. Основное состояние, описываемое выраже­
нием (5.2) является геликоидальное с волновым вектором, величина которого
|k| = 2𝜋/𝜆 = 𝐷/𝐽 . Когда величина 𝐷/𝐽 мала, континуальное приближение
справедливо, а спины направлены перпендикулярно вектору k.

Силицид марганца (MnSi) со структурой B20 является примером гелико­
идального магнетика с |k| = 0.043 Å−1. На рисунке 5.2 представлена фазовая
диаграмма MnSi, полученная из эксперимента по рассеянию нейтронов [202]. На
нем видна двумерная скирмионная фаза (A-фаза). Эта фаза может быть пред­
ставлена как гибридное состояние, состоящее из трёх спиралей с волновыми
векторами, формирующими между собой угол 120∘.

Рисунок 5.2 — Фазовая диаграмма для MnSi. На вставке изображен схемати­
ческий вид скирмионов в треугольном кристалле, соответствующий «фазе А».
𝐵𝑎1, 𝐵𝑎2, 𝐵𝑐1, 𝐵𝑐2 критические значения магнитного поля на границах фаз [202].
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5.2 Монте-Карло модель кубического нецентросимметричного
2D-магнетика

В настоящей главе изучается 3D-модель Гейзенберга на квадратной
2D-решетке. Взаимодействие Дзялошинского-Мория лежит в плоскости (𝑥,𝑦)
для получения спиральной конфигурации спинов, внешнее магнитное поле при­
ложено вдоль оси 𝑧. Гамильтониан такой модели будет выглядеть следующим
образом [203]:

𝐻 = − 𝐷
∑︁
𝑖,𝑗

((S𝑖,𝑗 × S𝑖,𝑗+1)
𝑥 + (S𝑖,𝑗 × S𝑖+1,𝑗)

𝑦)

− 𝐽
∑︁
𝑖,𝑗

S𝑖,𝑗 · (S𝑖,𝑗+1 + S𝑖+1,𝑗) + 𝐴1

∑︁
𝑖,𝑗

(︁(︀
𝑆𝑥
𝑖,𝑗

)︀4
+
(︀
𝑆𝑦
𝑖,𝑗

)︀4
+
(︀
𝑆𝑧
𝑖,𝑗

)︀4
)︁

− 𝐴2

∑︁
𝑖,𝑗

(︀
𝑆𝑥
𝑖,𝑗𝑆

𝑥
𝑖,𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑖,𝑗𝑆
𝑦
𝑖+1,𝑗

)︀
− ℎ

∑︁
𝑖,𝑗

𝑆𝑧
𝑖,𝑗,

(5.3)

где 𝐽 – обменный интеграл ФМ взаимодействия, 𝐷 – взаимодействие Дзяло­
шинского-Мория, 𝐴1 и 𝐴2 – постоянные анизотропии (было принято 𝐴1 = 0.5),
ℎ – внешнее магнитное поле. Увеличение индексов 𝑖, 𝑗 соответствует движению
вдоль осей 𝑦 и 𝑥. Моделирование выполнялось на решётке размером 18×18, по­
этому отношение 𝐷/𝐽 было выбрано равным

√
6, что дает значение волнового

вектора 𝑘 = 2𝜋/6, позволяющее разместить на решетке несколько периодов спи­
рали. Для упрощения моделирования, постоянная решетки, как и постоянная
Больцмана были выбраны равными единице. При моделировании был исполь­
зован стандартный алгоритм Метрополиса. Первые 2 × 106 МК шагов на спин
для каждой температуры отбрасывались, термодинамические параметры рас­
считывались в течении следующих 2 × 106 МК шагов на спин.

Для анализа полученных конфигураций магнитной системы исполь­
зовалось Фурье преобразование ⟨Sk⟩ =

∑︀
r

⟨Sr⟩𝑒−𝑖kr усреднённой спиновой

конфигурации ⟨Sr⟩. Для определения типа полученной конфигурации строился
профиль интенсивностей |⟨Sk⟩|2 в плоскости (𝑘𝑥,𝑘𝑦).

Варьируя параметры анизотропии и внешнего поля можно добиться
нескольких видов спиновых конфигураций. Фазовая диаграмма данной систе­
мы при низкой температуре (𝑇 = 0.01) представлена на рисунке 5.3 [203].
Фазовое пространство при заданных параметрах делится на несколько фаз: 𝑆𝑆
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Рисунок 5.3 — Фазовая диаграмма модулируемой системы, описываемой выра­
жением (5.3) при низкой температуре (𝑇 = 0.01) [203]. Возле каждой фазы

схематически показан соответствующий профиль интенсивностей |⟨Sk⟩|2.

– спиральная фаза (spiral spin), 𝑆𝑃 – ФМ фаза (spin polarization), 𝑆𝐶 – скирми­
онный кристалл. Фаза 𝑆𝐶 подразделяется на 𝑆𝐶1 – пики интенсивности имеют
разную амплитуду, 𝑆𝐶2 – пики интенсивности имеют одинаковую амплитуду и
𝑆𝐶ℎ – шестиугольный профиль интенсивностей.

В данной главе исследована только скирмионная фаза 𝑆𝐶. Усредненные
спиновые конфигурации и профили интенсивностей для фаз 𝑆𝐶1, 𝑆𝐶2, 𝑆𝐶ℎ при
𝑇 = 0.01 изображены на рисунке 5.4.

Рисунок 5.4 — Спиновая конфигурация и профиль интенсивностей |⟨Sk⟩|2 для
скирмионных фаз при низкой температуре (𝑇 = 0.01). Стрелками обозначены

направления спинов в плоскости (𝑥,𝑦).

Фаза 𝑆𝐶1 и 𝑆𝐶2 образуются в результате суперпозиции двух спиралей
спинов ([10] и [01]), о чем наглядно свидетельствует их профиль интенсивно­
сти. При этом видно, что интенсивность одной из спиновых спиралей в 𝑆𝐶1
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заметно меньше другой. Фаза 𝑆𝐶ℎ промодулирована в трёх направлениях, от­
стоящих друг от друга на 120∘. Профиль интенсивности для фазы 𝑆𝐶ℎ имеет
шестиугольную форму.

Влияние магнитного поля на исследуемую систему показано на рисун­
ке 5.5. На нем представлены зависимости намагниченности и хиральности от
внешнего магнитного поля при низкой температуре (𝑇 = 0.01). Однородная
хиральность ϒ рассчитывалась по формуле:

8𝜋ϒ𝑖,𝑗 = S𝑖,𝑗 · (S𝑖,𝑗+1 × S𝑖+1,𝑗) + S𝑖,𝑗 · (S𝑖,𝑗−1 × S𝑖−1,𝑗) , (5.4)

ϒ =
∑︁
𝑖,𝑗

ϒ𝑖,𝑗

Рисунок 5.5 — Зависимость намагниченности 𝑚 и хиральности ϒ от внешнего
магнитного поля ℎ для различных значений параметра 𝐴2 (𝑇 = 0.01).

В отсутствии внешнего магнитного поля ϒ = 0 для 𝐴2 = 2 и 𝐴2 = 3

и система находится в фазе 𝑆𝐶1 и 𝑆𝐶2 соответственно, однако при включении
внешнего поля хиральность сразу становится ненулевой. Зависимость ϒ(𝑇 ) для
𝐴2 = 1 имеет иной характер: в отсутствии внешнего поля система находится в
фазе 𝑆𝑆, характеризующаяся спиральным упорядочением спинов в направле­
нии [11] плоскости (𝑥,𝑦), а хиральность резко увеличивается только при поле
ℎ > 2. В этот момент наблюдается переход из спиральной фазы 𝑆𝑆 в скирмион­
ную 𝑆𝐶ℎ (рис. 5.6). Из полученной зависимости видно, что система переходит
в ФМ фазу при значениях магнитного поля выше 5 для 𝐴2 = 2, 𝐴2 = 1 и
выше 7 для 𝐴2 = 3.

Изменение локальной хиральности при увеличении магнитного поля схе­
матически обозначено на рисунке 5.6. При ℎ = 0 для фаз 𝑆𝐶1 и 𝑆𝐶2 отчетливо
видны области формирования скирмионов (светлые участки) и антискирмионов
(темные участки). С повышением магнитного поля периодическая структура
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разрушается, и появляются одиночные скирмионы. На рисунке также отчетли­
во видно, как с повышением магнитного поля спиральная фаза 𝑆𝑆 переходит
в скирмионную 𝑆𝐶ℎ, но при дальнейшем увеличении поля одиночные скирми­
оны не появляются.

Рисунок 5.6 — Изменение магнитной структуры фаз 𝑆𝐶1, 𝑆𝐶2, 𝑆𝑆 под дей­
ствием магнитного поля. Темными и светлыми участками обозначены значения
локальной хиральности ϒ𝑖,𝑗. Красными стрелками обозначены направления спи­

нов в плоскости (𝑥,𝑦).

Влияние температуры на конфигурацию спинов скирмионных фаз пока­
зано на рисунке 5.7. При повышении температуры для фазы 𝑆𝐶1 пропадает
периодичность структуры по одной из осей (около 𝑇 = 0.2), т.е. одна спиновая
спираль исчезает, о чем наглядно свидетельствует исчезновение двух малых
пиков на профиле интенсивностей. Однако величина двух других пиков Брэгга
при этом остается неизменной (до 𝑇 < 0.4). При дальнейшем повышении темпе­
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ратуры пропадает периодичность и по второй оси, и при температуре 𝑇 > 0.5

усредненные направления спинов близки к нулю.
Периодическая структура фазы 𝑆𝐶2 начинает разрушаться при более

высоких температурах (T>0.4), чем в случае 𝑆𝐶1. При этом периодичность
структуры по осям 𝑥 и 𝑦 исчезает почти равномерно, и система не переходит
в состояние с одной спиралью.

Рисунок 5.7 — Эволюция конфигурации спинов при повышении температуры.
В правом нижнем углу для каждой температуры изображен соответствующий
профиль интенсивности. Стрелками обозначены направления отдельных спинов

в плоскости (𝑥,𝑦).

Внешнее магнитное поле, направленное по оси 𝑧, даёт преимущество для
спинов, ориентируемых перпендикулярно плоскости (𝑥,𝑦), поэтому с повыше­
нием температуры модулированная структура фазы 𝑆𝐶ℎ в плоскости (𝑥,𝑦)
исчезает, и система переходит в ФМ фазу.

Для определения температуры фазового перехода использован метод ку­
мулянтов Биндера четвертого порядка (3.13) для различных размеров решеток.
Вместо намагниченности 𝑚 была выбрана амплитуда малых пиков Брэгга на
профиле интенсивности |⟨Sk⟩|2 для фазы 𝑆𝐶1. Определение температуры фа­
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зового перехода схематично изображено на рисунке 5.8. Температура фазового
перехода для фазы 𝑆𝐶1 составила 0.19, для фазы 𝑆𝐶2 - 0,55.

Рисунок 5.8 — Определение температуры фазового перехода 𝑇𝑐 методом куму­
лянта Биндера четвертого порядка для фазы 𝑆𝐶1.

Влияние температуры на спиновую структуру можно исследовать с
помощью определения параметра порядка, что непросто сделать для неколли­
неарного расположения спинов [41]. Для этого необходимо провести сравнение
спиновой конфигурации Sr при температуре 𝑇 на каждом МК-шаге с основным
состоянием системы. Далее нужно провести усреднение по всем МК-шагам и по
всем спинам. Таким образом, параметр порядка 𝑄 определяется аналогично па­
раметру порядка Эдварда-Андерсона для спиновых стекол [204]:

𝑄(𝑇 ) =
1

𝐿2𝑛𝑠𝑡𝑒𝑝

∑︁
𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑛𝑠𝑡𝑒𝑝

Sr(𝑇 ) · S0
r

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (5.5)

где Sr(𝑇 ) - конфигурация магнитной системы при температуре 𝑇 для каждого
МК-шага, 𝑛𝑠𝑡𝑒𝑝 – общее количество МК-шагов, 𝐿 – размер решетки, S0

r - основ­
ное состояние магнитной системы. При таком определении параметр порядка
𝑄(𝑇 ) будет близок к единице, когда все спины в текущей конфигурации сла­
бо отклоняется от основного состояния, а при переходе в парамагнитную фазу
𝑄(𝑇 ) будет близок к 0.

Далее необходимо рассмотреть вопрос о том, является ли скирмионная
фаза основным состоянием исследуемой системы. Для этого были рассчита­
ны конфигурации магнитной системы для трёх скирмионных фаз при нулевой
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температуре с помощью алгоритма Метрополиса, при этом все энергетически
невыгодные изменения конфигурации отбрасывались. Расчет подтвердил, что
основным состоянием системы при параметрах (𝐴2,ℎ) = (2,0) и (3,0) действи­
тельно является скирмионная фаза, состоящая из двух спиновых спиралей.
Однако для (𝐴2,ℎ) = (1,2) этого сделать не удалось.

Температурная зависимость параметра порядка 𝑄(𝑇 ) для скирмионных
фаз 𝑆𝐶1, 𝑆𝐶2 показана на рисунке 5.9.

Рисунок 5.9 — Зависимость параметра порядка от температуры для скирмион­
ных фаз 𝑆𝐶1, 𝑆𝐶2.

Обращая внимание на то, что здесь было важно исследовать процесс раз­
рушения скирмионной фазы, в качестве основного состояния были рассмотрены
также конфигурации, полученные другим путем.

Так как основным показателем, определяющим тип спиновой конфигу­
рации, стал профиль интенсивностей |⟨Sk⟩|2, то и факт перехода из одной
конфигурации к другой можно отследить по изменению этого профиля. Поэто­
му в качестве основного состояния можно взять такие спиновые конфигурации,
которые соответствовали бы профилям интенсивностей для скирмионной фазы.
Чтобы получить такие конфигурации, профили интенсивностей, полученные
при 𝑇 = 0.01 были очищены от всех примесей, то есть были оставлены только
основные пики. Далее с помощью обратного Фурье-преобразования получены
требуемые конфигурации. Они и были приняты в качестве основного состоя­
ния при расчете зависимости 𝑄(𝑇 ) на рисунке 5.10.
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Рисунок 5.10 — Зависимость 𝑄(𝑇 ) для фаз 𝑆𝐶1, 𝑆𝐶2, 𝑆𝐶ℎ при S0
r, полученном

с помощью обратного Фурье-преобразования.

Сравнение рисунков 5.9 и 5.10 говорит о качественном совпадении зави­
симостей 𝑄(𝑇 ) при S0

r, полученном с помощью алгоритма Метрополиса и с
помощью обратного преобразования Фурье.

По зависимости 𝑄(𝑇 ) для фазы 𝑆𝐶1 можно сделать вывод о том, что пе­
реход в парамагнитную фазу осуществлялся в два этапа. Для понимания этого
процесса рассмотрим температурную зависимость параметра порядка отдельно
для каждой компоненты. На рисунке 5.11 изображены отдельно зависимости
𝑄𝑥(𝑇 ), 𝑄𝑦(𝑇 ) и 𝑄𝑧(𝑇 ).

Рисунок 5.11 — Параметр порядка отдельных компонент спиновых конфигура­
ций для фазы 𝑆𝐶1.

Рисунок 5.11 показывает, что для 𝑇 < 0.1 фаза 𝑆𝐶1 сохраняется, в про­
межутке от 𝑇 = 0.1 до 0.2 пропадает упорядочение по оси 𝑥, что соответствует
картине, представленной на рисунке 5.7. Для 𝑇 > 0.3 пропадает порядок по оси
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𝑦. При этой же температуре начинает разрушаться фаза 𝑆𝐶2. Фаза 𝑆𝐶ℎ начина­
ет разрушаться ещё при температуре 𝑇 < 0.1 и к 𝑇 ≈ 0.3 переходит в ФМ фазу.

5.3 Учёт влияния подложки

Было исследовано влияние подложки на магнитную систему, которое
проявляется через взаимодействие атомов 2D-магнетика и подложки. Вли­
яние атомов подложки на геометрическое положение атомов 2D-магнетика
моделируется с помощью двумерного потенциала Френкеля–Конторовой [175]
с периодически расположенными потенциальными ямами (3.6). Упругое вза­
имодействие между атомами 2D-магнетика описывается в гармоническом
приближении (3.9).

Влияние подложки на магнитную систему проявлялось через зависимость
обменного интеграла от расстояния между атомами магнетика (3.5).

Перед началом исследования магнитной структуры находилось равно­
весное положение атомов магнетика при помощи метода последовательных
итераций. В качестве одной итерации выступало пробное смещение каждого
атома на случайный вектор. Если новое положение атома уменьшало общую
энергию системы, то оно принималось.

Рисунок 5.12 — Зависимость 𝑄(𝑇 ) при различных значениях периода потенци­
ала подложки 𝑏.



93

Влияние потенциала подложки на температурную эволюцию скирмион­
ных конфигураций показано на рисунке 5.12. Тут изображена зависимость
параметра порядка от температуры для фаз 𝑆𝐶1 и 𝑆𝐶2. На графике для 𝑆𝐶1

можно заметить, что при наличии подложки скирмионная структура начинает
разрушаться при 𝑇 > 0.2 не переходя в состояние с одной спиновой спиралью.
При этом, в случае если период потенциала больше постоянной решетки маг­
нетика, скирмионная структура начинает разрушаться раньше. Для фазы 𝑆𝐶2

существенного влияния потенциала подложки на спиновые конфигурации за­
мечено не было.

5.4 Выводы по главе

В настоящей главе приведены результаты исследования 2D-магнетика
со скирмионной структурой при помощи Монте-Карло моделирования. Были
выделены несколько скирмионных фаз с различной структурой, исследовано
влияние на них температуры и внешнего магнитного поля. Влияние магнитного
поля проявлялось в нарушении периодичной магнитной структуры и обра­
зовании одиночных скирмионов с последующим переходом в ФМ фазу. При
повышении температуры скирмионная структура разрушалась, а процесс раз­
рушения различался для каждой фазы.

Было проведено исследование влияния немагнитной подложки на структу­
ру 2D-магнетика. Подложка моделировалась путём введения в энергию системы
двумерного потенциала Френкеля-Конторовой с периодом, близким к посто­
янной решётки магнетика. Результатом введения потенциала подложки стало
разрушение скирмионной структуры при более низких температурах (для пе­
риода потенциала больше постоянной решётки) и исчезновение перехода из
скирмионной фазы, состоящей из двух спиралей в фазу, состоящую из одной
спирали.

Основные результаты главы опубликованы в работах [A8—A10].
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Заключение

1. Подтверждено предположение о том, что сегнетоэлектричество в кри­
сталле Ca3CoMnO6 вызвано смещениями магнитных ионов в результате
формирования спиновой структуры ��. Полученные температурные
зависимости термодинамических параметров системы качественно со­
гласуются с экспериментальными данными, что говорит о способности
построенной модели описывать реальные вещества.

2. В работе проведено исследование влияния немагнитной подложки на
свойства 1D и 2D-магнетиков и их структуру. Несовпадение перио­
да потенциала подложки и постоянной решетки магнетика приводит
к изменению расстояния между атомами магнетика, вследствие чего
изменяются и обменные интегралы, а следовательно могут меняться
критические индексы системы и температура фазового перехода.

3. Смоделировано влияние внешнего электрического поля на магнитную
плёнку через СЭ подложку с помощью потенциала Френкеля-Кон­
торовой, период которого не совпадает с межатомным расстоянием
магнитной пленки по одной из осей. В результате получены зави­
симости температуры Кюри и намагниченности тонкой пленки от
напряженности внешнего электрического поля. Также получены ана­
литические выражения для этих параметров в рамках теории среднего
поля. Сравнение аналитических выражений и зависимостей, получен­
ных в ходе моделирования говорит о том, что теория среднего поля
применима только при слабых электрических полях.

4. Моделирование влияния подложки с помощью двумерного периодиче­
ского потенциала, когда период потенциала не совпадает с постоянной
решетки магнитной плёнки по обеим осям, показало, что при малых
деформациях плёнки происходит линейное изменение температуры Кю­
ри, критические индексы при этом остаются неизменными. Если период
потенциала отличается от постоянной решётки пленки более чем на 5%

происходит перестройка кристаллической решётки плёнки, изменяется
класс универсальности ФМ плёнки, о чем свидетельствует полученная
зависимость критических индексов от периода потенциала подложки.
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5. В рамках модели Гейзенберга получена скирмионная магнитная струк­
тура в 2D-магнетике. Выделены 3 скирмионные фазы и проведено
исследование влияния внешнего магнитного поля и температуры на
формирование магнитного порядка. Показано, что с помощью внешне­
го магнитного поля можно добиться перехода из фазы со спиральным
магнитным упорядочением в фазу со скирмионным магнитным по­
рядком. При учёте периодического потенциала подложки разрушение
скирмионной структуры происходит при более низкой температуре, а
также изменяется характер перехода из скирмионной в парамагнитную
фазу.
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