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Введение

Актуальность темы исследования

Задачи теории фазовых переходов и критических явлений в однородных
и неупорядоченных системах являются одними из наиболее сложных и посто-
янно актуальных задач статистической теории и физики конденсированного
состояния [1–13]. Наблюдаемые по мере приближения к точке фазового пере-
хода аномально большие по амплитуде и долгоживущие флуктуации некоторых
термодинамических переменных характеризуются эффективно сильным взаи-
модействием между собой. Большой практический интерес к изучению фазо-
вых переходов обусловлен тем, что вблизи температуры фазового перехода да-
же незначительное изменение внешних условий может вызвать существенное
изменение характеристик системы. Многие передовые технологии в техниче-
ском перевооружении человечества, реализованные на протяжении последних
десятилетий, опираются на использование сильного изменения свойств различ-
ных материалов при фазовых переходах в них. Структурный беспорядок, обу-
словленный присутствием примесей или других дефектов структуры, наличие
в эффективном гамильтониане нескольких типов конкурирующих взаимодей-
ствий, задающих состояние системы, зачастую играют важную роль в поведе-
нии реальных материалов и физических систем. Эти факторы, действующие по
отдельности или проявляющиеся одновременно в структурно неупорядоченных
системах, могут индуцировать новые типы фазовых переходов, задавать новые
классы универсальности критического поведения, модифицировать кинетиче-
ские свойства систем и обусловливать низкочастотные особенности в динамике
системы. Поэтому усилия многих исследователей были направлены на пони-
мание того, как характеристики фазовых переходов изменяются с введением в
систему случайно распределенных примесей. Рассеяние флуктуаций на дефек-
тах структуры, вызывающих нарушение трансляционной инвариантности си-
стемы, обусловливает дополнительное взаимодействие флуктуаций параметра
порядка, характеризующееся специфическими законами сохранения. Особенно
интересно влияние замороженных дефектов, присутствие которых может про-
являться в виде случайного возмущения локальной температуры перехода, на-
пример для ферро- и антиферромагнитных систем в отсутствие внешнего маг-
нитного поля, или как случайные магнитные поля для антиферромагнитных
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систем в однородном магнитном поле. Исследования показали [14,15] , что при-
сутствие случайно распределенных замороженных примесей изменяет свойства
системы вблизи критической точки , если теплоемкость системы расходиться в
критической точке с индексом ϕ = α > 0. Данному критерию удовлетворяют
системы, эффективный гамильтониан которых в критической точке изоморфен
гамильтониану модели Изинга. Для теоретического анализа поведения таких
систем разработаны сложные методы ренормгруппового и теоретико-полевого
описания. Используемые при этом приближения, как и в случае других си-
стем с сильным взаимодействием, требуют для их обоснования сопоставления
достигнутых результатов с результатами физического или компьютерного экс-
перимента. Компьютерное моделирование критических явлений дает возмож-
ность получения наглядной информации о росте флуктуаций и критическом
замедлении процессов релаксации в системах по мере приближения к темпе-
ратуре фазового перехода, о проявлении аномальных свойств в поведении теп-
лоемкости и восприимчивости системы к изменению внешних полей. Исследо-
ваниям ренормгрупповыми методами, численными методами Монте-Карло и
экспериментальным исследованиям критического поведения неупорядоченных
изингоподобных магнетиков к настоящему моменту посвящено значительное
число работ [16–42]. И если на вопрос о существовании нового класса уни-
версальности критического поведения, который образуют структурно неупо-
рядоченные изингоподобные магнетики, уже получен положительный ответ,
то вопросы о независимости асимптотических значений критических индек-
сов от степени разбавления системы, мере влияния кроссоверных эффектов на
эти значения, а также о возможности существования двух или более режимов
критического поведения для слабо и сильно неупорядоченных систем остаются
открытыми и горячо обсуждаются. Одной из нерешенных задач теории кри-
тических явлений остается описание неравновесного критического поведения
макроскопических систем, далеких от состояния равновесия. Это прежде все-
го относится к явлениям критической релаксации однородных и структурно
неупорядоченных систем при фазовых переходах второго рода и фазовых пе-
реходах первого рода, близких ко второму. Критическое замедление времени
релаксации и аномально большие времена корреляции различных состояний
для данных систем приводят к реализации динамического скейлингового по-
ведения, даже когда системы находятся в состояниях, далеких от состояния
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равновесия. В последние годы исследование систем, характеризующихся мед-
ленной динамикой, вызывает значительный интерес как с теоретической, так и
экспериментальной точек зрения [43,44]. Это обусловлено предсказываемыми и
наблюдаемыми при медленной эволюции систем из неравновесного начального
состояния свойствами старения, характеризуемыми нарушениями флуктуаци-
онно диссипативнои теоремы. Хорошо известными примерами подобных систем
с медленной динамикой и эффектами старения являются такие комплексные
неупорядоченные системы, как спиновые стекла. Однако данные особенности
неравновесного поведения, как показали различные аналитические и числен-
ные исследования [45], могут наблюдаться и в системах, испытывающих фа-
зовые переходы второго рода, так как их критическая динамика характери-
зуется аномально большими временами релаксации. Отметим, что введенное
ранее для спиновых стекол флуктуационно-диссипативное отношение связы-
вающее двухвременную спиновую функцию отклика и двухвременную корре-
ляционную функцию и обобщающее флуктуационно-диссипативную теорему
на случай неравновесного поведения, оказывается новой универсальной харак-
теристикой для критического поведения различных систем. Ренормгрупповые,
численные и экспериментальные методы исследования критической динамики
структурно неупорядоченных систем позволили к настоящему времени одно-
значно установить, что присутствие в системах, как некоррелированных де-
фектов структуры, так и дефектов с эффектами дальнодействующей корреля-
ции приводит к новым типам критического поведения и заметному усилению
эффектов критического замедления по сравнению с «чистыми» системами. В
связи с этим особенности неравновесного поведения, такие как эффекты ста-
рения, несомненно должны найти более яркое проявление в структурно неупо-
рядоченных системах с новыми универсальными значениями флуктуационно-
диссипативного отношения.

В последнее десятилетие широкое распространение получили компьютер-
ные методы моделирования как статического, так и динамического критиче-
ского поведения различных систем. В результате возникла потребность в бо-
лее точных значениях критических индексов для однородных и слабо неупоря-
доченных систем, вычисляемых теоретически, и в проведении компьютерного
моделирования критического поведения систем при изменении концентрации
примесей в широком интервале. Статистические особенности описания систем
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с замороженным беспорядком и эффекты критического замедления, усилива-
емые дефектами структуры, создают значительные трудности как для анали-
тического описания, так и для численного моделирования поведения подобных
систем. Поэтому для их исследования требуется развитие новых концепций и
методов описания.

Цель работы

Разработка методик численного моделирования критического поведения,
вычисление критических характеристик и исследование зависимости асимпто-
тических значений критических индексов от концентрации примесных атомов
в структурно неупорядоченных спиновых системах.

Задачи диссертационной работы

1. Провести численное исследование критического поведения структурно
неупорядоченных трехмерных магнетиков в широкой области изменения
концентрации спинов. Используя суперкомпьютерные технологии в про-
цессе исследования выбрать широкий интервал изменения линейных раз-
меров решеток , использовать высокую статистику в процессе усредне-
ния термодинамических и корреляционных функций по различным при-
месным конфигурациям. Применить для обработки результатов модели-
рования методику конечноразмерного скейлинга , позволяющую наряду
с асимптотическими значениями термодинамических функций получить
для них скейлинговые функции и учесть поправки к скейлингу для вы-
деления асимптотических значений критических индексов.

2. Провести численное исследование низкотемпературного поведения неупо-
рядоченного антиферромагнетика со случайными полями методом парал-
лельного отжига. Выявить типы магнитного упорядочения, реализуемые
в случае слабого и сильного структурного беспорядка.

3. Осуществить компьютерное моделирование процессов критической ре-
лаксации намагниченности в трехмерном неупорядоченном магнетике с
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замороженными в узлах решетки немагнитными атомами примеси. Раз-
работать процедуру блочного разбиения спиновых примесных систем и
определения динамического критического индекса в широкой области из-
менения концентрации примеси.

4. Осуществить теоретико-полевое описание критической динамики магнит-
ных чистых и слабо неупорядоченных систем с замороженными немаг-
нитными примесями. Непосредственно для трехмерных систем(т.е. без
использования традиционного метода ε - разложения) получить выра-
жение для динамических скейлинговых функций. Применяя метод сум-
мирования Паде-Бореля к асимптотическому ряду разложения для дина-
мических скейлинговых функций провести расчет динамического крити-
ческого индекса z.

5. Провести анализ влияние слабого беспорядка, создаваемого присутстви-
ем примеси, на динамическое критическое поведение двумерных изингов-
ских систем. Осуществить расчет динамического критического индекса z
для двумерной модели Изинга.

6. Исследовать методом коротковременной динамики критическое поведе-
ние трехмерных структурно неупорядоченных ферромагнетиков. На ос-
нове результатов моделирования вычислить значения критических ин-
дексов.

7. Выполнить компьютерное моделирование методом возмущения началь-
ного состояния системы критического поведения структурно неупорядо-
ченных систем. По результатам моделирования определить критическую
температуру и динамический критический индекс z.

8. Исследовать эффекты старения в неравновесном критическом поведении
трехмерных однородных и структурно неупорядоченных магнетиков.

Научная новизна

Новизна представленных в диссертационной работе результатов и выводов
заключается в следующем:
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1. Применение суперкомпьютерных технологий при моделировании мето-
дами Монте-Карло статического и динамического критического поведе-
ния структурно неупорядоченных спиновых систем позволило для вы-
числения скейлинговых функций термодинамических величин и значе-
ний равновесных и динамических критических индексов использовать
усреднение по большому количеству примесных конфигураций(от 3000
- до 50000) и широкий интервал изменения линейных размеров решеток
L = 20 − 400. Все это позволяет считать , что полученные результаты
носят уникальный характер.

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов
для корреляционной длины и восприимчивости демонстрируют существо-
вание двух классов универсального критического поведения для неупоря-
доченных магнетиков с различными характеристиками для слабо и силь-
но неупорядоченных систем.

3. Впервые осуществлено компьютерное моделирование критической дина-
мики неупорядоченных магнетиков и вычисление критического динами-
ческого индекса z в широкой области изменения концентрации примесей.
Предложена гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных неупо-
рядоченных изинговских магнетиков.

4. Впервые проведено теоретико - полевое описание критической динамики
магнитных чистых и неупорядоченных систем с замороженными немаг-
нитными примесями. В рамках теоретико-полевого подхода непосредствен-
но для трехмерных систем (т.е. без использования традиционного мето-
да ε - разложения) получено выражение для динамических скейлинго-
вых функций. Применяя метод суммирования Паде-Бореля к асимпто-
тическому ряду разложения для динамических скейлинговых функций
проведен расчет динамического критического индекса z. Проведен ана-
лиз влияние слабой неоднородности, создаваемой присутствием примеси,
на динамическое критическое поведение двумерных изинговских систем.
Осуществлен расчет динамического критического индекса z для двумер-
ной модели Изинга.

5. При применении численного метода параллельного отжига при исследо-
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вании низкотемпературного поведения трехмерной неупорядоченной ан-
тиферромагнитной модели со случайными магнитными полями было на-
глядно показано, что для слабо неупорядоченных систем реализуется ан-
тиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области
сильного структурного беспорядка эффекты случайных магнитных по-
лей приводят к осуществлению нового фазового состояния системы. Оно
характеризуется сложной доменной структурой из антиферромагнитных
и ферромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной фа-
зы с реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Впервые методом коротковременной динамики получены критические ин-
дексы структурно неупорядоченных магнетиков при различных концен-
трациях точечных дефектов.

7. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отно-
шения X∞ указывают на нарушение флуктуационно-диссипативной тео-
ремы в неравновесном критическом поведении однородных и структурно-
неупорядоченных магнетиков, а также на то , что присутствии дефектов
структуры приводит к увеличению значения X∞. Отличия в значение
X∞ для однородных, слабо неупорядоченных и сильно неупорядоченных
систем позволяют сделать вывод, что неравновесное критическое пове-
дение однородных, слабо и сильно неупорядоченных систем относятся к
различным классам универсальности критического поведения.

Научная и практическая значимость

Научная и практическая значимость работы заключается:
-развитые в диссертации методы и полученные результаты, вносят значитель-
ный вклад в обоснование и развитие представлений теории критических явле-
ний в структурно неупорядоченных магнетиках.
- в разработке и реализации в программных кодах алгоритмов моделирования
критического поведения неупорядоченных систем. ;
- показано, что из за слабой асимптотической сходимости рядов ε - разложе-
ния для примесных систем , применение теоретико-полевого подхода непосред-
ственно для трехмерных неупорядоченных систем приводит к заметному отли-



12

чию значений динамических критических индексов.;
- Данные изменения индексов могут проявиться в эксперименте по критическо-
му поглощению и дисперсии звука в однородных и неупорядоченных системах,
а так же в ряде резонансных методах исследовании динамики систем.
- при подготовке условий, анализе экспериментальных результатов критическо-
го поведения различных систем наряду с эффектами критического замедления
необходимо учитывать влияние эффектов старения, значительно усиливающих
эффекты критического замедления с увеличением «возраста» образца и при-
водящих к влиянию начальных состояний системы. При этом присутствие де-
фектов структуры в

системе, увеличение их концентрации приводит к существенному усиле-
нию эффектов старения.

Методы исследования

Решение поставленных в диссертации задач описания критического пове-
дения структурно неупорядоченных спиновых систем потребовало разработ-
ки необходимой методической базы. Метод Монте-Карло при моделировании
структурно неупорядоченных систем должен быть изменен. Атомам примеси
ставятся в соответствие пустые узлы. Спин соответствующего пустого узла по-
лагается равным нулю. Алгоритмы Вольфа и Метрополиса должны учитывать,
что вклад в энергию взаимодействия магнитного атома с немагнитным атомом
равен нулю. Искомая термодинамическая величина структурно неупорядочен-
ной системы получается после дополнительного усреднения по полному набо-
ру различных примесных конфигураций. Метод динамической ренормгруппы,
совмещенный с методом Монте-Карло был адаптирован для структурно неупо-
рядоченных систем. Для этого был разработан алгоритм блочного разбиения
неупорядоченных спиновых систем, что дало возможность вычислить динами-
ческий критический индекс для систем с различной концентрацией магнитных
атомов. Метод теоретико-полевой ренормгруппы и ε - разложения дали воз-
можность вычислить критические индексы чистых систем с большой точно-
стью. При применении этого метода к структурно неупорядоченным системам
оказалось, что сходимость асимптотических рядов ε не дает возможности по-
лучить надежные результаты. В диссертации для вычисления динамического
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индекса был применен метод теоретико-полевой ренормгруппы без использо-
вания ε - разложения. Непосредственно для трехмерной системы вычислены
значение динамического критического индекса в двухпетлевом приближении с
применением техники суммирования Паде-Бореля.

Положения выносимые на защиту

1. Результаты применения суперкомпьютерных технологий при моделиро-
вании методами Монте-Карло статического и динамического критическо-
го поведения структурно неупорядоченных систем .

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов
для корреляционной длины и восприимчивости демонстрируют существо-
вание двух классов универсального критического поведения для трехмер-
ных изинговских магнетиков с различными критическими характеристи-
ками для слабо и сильно неупорядоченных систем.

3. Результаты компьютерного моделирования критической динамики струк-
турно неупорядоченных магнетиков и вычисление критического динами-
ческого индекса z в широкой области изменения концентрации приме-
сей. Гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных неупорядочен-
ных изинговских магнетиков.

4. Результаты теоретико - полевого описания непосредственно для трехмер-
ных систем (т.е. без использования традиционного метода ε - разложе-
ния)критической динамики магнитных чистых и неупорядоченных си-
стем с замороженными немагнитными примесями. Анализ влияние сла-
бой неоднородности, создаваемой присутствием примеси, на динамиче-
ское критическое поведение двумерных и трехмерных изинговских си-
стем.

5. Результаты применении численного метода параллельного отжига при
исследовании низкотемпературного поведения трехмерной неупорядочен-
ной антиферромагнитной модели со случайными магнитными полями по-
казали, что для слабо неупорядоченных систем реализуется антиферро-
магнитное упорядоченное состояние, в то время как в области сильного
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структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приво-
дят к осуществлению нового фазового состояния системы. Оно характе-
ризуется сложной доменной структурой из антиферромагнитных и фер-
ромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной фазы с
реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Результаты компьютерного моделирования методом коротковременной
динамики структурно неупорядоченной трехмерной модели Изинга при
различных концентрациях точечных дефектов. Полученные значения кри-
тических индексов показывают,что критическое поведение однородных,
слабо и сильно неупорядоченных систем относятся к различным классам
универсальности критического поведения.

7. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отно-
шения X∞ указывают на нарушение флуктуационно-диссипативной тео-
ремы в неравновесном критическом поведении однородных и структурно-
неупорядоченных магнетиков, описываемых трехмерной модели Изинга,
а также на то , что присутствии дефектов структуры приводит к уве-
личению значения X∞. Отличия в значение X∞ для однородных, слабо
неупорядоченных и сильно неупорядоченных систем позволяют сделать
вывод, что неравновесное критическое поведение однородных, слабо и
сильно неупорядоченных систем относятся к различным классам универ-
сальности критического поведения.

Достоверность результатов

Достоверность полученных методических и расчетных результатов обес-
печивается их внутренней непротиворечивостью, соответствием современным
представлениям физики критических явлений, согласием с результатами экс-
периментов и предыдущих теоретических работ.

Апробация результатов

Основные результаты диссертационной работы докладывались на конфе-
ренциях: Всесоюзный семинар “Акустика неоднородных сред” (Новосибирск,
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1990, 1992); Workshop "Phase transitions in dilute systems"(Bad Honnef, 1995);
Международной зимней школе по теоретической физике “Коуровка” (Екате-
ринбург, 2002); X Всероссийской научно-методической конференции "Телема-
тика 2003"(Санкт-Петербург, 2003); Вторая Сибирская школа-семинар по па-
раллельным вычислениям (Томск,2004); VII Молодежный семинар по пробле-
мам физики конденсированного состояния вещества (Екатеринбург,2005); 3rd
International Workshop on Simulational Physics (Hangzhou, China, 2006); Семи-
нар по вычислительным технологиям в естественных науках (Таруса, 2009);
25th IUPAP Conference on Computational Physics (CCP2013)20–24 August(Москва,
2013); Международной конференции “Фазовые переходы, критические и нели-
нейные явления в конденсированных средах” (Махачкала, 2007, Челябинск,
2015); VI Euro-Asian Symposium «Trends in Magnetism» (Красноярск, 2016)

Публикации

По материалам диссертации опубликовано 45 печатных работ, из них 20
в рецензируемых научных журналах, пять монографий. Получено четыре сви-
детельства о регистрации программы для ЭВМ.

Личный вклад автора

Автору диссертационной работы принадлежат выбор направления иссле-
дования, постановка задач и формулировка выводов. Автор принимал непо-
средственное личное участие в получении основных результатов диссертаци-
онной работы. В работах, опубликованных в соавторстве, автору принадлежат
результаты, сформулированные в защищаемых положениях и выводах. Личное
участие автора в получении изложенных в диссертации результатов подтвер-
ждено соавторами и отражено в совместных публикациях. Личный вклад авто-
ра также заключается в получении большей части методических результатов
и в проведении значительной части расчетов, анализе и интерпретации полу-
ченных данных и написании статей. Идея алгоритма блочного преобразования
для неупорядоченной модели Изинга и гипотеза ступенчатой универсальности
неупорядоченной модели Изинга была предложена автором совместно с В.В.
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Прудниковым. Более подробно вклад соавторов описывается в каждой главе
диссертации.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, 7 глав, заключения и списка литера-
туры. Общий объем диссертации 201 страницу, в том числе 40 рисунков и 19
таблиц. Список литературы включает 221 наименованиe.

Краткое содержание диссертации

Во введении изложена мотивация исследования и описаны этапы его вы-
полнения; сформулированы цель работы и основные положения, выносимые на
защиту; дана краткая характеристика основных разделов диссертации.
В первой главе приведены основные аспекты и методы теории критических
явлений в структурно неупорядоченных системах.
Во второй главе представлены результаты численного исследования критиче-
ского поведения структурно неупорядоченных магнетиков в широкой области
изменения спиновой концентрации. Определены с учетом поправок к скейлин-
гу критические температуры и критические индексы для различных концен-
траций спинов. Высокие требования, предъявленные в процессе проведенных
исследований к условиям моделирования, широкий интервал изменения линей-
ных размеров решеток L = 20− 400, рассмотренных в процессе исследования,
выбранные температуры моделирования, исключительно близкие к критиче-
ской температуре с τ = T−Tc

Tc
= 5 · 10−4 − 10−2, и позволяющие выделить

асимптотические значения характеристик, высокая статистика, использован-
ная в процессе усреднения термодинамических и корреляционных функций по
различным примесным конфигурациям, использование для обработки резуль-
татов моделирования методики конечноразмерного скейлинга [46], позволяю-
щей наряду с асимптотическими значениями термодинамических функций по-
лучать для них скейлинговые функции. Вычисленные скейлинговые функции
и значения критических индексов для корреляционной длины и восприимчиво-
сти демонстрируют существование двух классов универсального критического
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поведения для трехмерных изинговских магнетиков с различными критически-
ми характеристиками для слабо и сильно неупорядоченных систем.
В третьей главе представлены результаты компьютерного моделирования ме-
тодом параллельного отжига низкотемпературного поведения неупорядоченно-
го антиферромагнетика со случайными полями. Рассматривается антиферро-
магнитная модель Изинга с концентрацией спинов p = 0, 5, соответствующей
области сильного неупорядочения. Применение численного метода параллель-
ного отжига для исследования низкотемпературного поведения трехмерной
неупорядоченной антиферромагнитной модели со случайными магнитными по-
лями наглядно показало, что для слабо неупорядоченных систем реализуется
антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области силь-
ного структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приво-
дят к осуществлению нового фазового состояния системы. Оно характеризует-
ся сложной доменной структурой из антиферромагнитных и ферромагнитных
доменов, разделенных областями спин-стекольной фазы, с реализацией спин-
стекольного основного состояния.
В четвертой главе осуществлено компьютерное моделирование процессов
критической релаксации намагниченности в трехмерной модели Изинга с за-
мороженными в узлах решетки немагнитными атомами примеси. Рассмотре-
ны системы с размерами 483 и 1443. Для определения динамического индек-
са z, характеризующего критическое замедление времени релаксации системы
tc ∼ |T − Tc|−zν, применен метод Монте-Карло для односпиновой динамики
совместно с методом динамической ренорм-группы [47], впервые обобщенный
на случай моделирования неупорядоченных систем . Для этого осуществля-
лась процедура блочного разбиения системы, когда блок bd соседних спинов
заменялся одним спином с направлением, определяемым ориентацией направ-
лением большинства спинов в блоке. В результате были получены значения
динамического индекса z для различных значений концентраций спинов. Для
объяснения результатов компьютерного моделирования критической динами-
ки предложена гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных структур-
но неупорядоченных изинговских систем. Согласно предлагаемой гипотезы в
структурно неупорядоченной модели Изинга могут наблюдаться пять типов
различного критического поведения:
1.критическое поведение чистой системы при p = 1;
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2. критическое поведение слабо неупорядоченной системы при pimpc < p < 1 с
эффектами влияния точечных дефектов;
3. критическое поведение сильно неупорядоченной системы при pc < p < pimpc

c эффектами влияния протяженной примесной структуры;
4. перколяционное примесное при p = pimpc ;
5. перколяционное спиновое при p = pc.

В пятой главе представлено теоретико-полевое описание критической ди-
намики неупорядоченных магнетиков. Непосредственно для трехмерной систе-
мы вычисляется значение динамического критического индекса в двухпетлевом
приближении с применением техники суммирования Паде-Бореля. Проводится
сравнение с результатами применения ε-разложения и значениями динамиче-
ского индекса для чистых систем, вычисленных в трехпетлевом приближении,а
также полученных при численном моделировании методами Монте-Карло. Об-
суждаются эффекты влияния примеси на критическое поведение двумерных
систем.
В шестой главе проведено численное исследование влияния неравновесных
начальных состояний на эволюцию намагниченностиm(t) ферромагнитной струк-
турно неупорядоченной системы в критической точке. Выполнено исследова-
ние процессов критической релаксации системы из начального неравновесного
состояния, созданного при температурах много больших критической и харак-
теризуемого поэтому малой корреляционной длиной, в сильно коррелирован-
ное состояние при критической температуре. Так же исследовалась релаксация
системы при критической температуре из начального низкотемпературного со-
стояния. Для слабо и сильно неупорядоченной трехмерной модели Изинга ме-
тодом коротковременной динамики определены критические индексы.
В седьмой главе представлены результаты численного исследования мето-
дами Монте-Карло особенностей влияния дефектов структуры на характери-
стики неравновесного критического поведения структурно неупорядоченной
трехмерной модели Изинга. Изучение релаксационной динамики подобных си-
стем, с одной стороны, проводить значительно легче, чем для таких сложных
неупорядоченных систем, как спиновые стекла, а с другой стороны, эти си-
стемы на неравновесном этапе критической эволюции демонстрируют анало-
гичные спиновым стеклам эффекты старения и отклонение предельной вели-
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чины флуктуационно-диссипативного отношения от единицы как показателя
неравновесности системы. Полученные значения предельного флуктуационно-
диссипативного отношения при различных концентрациях спинов потвержда-
ют вывод о существовании различных классов универсальности критического
поведения для слабо неупорядоченной и сильно неупорядоченной модели Изин-
га.
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Глава 1
Фазовые переходы второго рода и критические явления

1.1. Теория описания фазовых переходов II рода

Первая универсальная феноменологическая теория фазовых переходов
второго рода и критических явлений была предложена Л.Д. Ландау в 1937
г. [48, 49]. Она явилась важным этапом в создании современной теории кри-
тических явлений, поскольку позволила в рамках единого подхода описать
совокупность фазовых переходов второго рода и критических явлений в раз-
личных системах. Ландау удалось выделить общую черту, которая объединяет
множество фазовых переходов в казалось бы далеких друг от друга по физиче-
ским свойствам материалах – спонтанное нарушение симметрии, для описания
которого он ввел фундаментальное понятие современной теории критических
явлений параметр порядка. Физический смысл этого параметра может быть
различным и зависит от природы фазового перехода.

Примерами параметра порядка могут служить: намагниченность при пе-
реходе ферромагнетик – парамагнетик; разность плотностей жидкости и пара
в окрестности критической точки системы жидкость-пар; волновая функция
сверхтекучей компоненты при λ-переходе He4 в сверхтекучее состояние и т. д.
Общим для этих параметров является то, что они равны нулю в высокотемпера-
турной (неупорядоченной) фазе с более высокой симметрией и отличны от нуля
в низкотемпературной (упорядоченной) фазе с более низкой симметрией. Лан-
дау постулировал разложимость термодинамического потенциала Φ(φ, T, . . .)

вблизи температуры фазового перехода в ряд по степеням параметра порядка
φ с коэффициентами разложения, являющимися аналитическими функциями
температуры T и внешних параметров. Явный вид этого ряда, а также чис-
ло компонент параметра порядка определяются группой симметрии системы в
точке фазового перехода [49].

С микроскопической точки зрения теория Ландау представляет некоторое
обобщение метода самосогласованного поля, применяемого для описания кри-
тического поведения конкретных микроскопических моделей реальных систем
– модели Изинга, модели решеточного газа и др. Самый главный и очевидный
недостаток этого приближения состоит в том, что оно не учитывает корреляции
микроскопических переменных. Теорию Ландау можно обобщить с учетом эф-
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фектов корреляции, если учитывать вклад от степеней свободы, которые соот-
ветствуют большим пространственным масштабам и являются определяющими
в окрестности критической точки. В этом случае параметр порядка оказыва-
ется слабо неоднородной величиной и поэтому может быть представлен как
медленно изменяющаяся в пространстве функция φ(x) с малыми градиентами.
В простейшем случае симметрии O(n) это приводит к термодинамическому
потенциалу

HGL[φ] =

∫
ddx

[
1

2

(
r0φ

2(x) + (∇φ)2
)

+
u0

4!
(φ2)2 − h(x)φ(x)

]
, (1.1)

где φ2(x) =
∑n

i=1 φ
2
i (x), (∇φ)2 =

∑n
i=1(∇φi)2, который называют эффектив-

ным гамильтонианом Гинзбурга–Ландау–Вильсона [2, 60, 64]. Здесь d – раз-
мерность пространства; h(~x) – внешнее поле, сопряженное параметру порядка;
r0 = (T − Tc)/Tc, Tc – критическая температура.

К фазовым переходам второго рода в известном смысле примыкают также
фазовые переходы, происходящие в критической точке.

Критической называется точка на фазовой плоскости, например, давле-
ние – температура для системы жидкость – пар, в которой оканчивается кри-
вая фазового равновесия. Соответствующие ей температура и давление носят
названия критической температуры Tc и критического давления Pc. При тем-
пературах выше Tc и при давлениях больше Pc не существует различных фаз
и тело всегда однородно. Можно сказать, что в критической точке исчезает
различие между фазами. Понятие о критической точке было впервые введено
Д. И. Менделеевым (1860).

При наличии критической точки между любыми двумя фазовыми состо-
яниями вещества может быть реализован непрерывный переход, при котором
ни в один из моментов процесса изменения состояния вещества не происходит
расслоения на две фазы – для этого надо изменять состояние вдоль любой
кривой, огибающей критическую точку и не пересекающей кривую равновесия
фаз. При наличии критической точки становится несколько условным самое
понятие о различных фазах и невозможно во всех случаях указать, какие со-
стояния относятся к одной фазе, а какие - к другой. Таким образом, можно
говорить о двух фазах только тогда, когда они существуют одновременно, со-
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прикасаясь одна с другой, т. е. в точках, лежащих на кривой равновесия.
Критическая точка может существовать только для таких фазовых состо-

яний вещества, различие между которыми имеет исключительно количествен-
ный характер. Таковы жидкость и газ, отличающиеся друг от друга большей
или меньшей ролью взаимодействия между молекулами. Такие же фазы, как
жидкость и твердое тело (кристалл) или различные кристаллические модифи-
кации вещества, характеризуются качественными различиями – имеют разную
внутреннюю симметрию. Ясно, что элемент симметрии системы может либо
быть, либо отсутствовать, он может появиться или исчезнуть с изменением ее
состояния мгновенно, скачком, а не постепенно. В каждом состоянии тело будет
обладать либо одной, либо другой симметрией, и поэтому всегда можно ука-
зать, к которой из двух фаз оно относится. Критическая (концевая) точка для
таких фаз не может существовать, и кривая равновесия должна либо уходить
на бесконечность, либо пересекаться с кривыми равновесия других фаз.

Оказывается, что переходы первого рода, близкие к критической точке,
становятся весьма похожими на фазовые переходы второго рода, а именно:
скачки первых производных (плотности, энтропии, т.е. существование скрытой
теплоты перехода) становятся малыми, но одновременно возникают аномалии
в поведении вторых производных термодинамического потенциала (теплоемко-
сти, сжимаемости и др.), как в случае типичных фазовых переходов второго
рода. Это и определяет физическую общность между фазовыми переходами
второго рода и критическими явлениями.

1.1.1. Критические показатели (индексы). Соотношения меж-
ду критическими индексами

При изучении фазовых переходов и критических явлений большое внима-
ние уделяется определению значений совокупности показателей, которые по-
лучили название критических и описывают эффективное степенное поведение
различных интересующих нас термодинамических и корреляционных функций
вблизи температуры фазового перехода (критической точки).

Дадим общее определение критического показателя, описывающего пове-
дение некоторой функции f(τ) вблизи критической точки, где τ ∼ (T − Tc)/Tc
– приведенная температура, характеризующая степень удаления от критиче-
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ской температуры. Предположим, что функция f (τ) положительна и непре-
рывна для достаточно малых положительных значений τ , а также что суще-
ствует предел

λ ∼ lim
τ→0

ln f (τ)

ln τ
. (1.2)

Предел λ получил название критического показателя степени (или просто кри-
тического показателя), связанного с функцией f(τ). Для краткости можно за-
писать

f(τ) ∼ τλ, (1.3)

чтобы подчеркнуть тот факт, что λ – критический показатель функции f(τ).
Следует отметить, что выражение для асимптотического поведения тер-

модинамической функции f(τ) может быть более сложным и включать попра-
вочные слагаемые. Тогда функция (1.3) принимает вид

f(τ) = Aτx(1 +Bτ y), y > 0. (1.4)

Может возникнуть справедливый вопрос, почему основное внимание обра-
щается на такую величину, как критический показатель, который дает значи-
тельно меньше информации, чем полная запись функции. Ответ на этот вопрос
определяется, во-первых, тем экспериментальным фактом, что вблизи критиче-
ской точки поведение функции, имеющей вид многочлена, определяют главным
образом ее ведущие члены. Поэтому графики, полученные в эксперименталь-
ных исследованиях при температурах, близких к критической точке, в двой-
ном логарифмическом масштабе имеют вид прямых, а критические показатели
определяются из наклона этих прямых. Таким образом, критические показа-
тели всегда измеримы, чего нельзя сказать о всей функции. Вторая причина
такого внимания к критическим показателям заключается в том, что известно
много соотношений между критическими показателями, которые выводятся из
общих термодинамических и статистических положений и поэтому справедли-
вы для любой частной системы.

Существует простая однозначная связь между критическим показателем
и поведением рассматриваемой функции вблизи критической точки (τ � 1).
Если критический показатель λ, определяемый уравнением (1.2), отрицателен,
то соответствующая функция f(τ) вблизи критической точки расходится, стре-
мясь к бесконечности; положительные же значения λ соответствуют функции
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f(τ), обращающейся в этой точке в нуль. Чем меньше λ, тем более резкими из-
менениями вблизи температуры фазового перехода характеризуется поведение
f(τ), в том смысле, что для отрицательных λ расходимость f(τ) становится
сильнее, а для положительных - f(τ) стремится к нулю быстрее.

Рассмотрим поведение ряда физических величин вблизи критической точ-
ки TC , которое можно задать определенным набором критических показателей
– индексов.

Критический индекс α для теплоемкости:

C ∼ |τ |−α, (1.5)

критический индекс β для параметра порядка:

φ ∼ |τ |β , T < Tc, (1.6)

критический индекс γ для восприимчивости:

χ ∼ |τ |−γ, (1.7)

критический индекс δ для критической изотермы:

φ(h, Tc) ∼ h1/δ. (1.8)

Для описания флуктуаций параметра порядка φ вводится критический индекс
ν, определяющий температурную зависимость корреляционной длины:

ξ ∼ |T − Tc|−ν, (1.9)

и критический индекс η, определяющий закон убывания корреляционной функ-
ции с расстоянием x при T = Tc,

G(2)(x, Tc) ∼
1

|x|d−2+η
. (1.10)

Теплоемкость (для ряда систем), восприимчивость и корреляционная дли-
на являются при T = Tc расходящимися величинами. Свойства систем при
непрерывных фазовых переходах определяются сильными и долгоживущими
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флуктуациями параметра порядка. Мерой магнитных флуктуаций является
линейный размер ξ(T ) характерного магнитного домена – области с сильно
коррелированными спинами. При T � Tc длина корреляции ξ(T ) по поряд-
ку величины равна периоду решетки. Поскольку по мере приближения T к Tc
сверху корреляционные эффекты в пространственной ориентации спинов уси-
ливаются, ξ(T ) будет возрастать при приближении T к Tc.

Предсказываемые теорией Ландау универсальные значения критических
индексов

α = 0 , β = 1/2 , γ = 1 , δ = 3 , ν = 1/2 , η = 0 (1.11)

значительно отличаются от наблюдаемых.

1.1.2. Гипотеза подобия

Задолго до появления первых экспериментальных данных, не согласую-
щихся с теорией Ландау, Л. Онсагер опубликовал работу [50] (1944 г.), посвя-
щенную исследованию поведения намагниченности и теплоемкости двумерного
ферромагнетика в нулевом внешнем поле (точно решаемая задача), результаты
которой оказались в неожиданном противоречии с результатами классической
теории. Исследователи, естественно, понимали, что роль крупномасштабных
флуктуаций по мере приближения к критической точке должна возрастать.
Уже в середине 20-х годов была опубликована известная работа Орнштейна-
Цернике, на основе которой удалось объяснить многие особенности явления
критической опалесценции, имеющего ярко выраженную флуктуационную при-
роду. Флуктуационные явления изучались в рамках феноменологического под-
хода в работах Сцилларда, Мандельштама, Леонтовича и др. Но сама идея об
определяющей роли флуктуаций для всей проблематики фазовых превраще-
ний окончательно оформилась лишь к середине 60-х годов. Это было связано в
первую очередь с прогрессом в области экспериментальных исследований фа-
зовых переходов, убедительно продемонстрировавших расхождение реального
критического поведения с предсказаниями теории Ландау.

Оказалось, что для пространственной размерности системы d < 4 взаимо-
действия флуктуаций оказываются эффективно очень сильными и, напротив,
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при d > 4 флуктуационные эффекты не существенны, и значения критических
индексов определяются теорией Ландау. В то же время обнаруженный исследо-
вателями универсальный характер поведения различных систем во флуктуаци-
онной области навел их на мысль о том, что он является следствием некоторой
фундаментальной симметрии системы в критической точке и что ее выявление
и исследование даст возможность определить универсальные характеристики
поведения данных систем – критические индексы.

На первом этапе исследований влияние флуктуаций удалось феноменоло-
гически описать с помощью гипотезы подобия (масштабной инвариантности),
концепция которой была выработана в работах В.Л. Покровского и А.З. Пата-
шинского [51–53], В. Видома [54], Л.П. Каданова [55, 56], положивших начало
современной флуктуационной теории критических явлений.

Суть этой концепции составляет предположение о том, что в окрестности
критической точки сингулярная зависимость физических величин от T−Tc осу-
ществляется только через их зависимость от корреляционной длины ξ, которая
расходится при T → Tc. Это приводит к тому, что в окрестности критической
точки имеется только один существенный параметр длины – ξ, остальные же
микроскопические размеры, например Λ−1 ∼ a – период решетки, не влия-
ют на характер особенностей термодинамического потенциала, а значит, и на
значения критических индексов.

Многие экспериментальные и теоретические работы, посвященные изу-
чению критических явлений, подтверждают существование неравенств между
показателями, и более того, переход их во многих случаях в равенства:

α + 2β + γ = 2, (1.12)

α + β(1 + δ) = 2, (1.13)

γ = ν(2− η), (1.14)

γ = β(δ − 1), (1.15)

νd = 2− α, (1.16)

из которых видно, что независимыми являются только два индекса, вычисле-
ние которых – одна из главных проблем теории критических явлений.

В теории критических явлений существует статический закон подобия,
или приближение обобщенной однородности термодинамических функций, ко-
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торый включает в себя простое предположение об основном виде термодина-
мического потенциала. Предсказания гипотезы подобия приводят к функцио-
нальным соотношениям между показателями в критической точке, при этом
число независимых показателей в этой точке оказывается ограниченным. Кро-
ме предсказания о существовании ряда равенств, связывающих критические
показатели, гипотеза подобия дает возможность предсказывать вид уравнения
состояния. Предсказания статистической гипотезы подобия подтверждаются
множеством экспериментальных работ.

Однородные функции

Функция f(r) по определению будет однородной, если для всех значений
параметров λ

f(r) = g(λ)f(λr), (1.17)

где функция g(λ) не конкретизирована. Простой пример однородной функции
– парабола

f(r) = Br2, (1.18)

для которой
f(λr) = B(λr)2 = λ2Br2 = λ2f(r), (1.19)

и поэтому g(λ) = λ2.
Однородная функция f(r) обладает следующим свойством. Если известны

ее значение в одной точке r = r0 и функциональный вид g(λ), то можно найти
значение функции в любой точке. Это следует из того, что каждое значение r
можно записать в форме λr и

f(r0) = g(λ)f(λr0). (1.20)

Равенство (1.20) показывает, что значение функции f(r) в любой точке получа-
ется из значения f(r) в выбранной точке r = r0 простым изменением масштаба.
В общем случае изменение масштаба нелинейно.

Функция подобия g(λ) в уравнении (1.17) не является произвольной. Дей-
ствительно, она должна иметь вид

g(λ) = λp, (1.21)
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где параметр p обычно называет показателем однородности.
Докажем, что g(λ) должна иметь степенной вид. Предположим, что про-

изводится изменение масштаба сначала в µ, а затем в λ раз. Уравнение (1.17)
дает

f {λ(µr)} = g(λ)f(µr) = g(λ)g(µ)f(r). (1.22)

Точно такой же результат можно получить и однократным изменением мас-
штаба:

f {(λµ) r} = g(λµ)f(r). (1.23)

Тогда на функцию g(λ) накладывается условие

g(λµ) = g(λ) g(µ). (1.24)

Если ввести дополнительное условие дифференцируемости функции g, то g(λ)

имеет степенной вид. Дифференцируя обе стороны уравнения (1.24) по µ, по-
лучаем

∂

∂µ
g(λµ) = λ g′(λµ) = g(λ) g′(µ). (1.25)

Полагая, что µ = 1 и g′(µ)|µ=1 ≡ p, получаем

g′(λµ)

g′(λ)
=
g′(µ)

λ
=

p

λ
, (1.26)

g′(λµ)

g′(λ)
=
g′(λ)

g(λ)
=

d

dλ
ln g(λ), (1.27)

откуда находим
ln g(λ) = p lnλ+ c, (1.28)

или
g(λ) = ec λp. (1.29)

Тогда
g′(λ) = p ec λp−1.

По определению g′(λ)|λ=1 ≡ p. Значит, постоянная интегрирования c равна
нулю и

g(λ) = λp. (1.30)
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Обобщенные однородные функции

Введем понятие обобщенной однородной функции

f(λaxx, λayy, . . . ) = λ f(x, y, . . . ), (1.31)

где ax, ay, . . . – размерные показатели переменных x, y, . . . .
Это уравнение можно записать также в виде

f(λaxx, λayy, . . . ) = λp f(x, y, . . . ), (1.32)

т.е. функция f(x, y, . . . ), удовлетворяющая уравнению (1.32), удовлетворяет и
уравнению

f(λax/px, λay/py, . . . ) = λ f(x, y, . . . ). (1.33)

Справедливо и обратное утверждение.
Рассмотрим свойства однородной функции на примере ее зависимости от

двух переменных
f(λx, λy) = λ f(x, y). (1.34)

Поскольку уравнение применимо для любых значений параметра λ, оно долж-
но выполняться и в случае специального выбора значения λ = 1/y.

f(x/ y, 1) = y−p f(x, y). (1.35)

Функция f(x /y , 1), стоящая в левой части уравнения, формально является
функцией двух переменных, однако вторая переменная имеет фиксированное
значение, равное единице. Поэтому можно считать ее функцией одной пере-
менной и определить как

f(x, y) = yp f(x/ y, 1) ≡ yp F (x/ y). (1.36)

Таким образом, если функция f(x, y) однородна, то ее можно записать в виде
произведения yp на функцию от x/ y. Верно и обратное утверждение: если
функция удовлетворяет условию (1.36), то она удовлетворяет и условию (1.34),
т.е. является однородной.

Аналогичным образом можно показать, что если функция f(x, y) одно-
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родная, эквивалентной формой уравнения (1.36) будет

f(x, y) = xp F (y/x). (1.37)

Для однородной функции вида f(λx, λayy) можно выбрать λay = 1/ y,
тогда функцию можно переписать в виде

f(x, y) = y 1/ay F (x/ y 1/ay). (1.38)

Статическая гипотеза подобия

В данном подразделе будет сформулирована статическая гипотеза подо-
бия. Остановимся на ней для потенциала Гиббса Φ(T,H) магнитной системы.
Запишем

Φ(T,H)→ Φ(τ,H), (1.39)

где τ = (T − Tc)/Tc – приведенная температура, и предположим, что все несин-
гулярные члены в функции Φ(τ,H) можно опустить.

Статическая гипотеза подобия утверждает, что потенциал Гиббса Φ(τ,H)

является обобщенной однородной функцией. Тогда, согласно общему опреде-
лению (1.31), это утверждение эквивалентно требованию существования двух
параметров, обозначаемых aτ и aH , при которых

Φ(λaττ, λaHH) = λΦ(τ,H) (1.40)

для любого значения числа λ. Важно подчеркнуть, что гипотеза подобия не
позволяет вычислить параметры aτ и aH . Ниже будет показано, что все по-
казатели в критической точке могут быть выражены через aτ и aH . Таким
образом, если бы можно было в рамках теории подобия определить aτ и aH , то
сразу были бы найдены все показатели в критической точке. Вместе с тем тот
факт, что все критические показатели можно выразить всего через два пара-
метра подобия aτ и aH , означает: если два критических показателя известны,
то все остальные можно выразить через них.

Можно показать, что если Φ(τ,H) – обобщенная однородная функция, то
другие три термодинамических потенциала F (τ,M), E(S,M), H(S,H) – так-
же обобщенные однородные функции. Потенциал Гиббса выбран нами потому,
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что критические показатели проще всего получить при использовании этого
потенциала.

Продифференцируем обе части равенства (1.40) по H

λaHH
∂Φ(λaττ, λaHH)

∂H
= λ

∂Φ(τ,H)

∂H
. (1.41)

Поскольку производная от потенциала Гиббса по полю есть намагничен-
ность с обратным знаком, то выражение (1.41) эквивалентно равенству

λaH M(λaττ, λaHH) = λM(τ,H). (1.42)

С поведением намагниченности вблизи критической точки связано два крити-
ческих показателя. Показатель β описывает ее поведение при H = 0 и τ → 0,
в то время как показатель 1/δ соответствует τ = 0 и H → 0.

Рассмотрим сначала случай H = 0, для которого (1.42) принимает вид

M(τ, 0) = λaH−1M(λaττ, 0). (1.43)

Поскольку уравнение (1.43) применимо для всех значений λ, оно должно
выполняться и для частного значения

λ =

(
− 1

τ

)1/aτ

, (1.44)

откуда находим
M(τ, 0) = (−τ) (1−aH)/aτ M(−1, 0). (1.45)

Однако при τ → 0− из (1.6) следует, что

M(τ, 0) ∼ (−τ)β. (1.46)

В результате получаем

β =
1− aH
aτ

. (1.47)

Выражение (1.47) определяет показатель β в критической точке через
неизвестные параметры подобия aτ и aH . Показатель δ также можно выразить
через параметры подобия, если положить τ = 0 в уравнении (1.42) и H → 0,
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что дает
M(0, H) = λaH−1M(0, λaHH). (1.48)

Если задать
λ = H−1/aH , (1.49)

то уравнение (1.48) примет вид

M(0, H) = H (1−aH)/aH M(0, 1). (1.50)

При H → 0, согласно (1.8),

M(0, H) ∼ H1/δ, (1.51)

откуда находим
δ =

aH
1− aH

. (1.52)

Уравнения (1.47) и (1.52) можно решать совместно относительно параметров
подобия aτ и aH , в результате чего получим

aτ =
1

β

1

δ + 1
, (1.53)

и
aH = δ

1

δ + 1
. (1.54)

Вычисляя другие частные производные от потенциала Гиббса, можно най-
ти выражения для других показателей. Например, дифференцируя дважды по
H, получаем

λ2aH χT (λaττ, λaHH) = λχT (τ,H). (1.55)

Здесь было использовано выражение для изотермической восприимчиво-
сти χT через потенциал Гиббса

χT ≡
(
∂M

∂H

)
T

= −
(
∂2Φ

∂H2

)
T

. (1.56)

Рассматривая случай H = 0 и выбирая λ = (−τ)−1/aτ , запишем (1.55) в
виде

χT (τ, 0) = (−τ)− (2aH−1)/aτ χT (−1, 0). (1.57)
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Если τ → 0−, то из уравнения (1.7) следует

χT (τ, 0) ∼ (−τ)−γ
′
, (1.58)

и мы находим
γ′ =

2aH − 1

aτ
. (1.59)

Так как неизвестных параметров подобия только два, можно ожидать,
что показатель γ′ будет зависеть от β и δ. Сопоставляя (1.47), (1.52) и (1.59),
получаем соотношение

γ′ = β(δ − 1), (1.60)

которое известно как равенство Уидома.
Если задать в уравнении (1.55)

λ = τ−1/aτ ,

это приведет к формуле

γ =
2aH − 1

aτ
. (1.61)

Сравнивая (1.59) и (1.61), получаем

γ′ = γ. (1.62)

Равенство критических показателей со штрихами (T < Tc) и без штрихов
(T > Tc) является вторым критерием справедливости статической гипотезы
подобия.

Если продифференцировать потенциал Гиббса по температуре, с учетом
выражения для теплоемкости CH

CH ≡ T

(
∂S

∂T

)
H

= −T
(
∂2Φ

∂T 2

)
H

,

то получаем
λ2aτCH (λaτ τ, λaH H) = λCH(τ,H). (1.63)
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Полагая H = 0 и λ = (−τ)−1/aτ , находим

α′ = 2− 1

aτ
. (1.64)

Объединяя (1.64) и (1.53), получаем неравенство Гриффитса в виде равенства

α′ + β(δ + 1) = 2; (1.65)

объединяя (1.65) и (1.59), получаем неравенство Рашбрука в виде равенства

α′ + 2β + γ′ = 2. (1.66)

Гипотеза подобия дает механизм представления показателей в критической
точке через параметры подобия aτ и aH , и, исключая эти два параметра, можно
получить всю совокупность соотношений между показателями (таблица 1.1).
Эти соотношения не являются независимыми, т.е., зная любые два показателя,
можно определить все остальные.

Таблица 1.1 Соотношения между критическими показателями, вытекающие из
гипотезы подобия

α + 2β + γ = 2, γ = β(δ − 1) ,
α + β(δ + 1) = 2, γ = γ′,

(2− α)ζ + 1 = (1− α)δ, α = α′,
(2− α)(δ − 1) = γ(δ + 1), δ = 2−α+γ

2−α−γ .

1.1.3. Метод ренормгруппы и ε-разложения

Метод ренормгруппы, предложенный К. Вильсоном для описания крити-
ческих явлений [2, 57–59], будучи непосредственно связанным с картиной мас-
штабной инвариантности флуктуаций, позволяет последовательно вычислять
значения критических индексов, используя разложение по специфическому ма-
лому параметру ε = 4−d. Основная идея метода заключается в последователь-
ном исключении большого числа коротковолновых степеней свободы.
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Так, ренормализационное преобразование гамильтониана системы H[φ,Λ]

определяется реализацией двух последовательных этапов. На первом этапе ис-
ключается зависимость H от коротковолновых гармоник φq c волновыми век-
торами Λ/b ≤ q ≤ Λ и b > 1; «сглаженный» таким образом гамильтониан
H̃ приводит к исходной статистической сумме и корреляционным функциям,
если рассматривать последние при значениях аргументов, соответствующих
достаточно большим масштабам. На втором этапе гамильтониан подвергается
действию масштабного преобразования, восстанавливающего прежнее значе-
ние параметра обрезания Λ, задающего интервал изменения волновых векто-
ров. Совокупность этих двух преобразований гамильтониана задает ренорма-
лизационное преобразование. В результате применения ренормализационного
преобразования ренормированные гамильтонианы описывают флуктуации но-
вого поля φ′q в исходной области волновых векторов.

Начав с некоторого затравочного гамильтониана H[φ,Λ] и многократно
применяя к нему процедуру перенормировки, можно получить последователь-
ность гамильтонианов, которую называют ренормгрупповой траекторией ис-
ходного гамильтониана, описываемой им в пространстве своих параметров.
Предельные свойства этих последовательностей (траекторий) непосредствен-
но связаны с критическим поведением системы. Применение процедуры пере-
нормировки к гамильтониану системы, не находящейся в критической точке,
приводит его к достаточно большим пространственным масштабам, на кото-
рых флуктуации параметра порядка будут описываться термодинамической
теорией флуктуаций.

Поскольку в окрестности критической точки флуктуации в системе до-
статочно сильно развиты, величину их взаимодействия нельзя использовать в
качестве малого параметра. Однако для систем с d ≥ 4 взаимодействие флук-
туаций не сказывается на значениях критических индексов. Это позволяет по-
строить специфическую теорию возмущений с малым параметром ε = 4 − d

– отклонением размерности системы от размерности, равной 4. Несмотря на
то, что при d = 3, ε = 1 – не мало, модельные расчеты в первых порядках по
ε дают результаты, находящиеся в хорошем согласии с экспериментальными
данными. К сожалению, поправки более высокого порядка уводят результат от
точных значений. Это объясняется тем, что как во всякой теории возмущений
ряды по ε являются асимптотическими.
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В теориях, подобных квантовой электродинамике, где параметр разложе-
ния достаточно мал, это обстоятельство может привести к ухудшению результа-
тов лишь при учете поправок очень высокого порядка. В моделях же с сильной
связью, к которым относится и теория критических явлений, значительная ве-
личина параметра разложения приводит к тому, что попытки непосредственно
учесть поправки к первому приближению могут только ухудшить результат. В
каком-то смысле выходом из этой ситуации является применение специальных
методов суммирования асимптотических рядов [61–63].

Рассмотрим реализацию метода ренормгруппы на примере модели, извест-
ной в квантовой теории поля как модель φ4 и применяемой в теории фазовых
переходов для описания критических свойств изотропных систем [1, 2, 64]. Га-
мильтониан модели задается выражением

H =

∫
ddx

1

2

∑
α

[
rφ2

α + (∇φα)2
]

+ u
∑
α,β

φαφαφβφβ

 . (1.67)

В импульсном представлении гамильтониан принимает вид

H =
1

2

∑
α

∫
dq

(2π)d
(q2 + r)φαqφ

α
−q + (1.68)

+ u
∑
α,β

∫
dq1

(2π)d
· · · dq4

(2π)d
δ(q1 + q2 + q3 + q4)φ

α
q1
φαq2φ

β
q3
φβq4.

Интегрирование ведется по волновым векторам (импульсам) в пределах 0 <

|qα| < Λ, где Λ - импульс обрезания. Значение Λ должно быть меньше макси-
мального значения импульса, равного 1/a, где a – параметр решетки.

Проблема фазового перехода сводится к анализу статистической суммы

Z =

∫
Dφ exp(−H), (1.69)

которая является континуальным интегралом по всем значениям параметра
порядка φαq от −∞ до ∞ с элементом объема Dφ = Π0<|qα|<ΛΠdφαq .

Основная идея метода ренормгруппы состоит в том, чтобы выражение для
вероятности exp(−H) проинтегрировать по коротковолновым флуктуациям па-
раметра порядка и получить эффективный гамильтониан для длинноволновых
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флуктуаций. Этот гамильтониан определяется из соотношения

exp(−H ′
[φ0]) =

∫
Dφ1 exp

(
−H[φ0 + φ1]

)
(1.70)

с параметром порядка φ, представленным в виде суммы длинноволновых φ0 и
коротковолновых φ1 флуктуаций: φαq = φα0q + φα1q, где

φαq = φα0q, 0 < q < Λ/b,

φαq = φα1q, Λ/b < q < Λ, (1.71)

b>1 – произвольный параметр. Полная статистическая сумма принимает при
этом следующий вид :

Z =

∫
Dφ0 . . .

∫
Dφ1 exp

(
−H[φ0 + φ1]

)
. (1.72)

Определим конкретный вид эффективного гамильтониана H ′. Для это-
го применим теорию возмущений, осуществляя разложение подынтегрального
выражения в (1.70) в ряд по степеням гамильтониана Hint, задающего взаимо-
действие флуктуаций, и считая формально параметр взаимодействия u малым.
Поскольку H0 аддитивно, т.е. H0[φ0 +φ1] = H0[φ0] +H0[φ1], соотношение (1.70)
можно переписать в виде:

exp(−H ′
[φ0]) = exp(−H0[φ0])

∫
Dφ1 exp

{
−H[φ1]−Hint[φ0 + φ1]

}
. (1.73)

Задача вычисления правой части сводится к вычислению гауссовых контину-
альных интегралов от произведения величин φα1q, возникающих в каждом члене
разложения exp(−Hint) и наиболее удобно представляемых графически в виде
ряда диаграмм Фейнмана [2]. Обозначим через exp(−S[φ0]) результат интегри-
рования членов ряда разложения exp(−Hint) в (1.73) при выделении в сумме
ряда в соответствии с теоремой о связности лишь вкладов от связанных диа-
грамм. Тогда с точностью до несущественной константы получается выражение
для эффективного гамильтониана

H
′
[φ0] = H0[φ0] + S[φ0], (1.74)
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где выражение S[φ0], определяющее перенормировку параметров затравочного
гамильтониана H0[φ0], может быть задано следующим соотношением [65]:

S[φ] =
1

2

∑
α

∫
dq

(2π)d
φα0 qφ

α
0−q

[
4(n+ 2)u

∫
dq1

(2π)d
1

(q2
1 + r)

−

− 32(n+ 2)u2

∫
dq1

(2π)d
dq2

(2π)d
1

(q2
1 + r)

1

(q2
2 + r)

×

× 1

((q + q1 + q2)2 + r)
+ . . .

]
+

1

3

∑
α

Iα1,α2,α3,α4
×

×
∫

dq1

(2π)d
. . .

dq4

(2π)d
δ(q1 + . . .+ q4)φ

α1
q1
φα2
q2
φα3
q3
φα4
q4

[
u−

− 4(n+ 8)u2

∫
dq

(2π)d
1

(q2
1 + r)2

+ 16(n2 + 6n+ 20)u3 ×

×
∫

dqdq
′

(2π)2d

1

(q2 + r)

1

(q′2 + r)
+ 64(5n+ 22)u3 × (1.75)

×
∫

dqdq
′

(2π)2d

1

(q2 + r)

1

(q′2 + r)

1

((q − q′)2 + r)
+ . . .

]
.

В данном выражении слагаемые при φα0 qφα0−q определяют перенормировку соб-
ственной энергии длинноволновых флуктуаций, а слагаемые при четвертой сте-
пени φ0 q – перенормировку энергии взаимодействия этих флуктуаций за счет
вклада коротковолновых флуктуаций. Интегрирование в (1.75) по промежуточ-
ным волновым векторам (q1 и q2 в первой квадратной скобке, q и q′ во второй
квадратной скобке) ведется в интервале Λ/b < |qα| < Λ. Интегралы такого
типа по d-мерному пространству волновых векторов вычисляются с помощью
соотношения: ∫

dq f(q2) = Kd

∫
qd−1f(q2) dq,

где Kd =
[
2d−1πd/2Γ(d/2)

]−1 – поверхность d-мерной сферы единичного радиу-
са.

Эффективному гамильтониану (1.74) можно придать форму исходного за-
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травочного гамильтониана (1.67), если осуществить масштабное преобразова-
ние для волновых векторов и флуктуационных полей φαq параметра порядка:

q → q/b, φα0q → ξφα0q. (1.76)

В результате данного преобразования значения волновых векторов в эффек-
тивном гамильтониане будут изменяться в прежнем интервале 0 < |qα| < Λ,
поэтому эффективный гамильтониан H ′

[φ], определяемый формулами (1.74) и
(1.75), запишется в виде

H
′

=
1

2

∑
α

∫
dq

(2π)d
(q2 + r′)φαqφ

α
−q + (1.77)

+ u
′∑
α,β

∫
dq1

(2π)d
· · · dq4

(2π)d
δ(q1 + q2 + q3 + q4)φ

α1
q1
φα2
q2
φα3
q3
φα4
q4
.

Преобразования (1.76) называются преобразованиями Каданова. Они соответ-
ствуют идее перехода от исходной решетки спинов к укрупненным блокам с эф-
фективными спинами [55,56]. Связь параметров эффективного гамильтониана
r′ и u′ с параметрами r и u исходного гамильтониана определяется следующими
ренормализационными уравнениями:

r
′

= b2−η[r + 4(n+ 2)uA(r)− 32(n+ 2)u2D(r) + . . .
]
,

u
′

= bε−2η
[
u− 4(n+ 8)u2K4 ln b+ 16(n2 + 6n+ 20)u3K2

4 ln2 b+

+ 64(5n+ 22)u3 1

2
K2

4(1 + ln b) ln b+ . . .
]
, (1.78)

где ε = 4 − d и было использовано соотношение ξ = b(d+2−η)/2, в котором
η = 8(n + 2)K4u

2 – критический индекс Фишера, отвечающее требованию,
чтобы член с q2 в перенормированном гамильтониане (1.77) имел такой же
вид, как и в исходном. При этом предполагалось, что ε � 1 и при получении
выражений (1.78) интегрирование в (1.75) по волновым векторам проводилось
при использовании этого приближения; A(r) = K4

[
Λ2(1− b−2)/2− r ln b

]
.

Переход от исходного гамильтониана H к эффективному H ′ можно опи-
сать с помощью некоторого оператора R, действие которого можно повторить
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и получить новые гамильтонианы H
′′, H ′′′ и т. д.:

H
′
= RH,

H
′′

= RH ′ = R2H. (1.79)

Операторы R, R2, R3 образуют так называемую ренормализационную группу
(ренормгруппу). Точнее было бы назвать ренормгруппу полугруппой, посколь-
ку не существует обратный элемент R−1. Изменение параметров гамильтониана
при однократном действии оператора R описывается уравнениями ренормгруп-
пы (1.78).

Возможность фазового перехода связывается с существованием неподвиж-
ных (фиксированных) точек ренормгруппового преобразования. Фиксирован-
ными называются такие точки в фазовом пространстве параметров гамиль-
тониана, в которых заканчиваются ренормгрупповые траектории изменения
значений параметров и никакие другие траектории из которых не выходят.
Неподвижные точки находятся из уравнения

H∗ = RH∗. (1.80)

Скорость приближения фазовых траекторий к фиксированной точке опреде-
ляет критический индекс корреляционной длины ν. В частности, для фикси-
рованной точки (r∗, u∗) модели φ4 уравнения принимают следующий вид:

r∗ = b2−η[r∗ + 4(n+ 2)u∗A(r∗)− 32(n+ 2)u∗2D(r∗) + . . .
]
,

u∗ = bε−2η
[
u∗ − 4(n+ 8)u∗2K4 ln b+ 16(n2 + 6n+ 20)u∗3K2

4 ln2 b+

+ 64(5n+ 22)u∗3
1

2
K2

4(1 + ln b) ln b+ . . .
]
. (1.81)

При этом b2−η и bε−2η необходимо разложить в ряд Тейлора по малым ε и
η = 0(ε2). Решая эти уравнения, находим в первом порядке по ε:

r∗ = −ε (n+ 2)

2(n+ 8)
Λ2, u∗ =

ε

4K4(n+ 8)
. (1.82)

Во втором порядке по ε координата u∗ неподвижной точки характеризуется
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следующим выражением:

u∗ = ε
Λε

4K4(n+ 8)

(
1 +

3(3n+ 14)

(n+ 8)3
ε+ . . .

)
. (1.83)

Кроме этой неподвижной точки, называемой изотропной гейзенберговской, су-
ществует тривиальное решение уравнений (1.81): u∗ = r∗ = 0. Это решение
описывает случай несущественного взаимодействия флуктуаций параметра по-
рядка при описании фазовых переходов и соответствует области применимости
теории Ландау.

Далее необходимо исследовать полученные неподвижные точки на устой-
чивость относительно малых отклонений от их значений, что позволяет опре-
делить реализуемый в системе тип фазового перехода. С неустойчивыми непо-
движными точками связывают фазовые переходы первого рода, в то время
как устойчивым неподвижным точкам ставится в соответствие фазовый пере-
ход второго рода.

Для исследования вопроса о стабильности изотропной неподвижной точ-
ки линеаризуем рекуррентные соотношения (1.78) в окрестности этой точки.
Линеаризованные уравнения после процедуры диагонализации матрицы пре-
образования можно представить в виде

∆r′ = bλr ∆r,

∆u′ = bλu ∆u, (1.84)

где ∆r = r − r∗, ∆r′ = r′ − r∗, ∆u = u− u∗ и ∆u′ = u′ − u∗. Величины λr и λu
определяются из соотношений

bλr ≡ b2

(
1− ε ln b

(n+ 2)

(n+ 8)

)
,

bλu ≡ 1− ε ln b,

откуда в первом порядке по ε имеем

λr = 2− ε(n+ 2)

(n+ 8)
,

λu = −ε. (1.85)
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Отрицательное значение λu означает, что при многократном преобразо-
вании гамильтониана ∆u′ → 0, т. е. параметр эффективного взаимодействия
стремится к своему значению u∗ в неподвижной точке. Изотропная точка яв-
ляется, таким образом, стабильной. Что касается первого уравнения (1.84) ре-
нормгруппы, оно показывает расходимость величины ∆r′ под действием пре-
образований ренормгруппы, так как b > 1 и λr > 0. Согласно аргументам
Вильсона [2, 57], это связано с расходимостью корреляционной длины в точке
фазового перехода Tc. Величина λr определяет критический индекс ν корреля-
ционной длины посредством соотношения

λr =
1

ν
. (1.86)

Естественно, что он не зависит от произвольно выбранного параметра b.
С помощью выражения для λr находим ν в первом порядке по ε:

ν =
1

2
+ ε

(n+ 2)

4(n+ 8)
+ . . . (1.87)

Критический индекс Фишера η равен нулю в этом приближении. Его зна-
чения могут быть найдены во втором порядке по ε. Так, значения индексов во
втором порядке по ε соответствуют следующим выражениям:

ν =
1

2
+ ε

(n+ 2)

4(n+ 8)
+ ε2 (n+ 2)(n2 + 23n+ 20)

8(n+ 8)2
,

η = ε2 (n+ 2)

2(n+ 8)2
. (1.88)

Формулы (1.88) показывают, что критические индексы зависят лишь от числа
компонент параметра порядка и размерности пространства и совершенно не
зависят от величины затравочного взаимодействия. Это и подтверждает уни-
версальный характер критического поведения.

Исследования модели показали, что условие устойчивости нетривиальной
неподвижной точки λu = −ε < 0 сводится к требованию положительности
параметра ε = 4 − d, т. е. d < 4, в то время как для тривиальной гауссовой
неподвижной точки условие устойчивости λu = ε < 0 оказывается обратным,
т. е. d > 4. Таким образом, фазовые переходы в трехмерных и двумерных изо-
тропных системах, описываемых моделью φ4, характеризуются нетривиальной
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неподвижной точкой, что указывает на существенную роль флуктуаций пара-
метра порядка в реализации в них фазового перехода второго рода. Областью
применимости результатов теории Ландау оказываются фазовые переходы в
системах с размерностью больше четырех. В тривиальной гауссовой неподвиж-
ной точке значения критических индексов ν = 1/2, η = 0 соответствуют теории
Ландау.

Нет необходимости вычислять значения остальных критических индексов,
так как они могут быть получены из равенств соотношений подобия, связыва-
ющих критические индексы (см. таблицу 1.1).

1.2. Влияние дефектов структуры на критическое поведение

В реальных макроскопических системах всегда присутствуют те или иные
дефекты. Дефекты структуры могут иметь различную природу и оказывать
различное влияние на процессы, протекающие в твердых телах. Поэтому опи-
сание влияния дефектов структуры во всех возможных формах их проявления
является одной из интересных и сложных проблем теории критических явле-
ний. Так в ферромагнитном кристалле часть ячеек может быть занята атомами,
имеющими нулевой магнитный момент. Если концентрация немагнитных ато-
мов превышает определенную величину, ферромагнетизм полностью подавля-
ется. Другим примером служит ситуация, когда в решетке возможны дефекты,
приводящие к случайно распределенным выделенным направлениям ориента-
ции спинов. В качестве еще одного примера можно упомянуть переход жидкого
He4 в сверхтекучее состояние в пористой среде.

Теоретическое изучение влияния случайно распределенных дефектов и
примесей на различные явления началось много лет назад. Движение электро-
нов в неупорядоченных твердых телах, перколяционная задача, модель Изинга
со спинами на случайных узлах и другие подобные задачи привлекали к себе
многих исследователей, результаты которых отражены в работах [67,69,70].

Причина, по которой влияние дефектов структуры на критическое поведе-
ние должно быть существенным, состоит в следующем. Допустим, что в систе-
му, находящуюся вблизи критической точки, ввели малое количество примесей
или разорвали в ней небольшое число связей. Такое изменение можно рассмат-
ривать как включение малого возмущения. Отклик системы на такое возмуще-
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ние описывается на языке поведения различных восприимчивостей и корреля-
ционных функций. Вблизи критической точки идеальной системы некоторые
из этих величин велики и представляют собой сингулярные функции темпера-
туры. Это означает, что малое количество дефектов структуры может приве-
сти к большим эффектам вблизи критической точки, тем самым существенно
изменяя критическое поведение чистой (однородной) системы. При этом мо-
гут измениться значения критических индексов. Возможно, что наличие де-
фектов приведет к сглаживанию сингулярного поведения некоторых величин.
Может произойти размытие фазового перехода второго рода и исчезновение
критической точки. Механизмы этих эффектов глубоко скрыты и до сих пор
еще недостаточно изучены. Во всяком случае, ясно, что в неидеальной систе-
ме возникает характерный параметр – среднее расстояние между дефектами.
При приближении к критической точке он начинает конкурировать с корре-
ляционной длиной, что и обусловливает отклонение критического поведения
неоднородной системы от поведения идеальной системы.

Дефекты принято разделять на два вида [64] в соответствии с их распре-
делением в матрице. Если способ приготовления образца таков, что дефекты
структуры находятся в равновесии с матрицей системы, то их принято на-
зывать расплавленными, или равновесными. Как правило, при приготовлении
образца дефекты не успевают прийти в термодинамическое равновесие с матри-
цей и как бы замораживаются в ней в виде некоторой конфигурации, несущей
память о способе приготовления системы. Такие дефекты принято называть
замороженными.

В случае расплавленных дефектов структуры их концентрация играет
роль дополнительной термодинамической переменной. Ее влияние на критиче-
ское поведение проявляется только в сдвиге критической температуры и пере-
нормировке значений критических индексов с фактором 1/(1−α), если индекс
теплоемкости однородной системы α положителен [71].

Феноменологический подход к описанию универсального критического по-
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ведения систем определяется гамильтонианом H вида

H =

∫
ddx

{
−hφ(x) +

1

2
rφ2(x) +

1

2
(∇φ(x))2 +

u

4!
φ4(x) +

+(более высокие степени φ(x),∇φ(x))

}
, (1.89)

где φ(x) – n-компонентный параметр порядка; h – внешнее поле, сопряженное
параметру порядка; r(T ), u(T ), . . . – аналитические функции температуры T и
внешних параметров.

Однородные системы являются трансляционно инвариантными. Их пове-
дение в критической точке (при температуре фазового перехода) определяется
фиксированными точками уравнений ренормгруппы:

h = 0, r = r∗, u = u∗, (1.90)

коэффициенты более высокой скейлинговой размерности равны нулю.
Неоднородные системы с замороженными примесями уже не являются

трансляционно инвариантными. При этом параметры h(x), r(x), u(x), . . . начи-
нают зависеть случайным образом от координат.

Влияние случайности, вызванное присутствием дефектов,
ослабевает с уменьшением скейлинговой размерности полей:

h(x) – случайное поле (со средним значением равным нулю), характеризу-
ется наиболее сильным влиянием на поведение систем при фазовых переходах;

r(x) – случайное поле локальной критической температуры при опреде-
ленных условиях может модифицировать критическое поведение систем и из-
менить значения критических индексов (отличное от нуля среднее просто сдви-
гает критическую температуру);

u(x), . . . – влияние этих полей на критическое (асимптотическое) поведе-
ние термодинамических функций несущественно.

Рассмотрим влияние дефектов структуры типа случайная температура
фазового перехода на критическое поведение. Пусть r(x) = r+ V (x), где V (x)

характеризует потенциал случайного поля дефектов в точке x с равным нулю
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средним значением по распределению дефектов:

〈〈V (x)〉〉 = 0. (1.91)

Процедура усреднения функции свободной энергии и корреляционных функ-
ций по потенциалу примесей восстанавливает
трансляционную инвариантность этих величин, что позволяет применить для
дальнейшего исследования критического поведения ренормгрупповую технику.

Распределение дефектов обычно задается через второй момент функции
распределения

〈〈V (x)V (y)〉〉 = g(x− y). (1.92)

В простейшем случае некоррелированных точечных дефектов [15]:

g(x− y) = vδd(x− y), (1.93)

где v ∼ (величина потенциала)2 × (концентрация дефектов); d – размерность
системы. Существуют более сложные и реалистичные модели. Модель с про-
тяженными дефектами размерности εd, которые параллельны друг другу и
хаотически распределены по объему образца [73], описывается распределением
с

g(x− y) = vδd−εd(x⊥ − y⊥). (1.94)

Другая модель, предложенная Вейнрибом и Гальпериным [75], учитывает эф-
фекты корреляции дефектов со случайной ориентацией и описывается распре-
делением с

g(x− y) = |x− y|−a. (1.95)

Учет моментов более высокого порядка не существенен для критического по-
ведения.

Функционал свободной энергии F системы с дефектами определяется со-
отношением:

exp(−F/kT ) =

∫
Dφ exp

(
−H0 −

1

2

∫
ddV (x)φ2(x)

)
, (1.96)

где H0 – гамильтониан однородной системы. Для слабо неоднородной системы
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можно воспользоваться разложением

exp

(
−1

2

∫
ddV (x)φ2(x)

)
= 1− 1

2

∫
ddxV (x)φ2(x) +

+
1

8

∫
ddxddyV (x)φ2(x)V (y)φ2(y) + . . . (1.97)

и провести усреднение по примесям:

〈〈F/kT 〉〉 = (F0/kT ) + (1.98)

+
1

8

∫
ddx ddy 〈〈V (x)V (x)〉〉

〈
φ2(x)φ2(y)

〉
0

+ . . . ,

где 〈. . .〉0 – усреднение по распределению флуктуаций с гамильтонианом одно-
родной системы H0. Для однородных систем теплоемкость имеет вид

C =
d2(F0/kT )

dT 2
=

∫
ddx ddy

〈
φ2(x)φ2(y)

〉
0
∼ τ−α, (1.99)

где τ = (T − Tc)/Tc. Используя гипотезу подобия, из которой следует, что
свободная энергия F0 ∼ τ 2−α, и соотношений (1.9),(1.16) можно определить

〈
φ2(x)φ2(y)

〉
0

= τ−α+dνG

(
|x− y|

ξ

)
.

Тогда асимптотическое поведение свободной энергии системы с дефектами как
функции температуры может быть представлено в виде [70]:

〈〈F/kT 〉〉 = τ 2−αA+
τ

8

−α+dν
∫

ddx g(x)G

(
x

ξ

)
=

= τ 2−α(A+Bτ−ϕ + . . .), (1.100)

где ϕ – критический индекс кроссовера характеризует влияние дефектов на
критическое поведение системы.

Очевидно, что при ϕ > 0 это влияние существенно и приводит к кри-
тическому поведению с новыми критическими индексами, при ϕ < 0 влияние
дефектов несущественно и критическое поведение неупорядоченных систем бу-
дет характеризоваться критическими индексами систем без дефектов.
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Для точечных дефектов (1.93)∫
ddx g(x)G(x/ξ) ∼ const (1.101)

и, следовательно, ϕ = α. Таким образом, точечные дефекты существенны,
если α > 0. Это утверждение составляет суть так называемого эвристического
критерия Харриса [14], согласно которому при отрицательном индексе теплоем-
кости (α < 0) критическое поведение слабонеоднородной системы оказывается
таким же, как у чистого вещества. Если же α > 0, то при сохранении характера
фазового перехода второго рода критические индексы отличаются по величине
от индексов, измеряемых в случае чистого вещества.

Поскольку индексы зависят от числа компонент параметра порядка сле-
дующим образом:

n = 1 – изинговские магнетики: α > 0,
n = 2 – XY магнетики: α < 0,
n = 3 – гейзенберговские магнетики: α < 0,
очевидно, что точечные некоррелированные дефекты существенны только

для критического поведения изингоподобных систем (n = 1).
В случае модели протяженных дефектов∫

ddx g(x)G(x/ξ) ∼ τεdν, (1.102)

поэтому ϕ = α + εdν [42], что приводит к новому критическому поведению.
В рамках модели Вейнриба–Гальперина∫

ddx g(x)G(x/ξ) ∼ τ(a− d)ν (1.103)

и, следовательно, ϕ = α+(d−a)ν = 2−aν [75]. Видно, что протяженные дефек-
ты и эффекты корреляции дефектов существенно сказываются на поведении
более широкого класса систем, испытывающих фазовый переход второго рода.
Таким образом, наличие дефектов небольшой концентрации не приводит к раз-
мыванию критического поведения. При этом, как показывают дополнительные
исследования, влияние беспорядка, вызванного присутствием дефектов, силь-
нее проявляется в динамике.

Ренормгрупповой анализ с использованием ε–разложения [15, 70, 72] по-
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казал, что критическое поведение неупорядоченных изингоподобных систем
с точечными дефектами действительно характеризуется новым набором кри-
тических индексов, значения которых не зависят от концентрации точечных
дефектов в области их малых концентраций. Однако сходимость асимптотиче-
ских рядов ε–разложения для систем с дефектами еще более слабая, чем для
однородных. Экспериментальные исследования [76,77] подтвердили численное
отличие статических критических индексов для неупорядоченных систем от их
значений для однородных систем и показали хорошее согласие с теоретически-
ми результатами.
Из-за плохой асимптотической сходимости рядов ε–разложения и трудностей,
возникающих при попытке учесть поправки более высокого порядка, результа-
ты исследований критической динамики чистых, а тем более неупорядоченных
систем с точечными некоррелированными дефектами значительно скромнее и
носят скорее предварительный оценочный характер [87].

1.3. Компьютерное моделирование фазовых переходов

Большинство физических систем не являются изолированными, а обмени-
ваются энергией с окружающей средой. Обычно такая система мала по срав-
нению со своим окружением и считается, что любое изменение энергии малой
системы не влияет заметным образом на температуру большой системы. В ре-
зультате большая система действует как термостат с заданной абсолютной тем-
пературой T . Если малую, но макроскопическую систему привести в тепловой
контакт с термостатом, то она будет стремиться перейти в равновесное состоя-
ние путем обмена энергией с термостатом, и этот процесс будет продолжаться
до тех пор, пока система не достигнет температуры термостата.

Представим себе бесконечно большое число воображаемых копий системы
и среды - термостата. Вероятность Pn того, что система находится в микросо-
стоянии, задаваемом набором квантовых чисел n, с энергией En, описывается
формулой Wn = (1/Z) exp(−En/kT ), где 1/Z – нормировочный множитель.
Статистический ансамбль, определяемый данным выражением, называется ка-
ноническим. Поскольку ∑

n

Wn = 1, (1.104)
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то сумма по всем M микросостояниям системы

Z =
M∑
n

exp

(
−En

kT

)
. (1.105)

Величина Z называется суммой по состояниям системы, или статистической
суммой. С помощью функции канонического распределения Wn можно полу-
чить среднее по ансамблю от рассматриваемых физических величин. Напри-
мер, средняя энергия равна〈

E
〉

=
∑
n

EnWn =
1

Z

∑
n

En exp

(
−En

kT

)
. (1.106)

Заметим, что в каноническом ансамбле возможны флуктуации энергии и дру-
гих термодинамических величин, за исключением среднего числа частиц в си-
стеме (N = const).

МетодМонте-Карло.АлгоритмМетрополиса

Метод Монте-Карло – это метод статистического моделирования на
ЭВМ систем со многими степенями свободы. В основе его лежит использова-
ние случайных чисел для машинной имитации распределений вероятности, чем
и объясняется название метода. В принципе метод можно реал изовать, гене-
рируя случайные числа с помощью обычной рулетки, однако его высокая эф-
фективность обеспечивается только мощными ЭВМ. Поэтому первое успешное
применение метода к одной из задач статистической физики стало возможным
лишь в 1953 г., когда Метрополис и его коллеги исследовали свойства жидкости
в рамках модели твердых дисков.

Рассмотрим применение метода Монте-Карло к моделированию поведе-
ния канонического ансамбля и, в частности, системы спинов в рамках модели
Изинга. Будем моделировать систему N частиц, находящихся в объеме V при
постоянной температуре T . Поскольку возможна генерация только ограничен-
ного числа m из полного, в общем случае огромного числа M конфигураций,
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можно получить оценку среднего значения 〈A〉 из выражений

〈A〉 =
1

Z

M∑
n=1

An exp

(
−En

kT

)
∼=

m∑
n=1

An exp

(
−En

kT

)
m∑
n=1

exp

(
−En

kT

) , (1.107)

где En и An обозначают полную энергию и значение физической величины A

в конфигурации n. Простейшая процедура Монте-Карло, казалось бы, состо-
ит в том, что генерируется случайная конфигурация, вычисляются En, An и
произведение An exp(−En/kT ), подсчитывается соответствующий вклад этой
конфигурации в суммы выражения для 〈A〉. Однако многие из таких конфи-
гураций, по-видимому, очень маловероятны и поэтому давали бы малый вклад
в сумму при равновероятной выборке конфигураций. Поэтому нужно пользо-
ваться методом существенной выборки, повышающей статистический вес каж-
дой конфигурации, и генерировать конфигурации в соответствии с функцией
распределения вероятностей Pn. Использование существенной выборки приво-
дит к уменьшению статистической погрешности без увеличения числа конфи-
гураций. Тогда процедура нахождения среднего аппроксимируется следующим
выражением:

〈A〉 ∼=

m∑
n=1

An

Pn
exp

(
−En

kT

)
m∑
n=1

1

Pn
exp
(
−En

kT

) . (1.108)

Самый простой и естественный способ выбора Pn состоит в использовании са-
мого канонического распределения

Pn =

exp

(
−En

kT

)
m∑
n=1

exp
(
−En
kT

) , (1.109)

при котором среднее 〈A〉 превращается в среднее арифметическое:

〈A〉 ∼=
1

m

m∑
n=1

An. (1.110)
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Выбор Pn в таком виде предложен Метрополисом (1953). Приведем наи-
более общую форму алгоритма Метрополиса на примере системы спинов.

1. Формируем начальную (равновесную) конфигурацию.

2. Производим случайное пробное изменение в начальной конфигурации,
т.е. случайным образом выбираем какой-нибудь спин и пробуем его опро-
кинуть.

3. Вычисляем ∆E, т.е. изменение энергии системы, обусловленное произве-
денным пробным изменением конфигурации.

4. Если ∆E ≤ 0, то принимаем новую конфигурацию и переходим к шагу
8.

5. Если ∆E > 0, то вычисляем вероятность перехода W = exp(−∆E/kT ).

6. Генерируем случайное число r в интервале (0, 1).

7. Если r ≤ W , то новую конфигурацию принимаем, в противном случае
сохраняем предыдущую конфигурацию.

8. Определяем значения требуемых физических величин.

9. Повторяем шаги 2− 8 для получения достаточного числа конфигураций.

10. Вычисляем средние по конфигурациям, которые статистически незави-
симы.

В основе алгоритма Метрополиса лежит использование равновесной функ-
ции канонического распределения Pn, и, следовательно, при применении этого
алгоритма должны выбираться термодинамически равновесные состояния си-
стемы. Однако у нас нет уверенности, что сформированная начальная конфи-
гурация является равновесной. Чтобы избежать этой проблемы, необходимо,
начиная с произвольной конфигурации спинов (например, все спины направ-
лены вверх), процедуру вычисления среднего проводить только после дости-
жения системой равновесного состояния, т.е. после выполнения такого числа
шагов Монте-Карло на спин (MCS/s), когда на основании исследования релак-
сационных свойств системы ее можно считать достигшей равновесия.
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Динамическая интерпретация процесса моделирования

Последовательность состояний, задаваемых в алгоритме Метрополиса
вероятностью перехода между ближайшими конфигурациями, образует мар-
ковский процесс. Можно связать шкалу времени t со шкалой n последова-
тельных конфигураций, считая, что N случайных выборок узлов системы осу-
ществляется за единицу времени. Данная единица времени соответствует шагу
Монте-Карло на спин (MCS/s).

Тогда эволюция неравновесной функции распределения Pn(t) может быть
записана в виде основного уравнения (кинетического уравнения Глаубера)

dPn
dt

= −
∑
n′

W (n→ n′)Pn(t) +
∑
n′

W (n′ → n)Pn′(t), (1.111)

где первая сумма описывает изменение вероятности обнаружения n-конфигурации
за счет переходов из n-состояния в другие, а вторая сумма – за счет переходов
из всех других состояний в состояние n. Чтобы марковский процесс обладал
нужным свойством сходимости Pn(t) к Pn = (1/Z) exp(−En/kT ) при временах,
больших времени релаксации, достаточно потребовать выполнения условия де-
тального баланса

W (n→ n′)Pn(t) = W (n′ → n)Pn′(t). (1.112)

Это означает, что отношение вероятностей перехода зависит только от измене-
ния энергии:

W (n→ n′)

W (n′ → n)
= exp

(
−∆Enm

kT

)
. (1.113)

Данное соотношение не определяет, конечно, функциюW (n→ n′) однозначно.
Обычно W выбирают или как в алгоритме Метрополиса

W (n→ n′) =

 exp

(
−∆Enm

kT

)
, при ∆Enm > 0,

1, при ∆Enm ≤ 0.
(1.114)
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или в виде функции Глаубера

W (n→ n′) =
1

2

[
1− th

(
−∆Enm

2kT

)]
. (1.115)

В качестве определения среднего наблюдаемой величины A, не зависящей от
времени явно, выступает соотношение〈

A(t)
〉

=
∑
n

AnPn(t). (1.116)

Оно задает динамическую эволюцию величины A посредством временной зави-
симости Pn(t) – решения уравнения Глаубера. Однако можно строго показать,
что данная процедура усреднения эквивалентна усреднению по начальному со-
стоянию Pn(t0), в то время как состояние n, и, следовательно, A изменяются
со временем в соответствии с марковским процессом, задаваемым W (n→ n′).
При этом 〈

A(t)
〉

=
∑
n

Pn(t0)An(t), (1.117)

что дает процедуру усреднения по последовательности конфигураций в стоха-
стическом марковском процессе.

При решении задач статистической физики интерес представляет вы-
числение характеристик системы в термодинамическом пределе, когда число
частиц стремится к бесконечности. Компьютерные эксперименты, однако, поз-
воляют моделировать систему малого размера по сравнению с термодинамиче-
ским пределом. При этом начинают проявляться эффекты конечности разме-
ров системы. Для их уменьшения осуществляется аппроксимация граничных
условий. Существует несколько возможных вариантов:
– периодические граничные условия;
– свободная граница;
– нестандартные граничные условия.

Периодические граничные условия устраняют влияние поверхностных эф-
фектов и наилучшим образом соответствуют моделированию поведения объем-
ных систем. Они восстанавливают трансляционную инвариантность конечных
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систем путем наложения условий на любую наблюдаемую величину A:

A(Xi) = A(Xi + Li), (1.118)

где Xi = (X, Y, Z), Li = (L1, L2, L3) – линейные размеры системы.

1.3.1. Релаксационные свойства модели. Установление состоя-
ния равновесия

Алгоритм Метрополиса с динамикой опрокидывания спина является
вполне разумным приближением к реальной динамике анизотропного магне-
тика, спины которого связаны с колебаниями решетки. Эта связь приводит к
беспорядочному опрокидыванию спинов. Этот стохастический процесс по су-
ти своей соответствует марковскому процессу, генерируемому методом Монте-
Карло в рамках алгоритма Метрополиса. При этом можно ожидать, что один
шаг Монте-Карло на спин пропорционален среднему времени между опроки-
дываниями спинов, наблюдаемому в реальном физическом эксперименте. Сле-
довательно, можно рассматривать динамику опрокидывания спина как насто-
ящий нестационарный процесс и наблюдать релаксацию к равновесию по про-
шествии достаточно большого числа шагов.

Поставим вопрос об определении времени релаксации для двумерной мо-
дели Изинга, т. е. сколько времени в шагах Монте-Карло на спин (MCS/s)
требуется системе для достижения равновесия? Для этого в рамках алгоритма
Метрополиса проведем расчет и построим график зависимости намагниченно-
сти и энергии, приходящихся на спин, от числа шагов МК на спин. Входными
параметрами являются температура термостата T и линейный размер решетки
L. Исходной является конфигурация со спинами, направленными вверх.

Ярким проявлением аномальных свойств поведения систем при фазовых
переходах второго рода является критическое замедление процесса релакса-
ции системы, проявляющееся в медленном изменении со временем характерной
термодинамической величины - параметра порядка (намагниченности M для
ферромагнитных систем) при стремлении к состоянию равновесия

M(t) = 〈S(r, t)〉 ∼ exp

(
− t

τr

)
, (1.119)
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τr ∼ |T − Tc|−zν →∞, (T → Tc)

где τr - время релаксации системы, z - динамический критический индекс, ν
- критический индекс корреляционной длины. На временах t � τr система
приходит к состоянию равновесия. Расчет среднего значения физической ве-
личины A обычно занимает много времени. Поэтому желательно вычислять
ее значения не чаще, чем это необходимо. Ясно, что нам не нужно вычислять
A после опрокидывания только одного спина, поскольку значения A в обеих
конфигурациях были бы почти одинаковыми. Идеальным было бы вычислять
A для конфигураций, которые статистически независимы. Однако, посколь-
ку время корреляции конфигураций изначально неизвестно, следует провести
предварительные расчеты для оценки времени корреляции.

Один из способов определения временных интервалов, на которых конфи-
гурации коррелированы, состоит в вычислении зависящих от времени автокор-
реляционных функций:

Cm(t) = 〈M(t)M(0)〉 − 〈M(t)〉 〈M(0)〉 , (1.120)

Ce(t) = 〈E(t)E(0)〉 − 〈E(t)〉 〈E(0)〉 . (1.121)

Величины M(t) и E(t) представляют собой значения намагниченности и
полной энергии системы в момент времени t. При t = 0 функция Cm(t) пропор-
циональна магнитной восприимчивости, а Ce(t) пропорциональна теплоемко-
сти. Для достаточно больших tфункцииM(t) иM(t′) будут некоррелированы и
〈M(t)M(0)〉 = 〈M(t)〉 〈M(0)〉. Следовательно, Cm(t) и Ce(t) должны стремить-
ся к нулю при временах t, стремящимся к бесконечности. Обычно считается,
что Cm(t) и Ce(t) убывают со временем по экспоненциальному закону.

Cm(t) ∼ exp

(
− t

τmc

)
, (1.122)

Ce(t) ∼ exp

(
− t

τ ec

)
, (1.123)

τmc , τ
e
c ∼ |T − Tc|−zν →∞, (T → Tc)

т.е. времена корреляции флуктуаций аномально растут с приближением к кри-
тической температуре. Оценкой времени корреляции для намагниченности τmc
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или τ ec служит время, за которое соответствующие корреляционные функции
C(t) уменьшаются в e раз по сравнению с их значениями при t = 0. Поскольку
конфигурации, отстоящие на времена, меньшие времени корреляции, являются
статистически коррелированными, необходимо вычислять требуемые равновес-
ные физические величины для временных интервалов на три-четыре порядка
больших времени корреляции.

1.3.2. Применение кластерного метода Вольфа для уменьше-
ния эффектов критического замедления

Кластерный алгоритм для модели Изинга предложили Свендсен и
Ванг [88] с целью уменьшения влияния эффектов критического замедления
времени релаксации системы на результаты моделирования. Более производи-
тельный вариант алгоритма был предложен затем Вольфом [89]. Рассмотрим
основные идеи этих алгоритмов. Пусть в узлах решетки расположены спино-
вые переменные, принимающие значения S = ±1, и задана некоторая началь-
ная спиновая конфигурация. Введем понятие связи между спинами следую-
щим образом. Если два спина антипараллельны, то связь между ними будет
считаться всегда разорванной; если спины параллельны, то связь между ни-
ми будет считаться замкнутой с вероятностью 1 − exp(−2/T ) и разорванной
с вероятностью exp(−2/T ). Данный процесс коррелированной перколяции по
связям разбивает решетку на так называемые физические кластеры (в отличие
от процедуры, когда связи между сонаправленными спинами всегда замкнуты
и генерируются геометрические кластеры). Если теперь присвоим спинам каж-
дого физического кластера значения ±1 с вероятностью 1/2, то получим новую
спиновую конфигурацию. Изложенная процедура представляет собой алгоритм
Свендсена-Ванга.

Метод Вольфа отличается тем, что в решетке произвольно выбирается
спин, затем строится физический кластер, которому этот спин принадлежит, а
затем весь построенный кластер переворачивается.

Алгоритм Монте-Карло в варианте Вольфа
1. Выбирается случайным образом спин в решетке, который будем назы-

вать центральным. Затем центральный спин переворачивается, т.е. его значе-
ние меняется на противоположное.
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2. Рассматриваются ближайшие соседи центрального спина. Если сосед-
ний спин направлен одинаково с неперевернутым центральным, то с вероятно-
стью 1 − exp(−2/T ) этот спин переворачивается, а его координаты запомина-
ются в стеке.

3. После того как были проверены все соседние узлы, спин, координаты
которого были загружены в стек последними, выбирается центральным и снова
выполняется пункт 2.

4. Процедура переворота спинов заканчивается тогда, когда стек становит-
ся пустым. Этот процесс называется переворотом кластера, а все перевернутые
спины считаются принадлежащими кластеру Вольфа.

По данному алгоритму реализуется марковский процесс и с соответству-
ющей вероятностью генерируется равновесная конфигурация спинов.

1.3.3. Моделирование критического поведения неупорядочен-
ных систем

При создании спиновой конфигурации со случайно распределенными при-
месями в решетке возникают несвязанные геометрические кластеры магнит-
ных узлов. При концентрации спинов p больших порога спиновой перколя-
ции pc практически всегда существует спиновой кластер, протекающий с гра-
ни на грань, и какое-то количество изолированных кластеров, содержащих
относительно небольшое число спинов. В пределе бесконечно большого раз-
мера вклад в магнитные характеристики системы будут давать только скор-
релированные спины бесконечного перколяционного кластера, поэтому будет
разумным при вычислении критических характеристик не учитывать вклад
от узлов, не имеющих связи с перколяционным кластером. Такая процеду-
ра позволяет уменьшить «шум» от спинов кластеров конечного размера. Для
распределения спинов с заданной концентрацией p по узлам решетки удобно
использовать алгоритм выращивания перколяционного кластера Хаммерсли-
Лиса-Александровица [90]. Практические детали реализации алгоритма следу-
ющие. В центре кубической решетки размещается затравочный спин. Шесть
соседних узлов образуют «периметр» затравочного спина. Случайным обра-
зом выбирается узел из «периметра». Затем с вероятностью p этот узел зани-
мается спином, а его соседи добавляются в «периметр». В противном случае



59

узел остается свободным (примесным). Чтобы узлы решетки оставались сво-
бодными с вероятностью 1− p, данный узел больше не проверяется. Если узел
уже занят спином, то определяется, нет ли новых непроверенных узлов «пе-
риметра». Процедура повторяется до тех пор, пока не будут просмотрены все
узлы периметра. Метод Монте-Карло при процедуре моделирования поведе-
ния неупорядоченных систем претерпевает ряд изменений. Атомам примеси
при моделировании ставятся в соответствие пустые узлы. Спин соответствую-
щего пустого узла полагается равным нулю. Алгоритм Метрополиса при этом
сохраняется, как и для однородных

с учетом того что вклад в энергию взаимодействия магнитного атома со
спином S 6= 0 с немагнитным атомом со спином S = 0 оказывается равным
нулю. Следует отметить, что для каждой выращенной на решетке примес-
ной конфигурации реализуется алгоритм Метрополиса получения различных
термодинамических характеристик системы спинов как величин, усредненных
по числу шагов Монте-Карло. Однако искомая термодинамическая характе-
ристика неупорядоченной системы получается лишь после дополнительного
усреднения получаемых величин для отдельных конфигураций по полному на-
бору выращенных различных примесных конфигураций. При этом значения
термодинамических характеристик будут более достоверными с увеличением
числа примесных конфигураций, используемых при усреднении. Для получе-
ния надежных значений универсальных характеристик критического поведе-
ния структурно неупорядоченных систем необходимы значительные вычисли-
тельные мощности, отождествляемые прежде всего с суперкомпьютерными си-
стемами. Существенный рост вычислительного времени при моделировании
неупорядоченных систем по сравнению с однородными связан с необходимо-
стью дополнительного усреднения по распределению дефектов в образце и бо-
лее значительному проявлению критического замедления, связанного с допол-
нительным взаимодействием флуктуаций параметра порядка через поле дефек-
тов. Поэтому особенно важно при моделировании фазовых переходов в неупо-
рядоченных системах использовать параллельные методы вычислений.Для по-
добных систем задача о критическом поведении неупорядоченных систем до-
пускает крупноблочную декомпозицию. Самая эффективная параллелизация
методов Монте-Карло возникает при расчете каждой примесной конфигура-
ции спиновой системы со статистическими прогонками на отдельном процес-
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сорном элементе. При этом подходе отсутствуют межсетевые обмены между
процессорными элементами. Уникальной особенностью методов Монте-Карло
является высокая эффективность вычислений на очень большом числе процес-
сорных элементов.

1.4. Основные понятия и модельные представления теории нерав-
новесного поведения

Эффекты старения, проявляющиеся на неравновесном этапе релаксации
системы с медленной динамикой, характеризуются существованием двухвре-
менных зависимостей для таких функций, как корреляционная функция и
функция отклика от времени ожидания tw и времени наблюдения t− tw. Время
ожидания определяется временем, прошедшим с момента приготовления об-
разца до начала измерения его характеристик. В течение t − tw � trel, где trel
— время релаксации системы, во временном поведении системы проявляется
влияние начальных состояний системы и эффектов старения, характеризую-
щихся как нарушением трансляционной симметрии системы во времени, так
и замедлением релаксационных и корреляционных процессов с увеличением
«возраста» образца tw.

Предполагается, что неравновесное поведение системы реализуется путем
ее перевода в начальный момент времени t = 0 из равновесного состояния
при температуре T0 в состояние при температуре Ts, не равной температуре
T0. Возникающий в системе процесс установления равновесия характеризуется
временем релаксации trel (Ts) и на временах t� trel (Ts) достигается состояние
равновесия, соответствующее температуре Ts, и динамика системы оказывается
стационарной и инвариантной относительно обращения времени. Однако на
временах 0 < t� trel (Ts) эволюция системы зависит от начального состояния
системы.

В критической области при фазовом переходе второго рода время релакса-
ции системы trel является расходящейся величиной trel ∼ |T − Tc|−zν. Поэтому
в критической точке система не достигает равновесия в течении всего релак-
сационного процесса. На временах t � trel ожидается проявление эффектов
старения в двухвременной зависимости для корреляционной функции C (t, tw)

и функции отклика на внешнее возмущение R (t, tw).
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Для спиновой системы, характеризуемой спиновой плотностью S(x, t), вре-
менная корреляционная функция определяется выражением

C (t, tw) =
1

V

∫
ddx [〈S (x, t)S (0, tw)〉 − 〈S (x, t)〉 〈S (0, tw)〉], (1.124)

а функция отклика на малое внешнее магнитное поле h(x, t), применяемое к
системе в момент времени tw, соотношением

R (t, tw) =
1

V

∫
ddx

δ 〈S (x, t)〉
δh (x, tw)

∣∣∣∣
h=0

(1.125)

соответствии с принципом причинности R (t, tw > t) = 0.
Согласно общим представлениям о релаксационном процессе ожидается,

что для времен t > tw � trel (Ts), C (t, tw) = Ceq (t− tw) and R (t, tw) =

Req (t− tw), где Ceq иReq — величины, соответствующие состоянию равновесия.
Флуктуационно-диссипативная теорема устанавливает связь между данными
величинами и их изменением со временем

Req (t) = − 1

Ts

dCeq (t)

dt
. (1.126)

Флуктуационно-диссипативная теорема обобщается на случай неравновесной
динамики системы с t, tw � trel

R (t, tw) =
X (t, tw)

Ts

∂C (t, tw)

dtw
, (1.127)

где вводится X(t, tw) — флуктуационно-диссипативное отношение (ФДО)

X (t, tw) =
TsR (t, tw)

∂twC (t, tw)
(1.128)

с t > tw. Флуктуационно-диссипативная теорема устанавливает, что в равно-
весном состоянии X (t > tw � trel) = 1. Предельное значение

X∞ = lim
tw→∞

lim
t→∞

X (t, tw) (1.129)

может быть использовано в качестве универсальной характеристики неравно-
весного поведения систем с медленной динамикой. Более того X∞ 6= 1 может
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служить указанием на осуществление в системе неравновесного поведения. На-
ряду с этим величина X∞ может использоваться для определения эффектив-
ной неравновесной температуры Teff = T/X∞, которая обладает рядом свойств
температуры равновесной системы, т. е. характеризует направление тепловых
потоков в системе и служит критерием ее термолизации.

Выясним общие свойства величины X∞ и ее зависимость от температуры
замораживания Ts системы. Так как следствие флуктуационно-диссипативной
теоремы устанавливается, что для состояний системы с температурой Ts >

TcX
∞ (Ts > Tc) = 1. С другой стороны. на основе общих скейлинговых аргумен-

тов в работе [79] было показано, что для низкотемпературной упорядоченной
фазы с Ts < Tc X

∞ (Ts < Tc) = 0. Ожидается, что эти результаты не зависят от
специфических свойств отдельных систем. Однако для Ts = Tc не существует
общих аргументов, устанавливающих значение X∞ (Tc) и поэтому оно должно
определяться для каждой отдельной статистической модели. В таблице 1.2 мы
привели значения X∞ для ряда статистических моделей, которые были опре-
делены или в результате точных решений, или при численных Монте-Карло
исследованиях (более полная таблица для X∞ дана в работе [45]).

Таблица 1.2 Значения флуктуационно-диссипатинного отношения X∞ для си-
стем с высокотемпературным начальным состоянием с m0 � 1

Модель Ts < Tc Ts = Tc Ts > Tc
Свободное гауссово по-
ле

[78] точное — 1/2 1

dD сферическая мо-
дель

[79] точное 0 1− 2/d 1

1D модель Изинга [82] точное — 1/2 1
2D модель Изинга [79] МК 0, 26(1)

[80] МК 0, 340(5)
[81] МК 0, 330(5)

2D модель Поттса
с q = 3 состояниями [81] МК 0, 406(2)
2D модель Поттса
с q = 4 состояниями [81] МК 0, 459(8)
3D модель Изинга [79] МК 0 ≈ 0, 40
3D XY модель [83] МК 0 0, 43

Из представленных в таблице значений ясно, что X∞ (Ts = Tc) зависит
от специфических свойств модели ее пространственной размерности d. Тем не



63

менее в работах [79,84] на основе скейлинговых аргументов утверждается, что
предельное флуктуационно-диссипативное отношение при критической темпе-
ратуре X∞ (Ts = Tc) должно быть универсальной величиной, связанной с клас-
сом универсальности критической динамики модели.

В настоящее время хорошо известно, что двухвременные зависимости для
автокорреляционной функции и функции отклика при релаксации системы из
высокотемпературного начального состояния с m0 = 0 (или m0 � 1) удовле-
творяют следующим скейлинговым формам:

C (t, tw) = AC(t− tw)a+1−d/z(t/tw)θ−1fC (tw/t) ,

R (t, tw) = AR(t− tw)a−d/z(t/tw)θfR (tw/t) ,
(1.130)

где функции fC (tw/t) и fR (tw/t) являются конечными для tw → 0,
a = (2− η − z) /z, θ = θ′ − (2− z − η) /z, θ′ является критическим индексом,
характеризующим начальный рост намагниченности [85]. AR и AC — неунивер-
сальные амплитуды, значения которых фиксируются условиями fR,C (0) = 1.
При данных нормировочных условиях функции fR,C приобретают универсаль-
ные свойства. Из данных скейлинговых форм следует универсальность величи-
ны X∞ как выражающейся через отношение амплитуд X∞ = AR/ [(1− θ)AC ]

[45, 79,84].
Одним из необычных свойств неравновесного критического поведения си-

стем, релаксирующих из высокотемпературного начального состояния с m0 �
1, является увеличение намагниченности со временем наблюдения, удовлетво-
ряющее степенному закону M (t) ∼ tθ

′ на временах t < tcr ∼ m
−1/(θ′+β/zν)
0 (при-

мер такого поведения намагниченности M(t) для трехмерной модели Изинга
с различными спиновыми концентрациями приведен на рисунке 1.1). Нерав-
новесный этап начального роста намагниченности сменяется на временах t �
tcr на привычную долговременную динамику уменьшения намагниченности со
временем по степенному закону M (t) ∼ t−β/zν. Критические индексы θ и θ′

зависят от принадлежности системы к тому или иному динамическому классу
универсальности критического поведения [86] и были рассчитаны ренормгруп-
повыми методами для ряда динамических моделей, таких как модель с несо-
храняющимся параметром порядка (модель A по классификационной схеме
Гальперина-Хоэнберга [86]) [87,91,102], модель со связью параметра порядка с
сохраняющимся полем (модель C) [92] и модели со связью параметра порядка
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с гидродинамическими возбуждениями, имеющими характер прецессионного
движения в магнетиках (модели E, F , G и J) [92].

Рисунок 1.1 Временная зависимость намагниченностиM(t) неравновесном эта-
пе эволюции трехмерной модели Изинга для различных спиновых концентра-

ций p

На основе анализа двухвременных зависимостей для автокорреляцион-
ной функции и функции отклика (1.130) в неравновесном процессе релаксации
системы можно выделить три этапа (режима) его протекания. Первый ква-
зиравновесный этап эволюции осуществляется для малых времен наблюдения
t − tw � tw с tw � 1, когда еще не успевает проявиться зависимость авто-
корреляционной функции и функ ции отклика от времени ожидания и они
демонстрируют стационарный характер своего изменения C = C (t− tw) ∼
(t− tw)−(d−2+η)/z и R = R (t− tw) ∼ (t− tw)−(d−2+η+z)/z. Второй этап с про-
явлением эффектов старения реализуется на временах t − tw ∼ tw � 1, на
котором уже ярко проявляется двухвременная зависимость для автокорреля-
ционной функции и функции отклика и характеризуется соотношениями

C (t, tw) ∼ t−2β/(νz)
w F̂c (t/tw) ,

R (t, tw) ∼ t−2β(νz)−1
w F̂R (t/tw) ,

(1.131)

в которых была использована связь между критическими индексами 2β/ (νz) =

d/z − a − 1. В результате для разных времен ожидания tw кривые для дан-
ных функций, рассматриваемые на шкале времени наблюдения t − tw, уже не
совпадают друг с другом и при этом в соответствии с (1.131) характеризуют-
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ся различным наклоном для каждого значения tw. Для этапа с существенно
неравновесной эволюцией системы с временами наблюдения t − tw � tw � 1

скейлинговые функции F̂c (t/tw) F̂R (t/tw) в (1.131) характеризуются убываю-
щей степенной зависимостью

F̂c (t/tw) ∼ (t/tw)−ca, F̂R (t/tw) ∼ (t/tw)−cr (1.132)

с показателем ca = d/z − θ′, совпадающим с показателем, определяющим вре-
менную зависимость автокорреляционной функции в коротковременном режи-
ме неравновесного критического поведения системы [94,102,196]. На этом этапе
коротковременной динамики эффекты старения не проявляются. Скейлинго-
вый анализ поведения функции отклика R (t, tw) в режиме коротковременной
динамики предсказывает, что cr = ca.

Ренормгрупповые исследования неравновесного критического поведения
как <чистых>, так и структурно неупорядоченных систем с чисто диссипатив-
ной динамикой, описываемой моделью A [86], были проведены соответственно
в работах [93] и [95] с применением метода ε-разложения. В данных работах был
проведен расчет асимптотических значений флуктуационно-диссипативного от-
ношения X∞ для <чистых> систем с n-компонентным параметром поряд-
ка [93], давшим в двухпетлевом приближении следующее выражение

(X∞)−1

2
= 1 +

n+ 2

4 (n+ 8)
ε+

+ ε2 n+ 2

(n+ 8)2

[
n+ 2

8
+

3 (3n+ 14)

4 (n+ 8)
+ c

]
+O

(
ε2
)
,

(1.133)

где c = −0, 0415 . . . (аналитическое выражение для c приведено в статье [93]).
Для разбавленной модели Изинга в работе [93] было получено в однопетлевом
приближении выражение

X∞ =
1

2
− 1

4

√
6ε

53
+O (ε) . (1.134)

На основе соотношения (1.133) были получены следующие значения: X∞3DIs =

0, 429(6) для трехмерной модели Изинга (ε = 1, n = 1), X∞3DXY = 0, 416 (8)

для XY модели (ε = 1, n = 2) и X∞2DIs = 0, 30 (5) для двумерной модели
Изинга (ε = 2, n = 1), которые находятся в хорошем согласии с резуль-
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татами Монте-Карло исследований, при веденными в таблице 1.2. Для трех-
мерной структурно неупорядоченной модели Изинга было получено значение
X∞3DRIM ' 0, 416. Как отмечается авторами работы [95], данные результаты
вычисления X∞ в первом порядке теории не позволяют из сопоставления с
результатами для <чистой> модели выделить характер и особенности влия-
ния дефектов на флуктуационно-диссипативное отношение, для этого требует-
ся проведение вычислений в более высоких порядках теории. Тем более, в ряде
работ [18, 74] было показано, что ряды разложения по величине

√
ε не очень

хорошо ведут себя для реальных трехмерных систем при подстановке d = 3.
Если начальное состояние системы характеризуется намагниченностью

m0 6= 0 (низкотемпературное начальное состояние) последующим ее замора-
живанием при Ts = Tc, то ренормгрупповой анализ неравновесной критиче-
ской динамики для систем, описываемых полностью диссипативной моделью
A, предсказывает, что корреляционная функция C (t, tw) и функция отклика
R (t, tw) демонстрируют следующее скейлинговое поведение [85,97]

C (t, tw) = aC(t− tw)a+1−d/z(t/tw)θ−1FC (tw/t, t/tm) ,

R (t, tw) = aR(t− tw)a−d/z(t/tw)θFR (tw/t, t/tm) .
(1.135)

Модификация данных соотношений в сравнении с соотношениями (1.130) свя-
зана с введением нового временного масштаба tm, определяемого начальным
значением намагниченности m0 и связанного с ним следующей универсальной
зависимостью

tm = Bmm
−1/κ
0 , (1.136)

в которой показатель κ > 0 выражается через статические и динамические
критические индексы, как κ = θ + α + β/ (vz).

В результате двухвременные функции C (t, tw) и R (t, tw) оказываются
обобщенно-однородными функциями трех временных масштабов t − tw, tw и
tm. В частности, когда tm < t� tm, которое выполняется всегда для случая с
начальной намагниченностью m0 = 0, скеилинговые соотношения (1.135) для
C и R сводятся к соотношениям (1.130) с FC,R (x, 0) = fC,R (x). В противном
случае, с tm � tw < t скейлинговые соотношения (1.135) приобретают следую-
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щий вид [97]:

C (t, tw) = āC(t− tw)a+1−d/z(t/tw)θ̄−1F̄C (tw/t) ,

R (t, tw) = āR(t− tw)a−d/z(t/tw)θ̄F̄R (tw/t) ,
(1.137)

где новый показатель θ̄ = −βδ/ (νz) = − (1 + a+ β/ (νz)), а F̄C,R являются
универсальными скейлинговыми функциями, связанными с поведением FC,R (x, y)

при больших значениях аргумента y. В режиме старения, который реализует-
ся для времен t − tw ∼ tw � tm, двухвременная зависимость корреляционной
функции и функции отклика описывается соотношениями

C (t, tw) ∼ t−2β/(νz)
w F̃C (t/tw) ,

R (t, tw) ∼ t−2β/(νz)−1
w F̃R (t/tw)

(1.138)

со скейлинговыми функциями F̃C,R (t/tw), которые затухают на больших вре-
менах наблюдения t− tw � tw � tm в соответствии со степенным законом

F̃C,R (t/tw) ∼ (t/tw)−φ, (1.139)

характеризуемым показателем φ = d/z − a+ βδ/ (νz).
В статье [98] было осуществлено ренормгрупповое исследование неравно-

весного критического поведения d-мерной модели Изинга с чисто диссипатив-
ной динамикой при ее релаксации из намагниченного начального состояния. В
работе были определены универсальные скейлинговые формы двухвременной
зависимости для функции отклика и автокорреляционной функции и в рамках
теоретико-полевого подхода были рассчитаны скейлинговые функции в первом
порядке ε-разложения. Были выявлены эффекты старения и проведен расчет
универсального предельного флуктуационно-диссипативного отношения

X∞ =
4

5

(
73

600
− π2

100

)
ε+O

(
ε2
)
. (1.140)

Данное выражение дает значение X∞3DIs ' 0, 78 для трехмерной модели Изинга
(ε = 1, n = 1) и значение X∞2DIs ' 0, 75 для двумерной модели Изинга (ε = 2,
n = 1). Полученные результаты получили частичное подтверждение при про-
ведении авторами статьи [97] численных Монте-Карло исследований неравно-
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весного критического поведения для двумерной модели Изинга, в результате
которых было получено значение X∞MC = 0, 73(1).

1.5. Выводы

Проведенный анализ состояния теории критических явлений позволяет
сделать ряд выводов. Наиболее последовательным и разработанным для опи-
сания аномально сильного взаимодействия флуктуаций параметра порядка и
ряда других сильно флуктуирующих величин вблизи критической точки яв-
ляется теоретико-полевой подход, позволяющий реализовать ренормгрупповое
описание критических явлений в высоких порядках приближения теории по
амплитудам взаимодействия флуктуаций непосредственно для трехмерных и
двумерных систем без использования метода ε-разложения.
Одним из наиболее сложных и интересных направлений современной теории
критических явлений является исследование влияния неупорядоченности си-
стемы, создаваемой присутствием дефектов структуры, на критическое пове-
дение. Плохая асимптотическая сходимость рядов ε-разложения разложения,
получаемых для характеристик критического поведения неупорядоченных си-
стем, не позволяет считать достигнутые результаты достоверными. В связи
с этим актуальным является развитие методики и осуществление теоретико-
полевого описания неравновесного критического поведения однородных и струк-
турно неупорядоченных систем с замороженными дефектами структуры в мно-
гопетлевом приближении с применением методов суммирования. Значитель-
ный интерес представляет задача исследования аномально медленной крити-
ческой динамики спиновых систем, обусловленной неравновесностью началь-
ных состояний и влиянием дефектов структуры. Актуальной является задача
проведения ренормгруппового исследования одновременного влияния эффек-
тов нарушения пространственной трансляционной симметрии системы, созда-
ваемых присутствием дефектов структуры, и эффектов нарушения времен-
ной трансляционной симметрии, обусловленных неравновесными начальными
условиями системы, на характеристики неравновесного критического поведе-
ния различных систем. Подтверждение результатов теоретических расчетов
может быть получено при численном исследовании критического поведения
неупорядоченной ферромагнитной модели Изинга с дефектами типа случайной
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локальной температуры фазового перехода методами Монте-Карло. Актуаль-
ным с этой точки зрения является осуществление компьютерного моделирова-
ния как равновесных, так и неравновесных процессов критической релаксации
в неупорядоченной трехмерной модели Изинга при изменении концентрации
некоррелированных дефектов структуры в широком интервале от уровня сла-
бого разбавления до концентраций, близких к порогу перколяции. Сопостав-
ление полученных результатов с результатами теоретико-полевого расчета для
чистых и слабо неупорядоченных систем позволит внести ясность в вопрос об
универсальности критического поведения неупорядоченных систем. Если в слу-
чае структурно неупорядоченных систем со случайным возмущением типа ло-
кальной температуры фазового перехода к настоящему времени существует по-
нимание особенностей влияния дефектов на критическое поведение систем, то
в случае систем со случайными магнитными полями, несмотря на интенсивные
теоретические и экспериментальные усилия в течение последних тридцати лет,
мало надежно установленных фактов о поведении данных неупорядоченных си-
стем. Выявление особенностей критического поведения систем со случайными
магнитными полями по сравнению с системами со случайной локальной темпе-
ратурой фазового перехода наиболее наглядно может быть осуществлено при
компьютерном моделировании методом Монте-Карло критического поведения
неупорядоченной антиферромагнитной модели Изинга во внешнем магнитном
поле с учетом взаимодействия как ближайших, так и следующих за ближайши-
ми соседей. Данная модель замечательна тем, что в отсутствие внешнего поля
она позволяет описывать критическое поведение неупорядоченной системы со
случайной локальной температурой фазового перехода, а во внешнем однород-
ном магнитном поле критическое поведение системы со случайными полями.
Исследование данной модели дает уникальную возможность проследить за на-
растанием отличительных свойств в термодинамическом поведении модели со
случайными полями по сравнению с поведением модели со случайной локаль-
ной температурой по мере увеличения напряженности внешнего магнитного
поля и концентрации дефектов структуры.
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Глава 2
Компьютерное моделирование равновесного критического

поведения структурно неупорядоченных магнетиков

Исследование критического поведения неупорядоченных систем с заморо-
женными дефектами структуры представляет большой теоретический и экспе-
риментальный интерес. Большинство реальных твердых тел содержит заморо-
женные дефекты структуры, присутствие которых влияет на характеристики
систем и может сильно модифицировать поведение систем при фазовых пере-
ходах. Это приводит к возникновению новых сложных явлений в структур-
но неупорядоченных системах, обусловленных эффектами аномально сильного
взаимодействия флуктуаций ряда термодинамических величин, когда любое
возмущение, вносимое дефектами структуры даже при их низкой концентра-
ции, может привести к сильному изменению состояния системы. Для описание
таких систем требуется разработка специальных аналитических и численных
методов. При изучении влияния структурного беспорядка на фазовые перехо-
ды второго рода возникают два вопроса: изменяются ли критические индексы
однородного магнетика при разбавлении его примесью немагнитных атомов,
и если да, то являются ли новые критические индексы универсальными, т.
е. независящими от концентрации дефектов структуры вплоть до порога пер-
коляции. Ответ на первый вопрос был дан в работе [14], где показано, что
критические индексы систем с замороженными дефектами структуры изме-
няются по сравнению с их однородными аналогами, если критический индекс
теплоемкости однородной системы положителен. Этому критерию удовлетво-
ряют лишь трехмерные системы, чье критическое поведение описывается мо-
делью Изинга. Исследованиям ренормгрупповыми методами, численными ме-
тодами Монте-Карло и экспериментальным исследованиям критического по-
ведения разбавленных изингоподобных магнетиков к настоящему моменту по-
священо значительное число работ (см. обзор [18]). И если на вопрос о суще-
ствовании нового класса универсальности критического поведения, который
образуют разбавленные изингоподобные магнетики, уже получен положитель-
ный ответ, то вопросы о независимости асимптотических значений критиче-
ских индексов от степени разбавления системы, мере влияния кроссоверных
эффектов на эти значения, а также о возможности существования двух или
более режимов критического поведения для слабо и сильно неупорядоченных
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систем остаются открытыми и горячо обсуждаются. В данной главе представ-
лены результаты численного исследования критического поведения разбавлен-
ной трехмерной модели Изинга в широкой области изменения концентрации
заморооженных точечных дефектов . Высокие требования, предъявленные в
процессе проведенных исследований к условиям моделирования, широкий ин-
тервал изменения линейных размеров решеток L = 20 − 400, рассмотренных
в процессе исследования, выбранные температуры моделирования, исключи-
тельно близкие к критической температуре с τ = T−Tc

Tc
= 5 · 10−4 − 10−2,

и позволяющие выделить асимптотические значения характеристик, высокая
статистика, использованная в процессе усреднения термодинамических и кор-
реляционных функций по различным примесным конфигурациям, использо-
вание для обработки результатов моделирования методики конечноразмерного
скейлинга [46], позволяющей наряду с асимптотическими значениями термо-
динамических функций получать для них скейлинговые функции, применение
для выделения асимптотических значений критических индексов поправок к
скейлингу, – все это позволяет нам считать, что достигнутые результаты носят
уникальный характер.
Результаты исследований опубликованны в работах [99–117, 218] и получены
совместно с В.В. Прудниковым и П.В.Прудниковым. Личный вклад автора за-
ключается в получении большей части методических результатов, разработке
программного кода и в проведении значительной части расчетов, анализе и ин-
терпретации полученных данных и написании статей. А.С.Криницын принимал
участие в разработке программного кода процедуры обработки результатов мо-
делирования и обсуждении результатов. Бородихин В.Н. принимал участие в
тестовых расчетах для систем с малой концентрацией точечных дефектов.

2.1. Модель и методика моделирования

Рассматривается модель неупорядоченной спиновой системы в виде куби-
ческой решетки с линейным размером L и наложенными граничными услови-
ями. Микроскопический гамильтониан неупорядоченной модели Изинга запи-
сывается в виде

H = −J
∑
<i,j>

pipjSiSj (2.1)
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где J – короткодействующее обменное взаимодействие между закрепленными
в узлах решетки спинами Si , принимающими значения ±1. Немагнитные ато-
мы примеси образуют пустые узлы. Числа заполнения pi при этом принимают
значения 0 или 1 и описываются функцией распределения

P (pi) = (1− p)δ(pi) + pδ(1− pi) (2.2)

с p = 1−c, где c – концентрация атомов примеси. Примесь равномерно рас-
пределяется по всей системе, и при моделировании ее положение фиксируется
для отдельной примесной конфигурации. Нами рассматривались в процессе ис-
следования неупорядоченные системы со значениями спиновых концентраций
p = 0.95; 0.8; 0.6; 0.5. Для снижения влияния эффектов критического замедле-
ния и корреляции различных спиновых конфигураций в работе был применен
наиболее эффективный в этом смысле [89] однокластерный алгоритм Воль-
фа. За один шаг Монте-Карло на спин (MCS) принималось от 10 до 20 пере-
воротов кластера Вольфа в зависимости от линейного размера моделируемой
решетки, спиновой концентрации системы и близости температуры к критиче-
ской точке. Процедуре установления термодинамического равновесия в систе-
ме отводилось 104 шагов Монте-Карло и 105 шагов Монте-Карло отводилось
на статистическое усреднение моделируемых величин при заданной примес-
ной конфигурации. Для определения средних значений термодинамических и
корреляционных функций наряду со статистическим усреднением применялось
усреднение по различным примесным конфигурациям: для систем с p = 0.95

усреднение проводилось по 3000 образцов, для p = 0.80 – по 5000 образцов,
для p = 0.60; 0.50 по 10 000 образцов.В процессе моделирования различных
спиновых систем на решетках с линейным размером L осуществлялся расчет
корреляционной длины ξL и восприимчивости χL в соответствии со следующи-
ми соотношениями:

ξ =
1

2sin(π/L)

√
χ

F
− 1, χ =

1

pL3
〈M 2〉, (2.3)

где M =
∑

i piSi, F = 〈Φ〉/pL3

Φ =
1

3

3∑
n=1

|
∑
i

piSi exp(
2πixn,i
L

)|2, (2.4)
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где (x1,i, x2,i, x3,i) - координаты i-го узла решетки, < · · · > означает стати-
стическое усреднение по шагам Монте-Карло, а черта сверху – усреднение
по примесным конфигурациям. Была определена температурная зависимость
ξL(T ) и χL(T ) в в температурном интервале τ = 5 · 10−4 − 10−2 для образцов
с p = 0.95 и линейными размерами в интервале L = 20 − 400, для образцов с
остальными спиновыми концентрациями температуры выбирались в интервале
τ = 10−3−10−2 при изменении L в интервале от L = 20−300. При компьютер-
ном моделировании значение Lmax для каждой температуры ограничивалось
тем размером решетки, при котором корреляционная длина и восприимчивость
системы выходили на свои асимптотические значения. В соответствии с рабо-
тами [118, 119]и проведенными нами исследованиями выбранные условия мо-
делирования обеспечивают гарантированное получение равновесных значений
для измеряемых термодинамических величин для всех рассмотренных разме-
ров решеток и спиновых концентраций, так как времена автокорреляции для
намагниченности и энергии даже для самых близких из выбранных темпера-
тур к критической точке оказываются не больше десяти шагов Монте-Карло
на спин с учетом выбранного за шаг числа переворотов кластера Вольфа.

2.2. Метод конечноразмерного скейлинга и результаты модели-
рования

Известно, что настоящий фазовый переход второго рода может проявить-
ся лишь в термодинамическом пределе, когда объем системы и количество ча-
стиц в ней стремятся к бесконечности. Для определения асимптотических зна-
чений термодинамических величин A(T ), испытывающих аномальное поведе-
ние вблизи критической температуры, по их значениям AL(T ), определяемым
на конечных решетках, широко используются представления теории скейлин-
га об обобщенной однородности термодинамических функций в критической
области относительно масштабных преобразований системы, на основе кото-
рых были развиты различные методы конечноразмерного скейлинга. В данной
работе был применен метод, предложенный в работе [46] и аппробированный
авторами на анализе результатов моделирования критического поведения дву-
мерной и трехмерной однородных моделей Изинга. Идея метода заключается
в том, что в соответствии с теорией скейлинга размерная зависимость неко-
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торой термодинамической величины AL, определенной на конечной решетке, в
отсутствие внешнего магнитного поля может быть представлена в критической
области в виде

AL(τ) = Lδ/νfA(sL(τ), sL = L/ξL(τ), (2.5)

где δ - критический индекс для термодинамической величины A(τ) ∼ τ−δ. С
учетом того, что корреляционная длина в критической области ведет себя как
ξ(τ) ∼ τ−ν , можно записать

Lδ/ν = A(τ)s
δ/ν
L (τ), (2.6)

В результате (5) может быть записано в виде

AL(τ) = A(τ)FA(sL(τ)), (2.7)

где связь между скейлинговыми функциями fA и FA задается в виде соотно-
шения

FA(sL(τ)) = s
δ/ν
L (τ)fA(sL(τ) (2.8)

Когда в качестве величины A выступает корреляционная длина ξ, то уравне-
ние (7) задает ξL(τ)\L как функцию только от ξL(τ)\L Это приводит к соот-
ношению, позволяющему определять асимптотическое значение любой термо-
динамической величины посредством измеряемых значений AL и скейлинговой
функции от xL(τ) = ξL(τ)/L,

A(τ) = AL(τ)/QA(xL(τ)), (2.9)

где функция QA(xL(τ)) задается выражением

QA(xL(τ)) = FA(f−1
ξ (xL(τ))), (2.10)

Скейлинговая функция QA(xL(τ)) , определяемая в интервале 0 ≤ xL ≤ xc с
xc значением аргумента, не зависящим от L в критической области, должна удо-
влетворять следующим асимптотическим условиям:lim

x→0
QA(x) = 1 и lim

x→xc
QA(x) =

0 Для того чтобы удовлетворить асимптотическим условиям, по аналогии с
работой [46], выбирались скейлинговые функции для восприимчивости и кор-
реляционной длины как в виде полиномиальной зависимости от x, так и от
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exp(−1/x) :
QA(x) = 1 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + c4x

4, (2.11)

QA(x) = 1 + c1e
−1/x + c2e

−2/x + c3e
−3/x + c4e

−4/x, (2.12)

с подбираемыми по методу наименьших квадратов коэффициентами cn для
каждой температуры T . Была реализована следующая схема конечнораз-
мерного скейлинга:

1. Для произвольного τ0 в критической области температур измерялись ве-
личины AL(τ0) и x(L, τ0) = ξL(τ0)/L для решеток с увеличивающимся
размером L.

2. Термодинамическое значение величины A(τ0) определялось как значение
AL(τ0) ), которое оказывается не зависящим от L в пределах погрешно-
стей измерения.

3. Осуществлялась процедура обработки данных измерения дляAL(τ0)/A(τ0)

методом наименьших квадратов с целью определения соответствующей
функциональной формы для скейлинговой функции QA(xL(τ0).

4. Процедура повторялась для других τ в области τ ' 10−3 − 10−2.

5. Определялась усредненная скейлинговая функция QA
aver на основе функ-

ций QA(x(L, τi)), найденных для различных температур τi при фиксиро-
ванной спиновой концентрации p образцов.

6. Определялась температурная зависимость для асимптотических значе-
ний термодинамической величины посредством подстановкиAL(τ) иQA

aver

в соотношение 2.9.

В таблицах 2.1 - 2.4 приведены результаты компьютерного моделирования
для различных спиновых концентраций.
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Таблица 2.1 Данные компьютерного моделирования для системы с p = 0.95

T L ξL χL xL T L ξL χL xL

400 62.13(7) 14359(32) 0.1553 120 21.12(3) 1713.4(5.6) 0.1760

300 61.87(11) 14211(48) 0.2062 100 21.10(4) 1707.1(7.1) 0.2110

240 61.17(14) 13785(63) 0.2549 90 21.00(4) 1692.0(5.8) 0.2333

4.265 200 59.89(14) 13134(60) 0.2994 4.275 80 20.72(4) 1645.0(6.0) 0.2590

150 56.01(16) 11334(62) 0.3734 70 20.44(4) 1595.0(6.7) 0.2920

140 54.75(17) 10782(61) 0.3911 60 19.90(5) 1501.5(7.5) 0.3317

50 18.91(5) 1344.5(7.1) 0.3782

40 17.28(5) 1106.5(6.0) 0.4320

110 17.00(3) 1122.5(3.7) 0.1545 110 14.41(1) 813.2(1.4) 0.1310

100 16.98(2) 1119.2(2.9) 0.1698 90 14.41(1) 812.6(1.5) 0.1601

80 16.91(3) 1109.3(3.9) 0.2114 80 14.39(2) 810.2(1.8) 0.1799

4.280 70 16.79(4) 1092.7(4.5) 0.2399 4.285 70 14.31(2) 805.9(2.2) 0.2044

50 16.11(5) 996.7(5.2) 0.3222 60 14.21(2) 795.7(2.6) 0.2368

50 13.94(3) 765.6(3.0) 0.2788

40 13.39(3) 701.7(3.0) 0.3347

30 12.23(4) 567.5(3.1) 0.4077

80 11.36(1) 511.9(0.8) 0.1420 60 8.35(1) 281.7(0.8) 0.1392

70 11.36(1) 511.9(1.1) 0.1623 56 8.35(1) 281.5(0.8) 0.1491

4.295 60 11.35(1) 509.5(1.2) 0.1892 4.315 50 8.33(2) 279.1(1.3) 0.1666

50 11.25(2) 500.4(1.4) 0.2250 40 8.32(1) 275.0(0.8) 0.2080

40 11.07(2) 482.5(1.9) 0.2767 30 8.14(3) 265.6(1.7) 0.2713

30 10.51(3) 429.6(2.1) 0.3503 20 7.50(4) 220.9(2.0) 0.3750

60 6.76(1) 186.9(0.4) 0.1127

50 6.76(1) 186.9(0.5) 0.1352

4.335 40 6.74(1) 185.7(0.6) 0.1685

30 6.70(2) 183.4(0.9) 0.2233

20 6.38(3) 164.3(1.2) 0.3190
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Таблица 2.2 Данные компьютерного моделирования для системы с p = 0.80

T L ξL χL xL T L ξL χL xL

150 26.00(4) 2580.2(8.4) 0.1733 110 16.43(2) 1051.6(2.2) 0.1494

130 25.94(4) 2565.9(7.4) 0.1995 100 16.43(2) 1051.6(3.0) 0.1643

110 25.71(6) 2519.1(12.4) 0.2337 90 16.39(3) 1045.1(3.6) 0.1821

3.51 100 25.52(7) 2483.4(12.8) 0.2552 3.52 80 16.34(3) 1038.1(4.3) 0.2042

90 25.09(10) 2391.6(19.6) 0.2788 70 16.24(3) 1026.1(3.4) 0.2320

80 24.71(8) 2312.6(14.9) 0.3089 60 16.04(4) 999.1(5.5) 0.2673

70 23.76(8) 2129.4(14.4) 0.3394 50 15.51(5) 929.2(6.2) 0.3102

60 22.62(9) 1912.2(13.9) 0.3770

100 12.48(1) 615.0(0.9) 0.1248 100 10.29(1) 422.2(0.9) 0.1029

90 12.48(2) 615.0(1.2) 0.1387 90 10.29(1) 422.1(0.7) 0.1143

80 12.47(2) 614.1(1.8) 0.1559 80 10.28(1) 421.3(0.9) 0.1285

3.53 70 12.45(2) 611.9(1.6) 0.1779 3.54 70 10.28(1) 421.5(0.9) 0.1469

60 12.40(2) 606.8(2.0) 0.2067 60 10.28(1) 421.5(0.9) 0.1713

50 12.23(3) 589.3(2.8) 0.2446 40 10.07(3) 403.4(2.1) 0.2518

40 11.92(3) 557.3(2.6) 0.2980 30 9.62(4) 365.5(2.8) 0.3207

70 8.81(1) 314.0(0.5) 0.1259 60 7.02(1) 201.4(0.4) 0.1170

60 8.80(1) 312.1(0.6) 0.1467 50 7.02(1) 201.1(0.5) 0.1404

3.55 50 8.80(1) 311.4(0.6) 0.1760 3.57 40 7.02(1) 200.9(0.7) 0.1755

40 8.70(2) 304.4(1.1) 0.2175 30 6.95(2) 196.6(0.9) 0.2317

30 8.40(2) 283.1(1.2) 0.2800 20 6.45(2) 168.3(0.8) 0.3225

20 7.52(3) 222.8(1.9) 0.3760 15 5.84(1) 135.6(0.4) 0.3893
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Таблица 2.3 Данные компьютерного моделирования для системы с p = 0.60

T L ξL χL xL T L ξL χL xL

300 45.80(6) 7844.4(20.0) 0.1527 250 29.32(3) 3274.1(7.0) 0.1173

250 45.45(8) 7738.3(28.2) 0.1818 200 29.18(3) 3247.0(7.2) 0.1459

2.430 200 45.04(9) 7583.4(31.2) 0.2252 2.435 150 29.12(5) 3231.3(11.6) 0.1941

140 42.86(11) 6819.0(29.0) 0.3061 130 28.91(5) 3179.4(11.7) 0.2224

120 40.85(11) 6162.0(34.0) 0.3404 100 28.03(7) 2980.6(14.7) 0.2803

100 38.05(11) 5301.0(23.0) 0.3805 80 26.37(7) 2622.9(13.5) 0.3296

140 22.32(2) 1921.0(3.8) 0.1594 120 18.29(2) 1301.4(3.4) 0.1524

120 22.28(3) 1912.0(4.9) 0.1857 100 18.23(4) 1291.3(6.0) 0.1823

100 22.07(6) 1876.3(9.7) 0.2207 90 18.14(3) 1279.5(4.8) 0.2016

2.440 80 21.49(6) 1776.0(10.0) 0.2687 2.445 80 17.97(4) 1257.4(5.7) 0.2247

60 20.19(8) 1551.6(12.1) 0.3366 70 17.72(4) 1219.3(6.1) 0.2532

50 18.76(13) 1328.1(17.0) 0.3752 60 17.27(5) 1156.5(7.0) 0.2879

50 16.48(5) 1045.8(6.4) 0.3297

120 15.68(2) 964.8(1.7) 0.1307 100 12.36(1) 606.4(1.2) 0.1236

100 15.68(3) 964.1(3.9) 0.1568 80 12.35(2) 605.7(1.8) 0.1544

2.450 80 15.58(3) 951.9(3.6) 0.1948 2.460 70 12.32(3) 602.7(2.7) 0.1760

60 15.16(4) 900.5(5.1) 0.2527 40 11.71(6) 540.4(5.7) 0.2927

50 14.73(5) 846.9(5.3) 0.2945 30 10.71(5) 448.6(3.7) 0.3569

40 13.79(4) 735.9(3.9) 0.3447



79

Таблица 2.4 Данные компьютерного моделирования для системы с p = 0.50

T L ξL χL xL T L ξL χL xL

300 49.00(15) 9015.0(56.0) 0.1633 250 36.20(10) 4992.0(26.0) 0.1448

240 48.34(22) 8782.0(84.0) 0.2014 170 35.79(7) 4875.0(20.7) 0.2105

1.851 200 47.50(18) 8500.0(65.0) 0.2375 1.854 150 35.32(9) 4749.0(24.0) 0.2355

140 44.47(12) 7378.0(41.0) 0.3176 130 34.76(9) 4586.0(31.0) 0.2674

100 39.04(16) 5608.6(42.7) 0.3904 100 32.76(10) 4046.5(26.2) 0.3276

80 34.35(10) 4291.7(22.3) 0.4294 90 31.46(12) 3717.4(26.9) 0.3496

160 29.27(4) 3293.0(9.8) 0.1829 140 23.77(3) 2187.4(6.3) 0.1698

140 29.04(4) 3240.1(9.8) 0.2074 120 23.59(3) 2157.4(6.2) 0.1966

1.857 120 28.80(6) 3181.4(14.8) 0.2400 1.861 100 23.32(5) 2109.8(8.5) 0.2332

100 28.03(6) 3002.8(14.3) 0.2803 90 22.96(6) 2042.5(10.9) 0.2551

80 26.44(6) 2661.2(14.3) 0.3305 80 22.49(7) 1956.1(12.7) 0.2811

60 23.24(6) 2033.0(9.2) 0.3873 70 21.88(6) 1841.3(10.4) 0.3126

140 20.15(3) 1587.5(4.6) 0.1439 120 15.35(1) 934.5(1.4) 0.1279

120 20.13(2) 1584.7(3.7) 0.1677 110 15.33(2) 931.8(1.8) 0.1394

1.865 100 20.01(3) 1565.9(4.7) 0.2001 1.874 100 15.33(2) 931.5(1.9) 0.1533

90 19.89(4) 1547.8(5.9) 0.2210 80 15.27(2) 924.6(2.6) 0.1909

80 19.62(4) 1503.8(5.7) 0.2453 60 14.91(3) 879.3(3.5) 0.2485

70 19.19(4) 1436.2(6.1) 0.2741 50 14.41(4) 819.5(4.2) 0.2882

На рисунках 2.1-2.4 для систем со спиновыми концентрациями p = 0.95

и p = 0.50 представлены скейлинговые функции для корреляционной дли-
ны ξ и восприимчивости χ, полученных для различных температур с исполь-
зованием полиномиальной аппроксимации от переменной x и от переменной
exp(−1/x).Из рисунков видно, что скейлинговые функции демонстрируют стрем-
ление к единой для каждой спиновой концентрации p универсальной кривой
во всей области изменения скейлинговой переменной xL.На рисунках 2.5,2.6
представлены усредненные скейлинговые функции для корреляционной дли-
ны и восприимчивости для различных спиновых концентраций p, полученные
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с использованием полиномиальной аппроксимации от x и от exp(−1/x). Усред-
ненные скейлинговые функции демонстрируют тенденцию, указывающую на
возможное существование двух классов универсального критического поведе-
ния для разбавленной модели Изинга с различным характером их поведения
для слабо (p = 0.95; 0.80) и сильно (p = 0.60; 0.50) неупорядоченных систем.

а)

Рисунок 2.1 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и вос-
приимчивости (b), полученные при различных температурах для системы с

p = 0.95 с использованием полиномиальной от x аппроксимации

а)

Рисунок 2.2 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и вос-
приимчивости (b), полученные при различных температурах для системы с
p = 0.95 с использованием полиномиальной от exp(−1/x) аппроксимации
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Рисунок 2.3 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и воспри-
имчивости (b), полученные при различных температурах для системы с p = 0.5

с использованием полиномиальной от x аппроксимации
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Рисунок 2.4 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и воспри-
имчивости (b), полученные при различных температурах для системы с p = 0.5

с использованием полиномиальной от exp(−1/x) аппроксимации

В таблице 2.5 приведены асимптотические значения ξ(T ) и χ(T ), полу-
ченные с использованием усредненных скейлинговых функций для различных
температур и различных спиновых концентраций. Погрешности значений ξ(T )

и χ(T ) учитывают статистические погрешности измеренных величин ξL(T ) и
χL(T ) и погрешности аппроксимаций.
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Рисунок 2.5 Усредненные скейлинговые функции для корреляционной длины,
полученные с использованием полиномиальной от x (символы) и от exp(−1/x)

(сплошные линии) аппроксимаций

2.3. Расчет критических характеристик

Асимптотический критический индекс δ термодинамической величиныA(τ)

описывается выражением

δ = − lim
τ→0

lnA(τ

ln |τ |
, A(τ) = A±|τ |−δ, (2.13)

где A+ и A−-критические амплитуды выше и ниже критической точки соответ-
ственно. Степенной закон типа (4.13) является точным лишь в пределе τ → 0.
Для расчета критических индексов в промежуточном неасимптотическом ре-
жиме необходимо вводить дополнительные поправочные слагаемые к степен-
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Рисунок 2.6 Усредненные скейлинговые функции для восприимчивости, по-
лученные с использованием полиномиальной от x (символы) и от exp(−1/x)

(сплошные линии) аппроксимаций

ному закону (4.13). В соответствии с разложением Вегнера [120]:

A(τ) = (A0 + A1τ
ων + A2τ

2ων + · · · )τ−δ(ττ > 0), (2.14)

где Ai - неуниверсальные амплитуды; ω - критический индекс поправки к скей-
лингу. В настоящей работе для расчета характеристик критического пове-
дения для неупорядоченных систем мы ограничились учетом ведущей первой
поправки к асимптотическому поведению для корреляционной длины и вос-
приимчивости:

ξ(τ) = τ−ν(Aξ
0 + Aξ

1τ
θ), θ = ων, (2.15)

χ(τ) = τ−γ(Aχ
0 + Aχ

1τ
θ), θ = ων, (2.16)

и провели расчет значений критических индексов ν, γ и θ, а также критических
температур, используя метод наименьших квадратов для наилучшей аппрокси-
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Таблица 2.5 Асимптотические значения корреляционной длины и восприимчи-

вости, полученные при использовании скейлинговых функций с полиномиаль-

ной зависимостью от x (pol) и exp(−1/x) (exp).

p=0.95 T 4.265 4.275 4.280 4.285 4.295 4.315 4.335

ξ pol 62.44(15) 21.25(5) 17.06(4) 14.41(3) 11.40(2 ) 8.37(2) 6.76(2)

exp 62.31(15) 21.19(6) 17.02(4) 14.38(3) 11.38(2) 8.36(2) 6.76(2)

χ pol 14467(80) 1748(16) 1130(4) 819(3) 515(2) 282(2) 187(1)

exp 14359(81) 1724(12) 1126(5) 813(4) 513(2) 281(2) 187(1)

p=0.8 T 3.51 3.52 3.53 3.54 3.55 3.57

ξ pol 26.16(9) 16.50(4) 12.51(2) 10.31(2) 8.79(3) 7.01(3)

exp 26.11(9) 16.46(4) 12.49(3) 10.30(2) 8.76(3) 7.00(3)

χ pol 2612(17) 1060(5) 618(2) 424(2) 312(2) 201(2)

exp 2603(18) 1055(5) 615(2) 423(2) 310(2) 200(1)

p=0.6 T 2.430 2.435 2.440 2.445 2.450 2.460

ξ pol 46.03(15) 29.37(7) 22.49(8) 18.33(5) 15.70(4) 12.41(4)

exp 45.86(13) 29.29(7) 22.40(8) 18.27(5) 15.65(5) 12.37(4)

χ pol 7943(55) 3289(17) 1953(15) 1308(7) 967(5) 611(4)

exp 7881(47) 3268(15) 1937(14) 1298(7) 961(5) 608(4)

p=0.5 T = 0.5 1.851 1.854 1.857 1.861 1.865 1.87

ξ pol 49.55(46) 36.38(12) 29.57(9) 23.86(6) 20.23(4) 15.38(3)

exp 49.04(38) 36.34(16) 29.48(11) 23.81(7) 20.17(4) 15.35(3)

χ pol 9456(356) 5036(36) 3365(26) 2209(12) 1603(6) 939(4)

exp 9169(165) 5030(43) 3349(25) 2199(12) 1592(6) 934(3)

мации данных из таблицы 2.5 выражениями 2.15 и 2.16. В таблице 2.6 представ-
лены полученные для различных спиновых концентраций p значения критиче-
ских характеристик при использовании исходных данных, соответствующих
различным аппроксимациям для скейлинговых функций, а также их усреднен-
ные по аппроксимациям значения. Видно, что критические индексы образуют
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две группы, близкие по значениям в пределах погрешностей вычисления: одна
группа с p = 0.95; 0.80, т. е. для слабо неупорядоченных систем со спиновыми
концентрациями p, большими порога примесной перколяцииpimp (для кубиче-
ских систем pimp ≈ 0.69), другая с p = 0.60; 0.50, для сильно неупорядоченных
систем с pc < p < pimp, где pc - порог спиновой перколяции (для кубических
систем pc = 0.3117), когда в системе существуют два взаимопроникающих про-
текающих кластера – спиновый и примесный. Фрактальные эффекты этих двух
пронизывающих друг друга кластеров могут явиться причиной изменения ха-
рактера критического поведения для сильно неупорядоченных систем.

Таблица 2.6 Значения критических характеристик для двух типов аппрокси-

маций (pol) и (exp) и их усредненные (aver) значения для систем с различными

спиновыми концентрациями p

p ν γ θξ θχ T ξc T χc

0.95 pol 0.6883(15) 1.3339(25) 0.141(52) 0.152(50) 4.26264(4) 4.26269(3)

exp 0.6935(26) 1.3430(33) 0.113(64) 0.142(54) 4.26265(5) 4.26270(3)

aver 0.6909(33) 1.3385(54) 0.137(56) 4.26267(4)

0.8 pol 0.6960(29) 1.3473(30) 0.180(107) 0.193(74) 3.49937(21) 3.49954(14)

exp 0.6947(28) 1.3421(30) 0.147(94) 0.192(71) 3.49940(21) 3.49961(14)

aver 0.6956(29) 1.3447(40) 0.178(87) 3.49948(18)

0.6 pol 0.7272(37) 1.4253(34) 0.221(147) 0.201(63) 2.42409(11) 2.42404(6)

exp 0.7233(24) 1.4054(43) 0.184(92) 0.192(109) 2.42414(8) 2.42423(7)

aver 0.7253(36) 1.4154(107) 0.199(103) 2.42413(9)

0.5 pol 0.7372(25) 1.4299(26) 0.164(159) 0.195(74) 1.84503(7) 1.84512(3)

exp 0.7368(26) 1.4266(30) 0.242(96) 0.226(66) 1.84503(7) 1.84519(3)

aver 0.7370(33) 1.4283(33) 0.207(100) 1.84509(6)
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Таблица 2.7 Значения критических температур для неупорядоченных систем с
различными спиновыми концентрациями p

p Tc
0.95 4.26267(4)
0.8 3.49948(18)
0.6 2.42413(9)
0.5 1.84509(6)

2.4. Основные результаты и выводы

В качестве итоговых можно рассматривать усредненные значения крити-
ческих индексов ν = 0.693(5), γ = 1.342(7), θ = 0.157(92) для слабо неупо-
рядоченных систем и ν = 0.731(11), γ = 1.422(12), θ = 0.203(106)для сильно
неупорядоченных систем. Отметим, что полученные значения критических ин-
дексов для слабо неупорядоченных систем хорошо соотносятся со значениями
ν = 0.678(10), γ = 1.330(17), θ = 0.170(71)(ω = 0.25(10)), полученными в [121]
ренормгрупповыми методами в шестипетлевом приближении и справедливыми
лишь для систем с малыми концентрациями примесей. В таблице 2.7 приведены
расчитанные значения критических температур для неупорядоченных систем
с различными спиновыми концентрациями p.

Таблица 2.8 Экспериментально измеренные значения критических индексов ма-
териалах, соответствующих неупорядоченной модели Изинга

Авторы FepZn1−pF2 |τ | ν γ
Birgeneau et al., p=0.6 10−1 − 2 · 10−3 0.73(3) 1.44(6)

1983, [76] p=0.5 2 · 10−2 − 1.5 · 10−3

Belanger et al., p=0.46 10−1 − 10−3 0.69(1) 1.31(3)
1986, [125]
Slanic et al., p=0.93 0.71(1) 1.35(1)
1999, [126] p=0.93 10−2 − 1.14 · 10−4 0.70(2) 1.34(6)

MnpZn1−pF2 |τ | ν γ
Mitchell et al., p=0.75 2 · 10−1 − 4 · 10−4 0.715 1.364(76)
1986, [128] p=0.50 10−1 − 5 · 10−3 0.75(5) 1.57(16)

Полученные значения критических индексов ν и γ находятся также в до-
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Таблица 2.9 Значения критических индексов, полученные моделированием ме-
тодом Монте-Карло

Авторы Lmax p ν γ θ = ων
Wang et al.,1990, [129] 300 0.8 1.36(4)

Heuer, 1993, [122] 60 0.95 0.64(2) 1.28(3)
0.9 0.65(2) 1.31(3)
0.8 0.68(2) 1.35(3)
0.6 0.72(2) 1.51(3)

Wiseman et al.,1998, [130] 64 0.8 0.682(3) 1.357(8)
80 0.6 0.717(7) 1.508(28)

Ballesteros et al., 1998, [124], 128 0.4 ≤ p ≤ 0.9 0.6837(53) 1.342(10) 0.253(43)
Calabrese et al., 2003, [76,98] 0.8 0.683(3) 1.336(8) 0.581(85)

Berche et al., 2005, [119] 96 0.85 0.662(2) 1.314(4)
Муртазаев и др., 2004, [17] 60 0.95 0.646(2) 1.262(2)

0.9 0.664(2) 1.285(3)
0.8 0.683(4) 1.299(3)
0.6 0.725(6) 1.446(4)

статочно хорошем согласии с имеющимися результатами экспериментальных
исследований разбавленных изингоподобных магнетиков (Таблица 2.8). В таб-
лице 2.9 представлены наиболее современные результаты исследований, прове-
денных различными авторами по моделированию методом Монте-Карло кри-
тического поведения разбавленной модели Изинга. В каждой из цитируемых
работ есть как свои достоинства, связанные с использованием различных мето-
дик обработки результатов моделирования, так и свои недостатки, связанные
или с малыми размерами рассматриваемых решеток, что не обеспечивает на-
дежного определения асимптотических значений измеряемых величин, или с
недостаточной статистикой усреднения по различным примесным конфигура-
циям для получения достоверных результатов, или с тем, что не учитывает-
ся влияние неасимптотических поправок к скейлингу при проведении проце-
дуры расчета критических индексов, необходимость учета которых особенно
важна для образцов со спиновыми концентрациями p = 0.95; 0.80 и сильно
неупорядоченных систем. Результаты работ [17,122] можно рассматривать как
поддерживающие выводы, идеи которых были высказаны нами еще в ранних
работах [123] по компьютерному моделированию критической динамики неупо-
рядоченной модели Изинга. Авторы работы [124] при всей привлекательности
поддерживаемой ими идеи о едином универсальном критическом поведении с
асимптотическими значениями критических индексов, не зависящими от спи-
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новой концентрации, не смогли на самом деле адекватно объяснить полученные
ими результаты для образцов с p = 0.90 при использовании единого для всех
систем критического индекса поправки к скейлингу ω = 0.37(6), хотя получен-
ные в [124] неасимптотические значения критических индексов демонстрирова-
ли явную зависимость от p и позволяли при отказе от единого ω получить два
набора асимптотических критических индексов для слабо и сильно неупорядо-
ченных систем. Результаты остальных работ, выполненные на образцах лишь с
единственной спиновой концентрацией, как правило в пределах погрешности,
перекрываются с нашими результатами, хотя есть и несоответствия, обуслов-
ленные скорее всего недостатками, высказанными выше.

2.5. Нули статистической суммы и критическое поведение трех-
мерной неупорядоченной модели Изинга

2.5.1. Метод и вычисляемые величины

В статистической механике статистическая сумма Z определяет статисти-
ческие свойства системы в термодинамическом равновесии. Полная энергия,
свободная энергия, энтропия, могут быть выражены через статистическую сум-
му или через ее производные. Когда система претерпевает фазовый переход,
свободная энергия становятся сингулярной. В 1952 году Янг и Ли [131, 132]
предложили метод для исследования фазовых переходов при помощи нулей
статистической суммы в комплексной области (нули Янга-Ли). В своих осново-
полагающих работах они доказали теорему, которая утверждает, что для моде-
ли Изинга комплексные нули статистической суммы расположены на окруж-
ности единичного диаметра на комплексной плоскости и в термодинамическом
пределе система претерпевает фазовый переход только в том случае, когда рас-
пределение нулей Янга-Ли на комплексной плоскости пересекает положитель-
ную действительную ось. Позже Фишер [133] предложил рассмотреть статисти-
ческую сумму, как функцию от комплексной температуры. Нули статистиче-
ской суммы(нули Фишера) определяются соотношением Z(β) = Z(η + iξ) = 0,
где β = 1/T . Статистическую сумму можно представить в виде полинома от
u = exp(−4β).При фазовом переходе в термодинамическом пределе (L → ∞)
все комплексные нули стремятся к βc(∞). В работе [135], используя соотноше-
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ния Re(uc − u) and Im(u) ∼ aL−1/ν определили критический индекс корреля-
ционной длины ν трехмерной модели Изинга. Статистическая сумма опреде-
ляется выражением

Z(β) =
∑
Si

exp(−βE) =
∑
E

p(E, β)exp(−βE), (2.17)

где p(E, β) плотность состояний. Комплексные нули статистической суммы
указывают сингулярное поведение свободной энергии. Рассматривая статисти-
ческую сумму, как фнкцию комплексной температуры β = η + iξ [133].

Z(β) =
∑
E

p(E, β)exp(−(η+ iξ)E) =
∑
E

p(E, β)exp(−(ηE)[cos(ξE)− isin(ξE)]

(2.18)
Определяя величину R пропорциональную Z[Re(β)] в виде [135]:

R =
Z(β)

Z[Re(β)]
=

∑
E p(E, β)exp(−(η + iξ)E)∑

E p(E, β)exp(−(ηE)
=< cos(ξE) >η −i < sin(ξE) >η,

(2.19)
где < cos(ξE) >η и < sin(ξE) >η вычисляются при действительной тем-
пературе β = η. Нули Фишера есть комплексные величины (η, ξ), которые
можно найти из условия R = 0. Выполняя моделирование при критической
температуре(βc) величины < cos(ξE) >η и < sin(ξE) >η можно вычислить
используя гистограммную технику [134,135]:

< cos(ξE) >η=

∑
E cos(ξE)Hβc(E)exp((βc − η)E)∑

EHβc(E)exp((βc − η)E)
, (2.20)

< sin(ξE) >η=

∑
E sin(ξE)Hβc(E)exp((βc − η)E)∑

EHβc(E)exp((βc − η)E)
, (2.21)

где Hβc(E)-число состояний с энергией E (гистограмма энергии). Находя ми-
нимум R2 =< sin(ξE) >2

η + < cos(ξE) >2
η определим нули статистической

суммы (η, ξ).
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Рисунок 2.7 R2 как функция действительной и мнимой части β для L = 18 при
спиновой концентрации p = 0.95 и p = 0.8.

Рисунок 2.8 R2 как функция действительной и мнимой части β для L = 18 при
спиновой концентрации p = 0.6 и p = 0.5.

2.5.2. Параметры моделирования и результаты

В данной работе мы выполнили моделирование методом Монте-Карло
критического поведения неупорядоченной трехмерной модели Изинга с кон-
центрациями спинов p = 0.95, 0.80, 0.60,0.50 и линейными размерами L =

18 − 32. При моделировании использовались периодические граничные усло-
вия. За один Монте-Карло шаг на спин (MCS) бралось десять переворотов кла-
стеров Вольфа. Для установления равновесия выполнялись 106 MCS и 2 · 106

использовались для усреднения. Для определения средних значений термо-
динамических функций проводилось усреднение по 400 примесным конфигу-
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Рисунок 2.9 Действительная часть 1 и мнимая часть 2 первого нуля Фишера
для концентрации спинов p = 0.95 и p = 0.8 как функция размера решетки L
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Рисунок 2.10 Действительная часть 1 и мнимая часть 2 первого нуля Фишера
для концентрации спинов p = 0.6 и p = 0.5 как функция размера решетки L

рациям. Так как, нас интересует поведение систем вблизи критической тем-
пературы моделирование осуществлялось при βc, которые были определены
в [102] (βc(0.95) = 0.2345947(2), βc(0.8) = 0.285757(2), βc(0.6) = 0.412519(3) и
βc(0.5) = 0.541979(3)). На рисунках 2.7,2.8 показаны примеры зависимостей
R2 от действительной и мнимой части β. Используя метод Хука-Дживса были
определены наименьшие по модулю комплексные нули статистической суммы
трехмерной неупорядоченной модели Изинга для L = 18, 20, 24, 28, 32. Для
определения критического индекса ν с учетом поправок к скейлингу были ис-
пользованы конечно-размерные соотношения:

Re(uc − u), Im(u) ∼ aL−1/ν(1 + bL−ω), (2.22)
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где ω-индекс поправки к скейлингу, определенный в [102]ω(0.95), ω(0.8) = 0.23(13)

и ω(0.6), ω(0.5) = 0.28(15). На рисунках 2.9,2.10 представлены зависимости
действительных и мнимых частей первых нулей(наименьших по модулю) ста-
тистической суммыы от размера решетки в двойном логарифмическом масшта-
бе.

С учетом поправок к скейлингу были получены следующие значения кри-
тического индекса корреляционной длины: ν(0.95) = 0.705(5) , ν(0.8) = 0.711(6),
ν(0.6) = 0.736(6) и ν(0.5) = 0.744(6).
Полученные значения индекса указывают на существования двух классов уни-
версальности для неупорядоченной трехмерной модели Изинга.

2.6. Выводы

На основе проведенных исследований можно сделать следующие выводы:
- применение суперкомпьютерных технологий при моделировании методами
Монте-Карло критического поведения структурно неупорядоченных систем поз-
волило для вычисления скейлинговых функций термодинамических величин
и значений равновесных и динамических критических индексов использовать
усреднение по большому количеству примесных конфигураций(от 3000 - до
50000) и широкий интервал изменения линейных размеров решеток L = 20 −
400. Все это позволяет считать , что полученные результаты носят уникальный
характер.
- вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов для
корреляционной длины и восприимчивости демонстрируют существование двух
классов универсального критического поведения для разбавленной модели Изин-
га с различными характеристиками для слабо и сильно неупорядоченных си-
стем;
-полученные значения критических индексов для слабо неупорядоченных си-
стем находятся в хорошем согласии в пределах статистических погрешностей
моделирования и применяемых численных аппроксимаций с результатами теоретико-
полевого описания;
-результаты моделирования согласуются с результатами экспериментальных
исследований критического поведения неупорядоченных изингоподобных маг-
нетиков.
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Глава 3
Исследование низкотемпературного поведения неупорядоченного

антиферромагнетика со случайными полями методом
параллельного отжига

Для описания влияния случайных полей на поведение магнитных систем
используются две модели: ферромагнитная модель Изинга со случайным маг-
нитным полем (RFIM) [127, 136, 137] и неупорядоченная антиферромагнитная
модель Изинга во внешнем однородном поле(DAFF) [138]. Реальные магнит-
ные системы с эффектами случайных полей являются антиферромагнетиками
с замороженными примесями немагнитных атомов, в поведении которых наря-
ду с антиферромагнитным взаимодействием ближайших атомов проявляются
эффекты влияния ферромагнитного взаимодействия атомов , следующих за
ближайшими. В модели DAFF не учитывается конкуренция ферромагнитно-
го взаимодействия, поэтому область ее реального применения, как и модели
RFIM, довольно ограничена. Структурау антиферромагнетика можно пред-
ставить в виде нескольких ферромагнитных подрешеток, вставленных друг к
другу таким образом, суммарная намагниченностьантиферромагнетика оста-
ется равной нулю, несмотря на то, что при температуре ниже температуры
Нееля в рамках каждойферромагнитной подрешетки происходит магнитное
упорядочение. Примером двухподрешеточных антиферромагнетиков являют-
ся следующие материалы:NiO, MnO, Fe2O3,MnF2 и др. В качестве примеров
реализации неупорядоченных систем со случайными магнитными полям мож-
но привести кристаллические одноосные изингподобные антиферромагнетики
MnF2, FeF2 с примесями атомов цинка Zn во внешнем магнитном поле. В
работах [145,146] в результате компьютерного моделирования методом Монте-
Карло термодинамического поведения неупорядоченной антиферромагнитной
модели Изинга с эффектами случайных магнитных полей впервые было пока-
зано, что для слабо неупорядоченных систем со спиновой концентрацией выше
порога примесной перколяции реализуется фазовый переход второго рода из
парамагнитного в антиферромагнитное состояние. Для сильно неупорядочен-
ных систем со спиновой концентрацией ниже данного порогового значения в
системе осуществляется фазовый переход первого рода из парамагнитного в
смешанное состояние, характеризующееся сложной доменной структурой из ан-
тиферромагнитных и ферромагнитных доменов, разделенных областями спин-
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стекольной фазы. Было показано, что с понижением спиновых концентраций
и увеличением величины внешнего магнитного поля в системе осуществляет-
ся сокращение числа и размеров антиферромагнитных доменов и увеличение
числа и размеров ферромагнитных доменов при сокращении относительного
объема спин-стекольной фазы. В данной области спиновых концентраций эф-
фекты случайных магнитных полей приводят к смене антиферромагнитного
основного состояния на спин-стекольное.

Как известно, спин-стекольное состояние характеризуется наличием боль-
шого числа метастабильных энергетических состояний, разделенных потенци-
альными барьерами. Число метастабильных состояний экспоненциально растет
с увеличением числа спинов, что сильно затрудняет численное моделирова-
ние таких систем. В спиновых стеклах существует проблема достижения их
равновесных состояний. Причиной тому являются высокие энергетические ба-
рьеры, разделяющие локальные минимумы энергии. При достаточно низких
температурах система может никогда не покинуть локальный энергетический
минимум, даже если соответствующее состояние является глобально неустой-
чивым. Эта особенность делает невозможным получение физических харак-
теристик для магнетиков, содержащих, как в нашем случае, спин-стекольную
фазу, при использовании стандартных алгоритмов Монте-Карло. Возникает
необходимость в улучшении или модификации применяемых при моделирова-
нии алгоритмов. Одним из алгоритмов, позволившим решить эту проблему,
стал алгоритм параллельного отжига [143]. В данной главе рассматривается
та же, что и в [145, 146], антиферромагнитная модель Изинга с концентраци-
ей спинов p = 0, 5, соответствующей области сильного неупорядочения. За-
дача – получить подтверждение существования для подобной системы спин-
стекольного основного состояния и сложной доменной структуры путем реа-
лизации и примене- ния для ее численного исследования алгоритма метода
параллельных температур, разработанного специально для изучения термо-
динамики спиновых стекол. Результаты исследований опубликованны в рабо-
тах [104,106,139–142] и получены совместно с В.В.Прудниковым. Личный вклад
автора заключается в получении большей части методических результатов и
в проведении значительной части расчетов, анализе и интерпретации получен-
ных данных и написании статей и является определяющим. Е.Л. Филиканов
принимал участии в обработке результатов моделирования.



95

3.1. Модель и вычисляемые величины

Неупорядоченная двухподрешеточная антиферромагнитная модель Изин-
га определялась как система спинов с концентрацией p, связанных с N =

pL3 узлами кубической решетки с наложенными периодическими граничны-
ми условиями. Гамильтониан исследуемой модели имеет вид:

H = J1

∑
i,j

pipjσiσσj + J2

∑
i,k

pipkσiσσk + h
∑
i

σi, (3.1)

где σi = ±1, J1 = 1 характеризует антиферромагнитное взаимодействие спинов
с ближайшими соседями, J2 = −1/2 характеризует ферромагнитное взаимо-
действие с соседями, следующими за ближайшими, h – напряженность одно-
родного магнитного поля. Случайные переменные pi, pj описываются функцией
распределения

P (pi) = pδ(pi − 1) + (1− p)δ(pi), (3.2)

и характеризуют распределенные по узлам решетки замороженные термодина-
мические величины, как полная намагниченность

M =
1

pL3
[〈
∑
i

σi〉], (3.3)

"Шахматная намагниченность"Mstg = M1 − M2 (M1,M2 – намагниченности
подрешеток), спин-стекольный параметр порядка

qα,β =
1

pL3
[
∑
i

〈piσi〉(α)〈piσi〉(β)], (3.4)

где индексы α, β характеризуют различные реплики неупорядоченной систе-
мы, моделируемые одновременно при одной и той же температуре и отличаю-
щиеся различными начальными конфигурациями. Угловые скобки обозначают
статистическое усреднение, осуществляемое для каждой примесной конфигу-
рации системы, а квадратные скобки – усреднение по различным примесным
конфигурациям. Данные величины M,Mstg, qα,β характеризуют различные ти-
пы магнитного упорядочения сильно неупорядоченной системы, которые могут
возникать в ней в низкотемпературной фазе. Наряду с данными магнитными
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термодинамическими величинами, проводилось измерение теплоемкости как
тепловой характеристики происходящих фазовых превращений в системе.

3.2. Метод параллельного отжига

Метод параллельного отжига является расширением обычного алгоритма
Метрополиса. Оптимизация заключается в добавлении к алгоритму Метропо-
лией второй марковской цепи по температурному параметру β = J1/T . Новый
закон распределения запишется в виде:

P ({δ} , {βα}) ∼ exp (−βαH ({δ}) + gα) , (3.5)

где gα — некоторая константа. Каждому βα соответствует свое gα. Вероятность
изменения динамического параметра βα будет подчиняться закону: exp (−S),
где

S = (β′α − βa)H ({δ}) + (g′α − gα) . (3.6)

В случае одновременного моделирования реплик системы для каждого βa с
α = 0 . . . N изменение температуры может определяться только ближайши-
ми значениями α, т. е. β′α = βα±1. Вероятность перехода между состояниями,
определяемыми соседними температурами, запишется в виде exp (−∆S), где
∆S задается выражением:

∆S = S ′ − S =
(
Eβα − Eβα+1

)
(βα+1 − βα) (3.7)

В соответствии с особенностью данного алгоритма температура системы может
в процессе моделирования как уменьшаться (отжиг системы), так и увеличи-
ваться, что позволяет системе преодолевать высокие потенциальные барьеры.

Основным критерием применения метода параллельных температур явля-
ется перекрытие функций распределения энергии реплик системы для соседних
температур (рисунок 3.1). Т.к. с понижением температуры дисперсия энергии
стремится к нулю, выбор равноотстоящих температур пе является оправдан-
ным, интервал между соседними температурами δT = Tα+1−Tα также должен
уменьшаться. Данная зависимость накладывает дополнительные трудности на
моделирование поведения систем в области низких температур, т.к. началь-



97

Рисунок 3.1 Перекрытие распределений энергии для соседних реплик.

ная максимальная температура моделирования TN должна быть достаточно
большой для преодоления потенциальных барьеров, разделяющих локальные
минимумы энергии. Между тем, число рассматриваемых при моделировании
реплик системы (при различных температурах) должно обеспечивать меха-
низм обмена температурами. В условиях конечного числа моделируемых ре-
плик, ограниченного вычислительными ресурсами исследователя, необходимо
решить задачу оптимального выбора ряда рассматриваемых температур. Тео-
ретически, наиболее оптимальным, согласно [147], является выбор температур,
при котором вероятность перехода реплики к новой температуре является по-
стоянной величиной для всего набора реплик:

P (Eα, βα → Eα+1, βα+1) = min [1, exp (−∆S)] ' const (3.8)

В качестве оптимального ряда температур можно воспользоваться геомет-
рической прогрессией Tα+1/Tα = const:

Tα = T0R
α (α = 0 . . . N) , (3.9)
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где R = N
√
TN/T0. Выбор температурного ряда в таком виде обеспечивает вы-

полнение равенства (3.8). В работе [147] было определено оптимальное значение
вероятности перехода реплики к новой температуре при реализации алгоритма
параллельных температур: P ' 0.23.

Однако, в отличие от изинговских спиновых стекол, в которых темпера-
тура перехода в спин-стекольное состояние Tf/J ≈ 1, в разбавленной антифер-
ромагнитной модели Изинга с эффектами случайных магнитных полей при
исследуемой спиновой концентрации p = 0, 5 температура фазового перехода в
смешанное состояние Tm ≈ 5 в единицах обменного интеграла J1. В результате,
применение метода параллельных температур к моделированию такой системы
требует охвата значительно более широкого диапазона температур. Так, для га-
рантированного получения стабильного начального равновесного состояния, с
которого лучше осуществлять моделирование, начальная максимальная темпе-
ратура TN должна быть выбрана значительно выше температуры Tm и лишь
затем можно исследовать фазовый переход в смешанное состояние вблизи Tm,
в окрестности которой уже возникает совокупность метастабильных состояний
с чрезвычайно медленной динамикой установления равновесия.

С другой стороны, для исследования асимптотического приближения к ос-
новному спин-стекольному состоянию системы желательно, чтобы минималь-
ная температура T0 была как можно ближе к T = 0. Все это накладывает
новые требования к реализации алгоритма параллельных температур к иссле-
дованию неупорядоченного антиферромагнетика и к выбору температурного
ряда для моделируемых реплик.

Отметим также, что для реализации условия равной вероятности обмена
температурами между соседними репликами необходимо иметь информацию
о температурной зависимости энергии системы E(T ) и вследствии этого про-
цедура выделения оптимального набора температурных точек требует предва-
рительного моделирования исследуемой системы. В качестве первого прибли-
жения можно выбрать температурный ряд в виде геометрической прогрессии
(3.9). Последующее моделирование системы для выбранных температур дает
представление о зависимости E(T ) (также в первом приближении). На следу-
ющем шаге определяется новый набор температур β′α согласно условию (3.8):

(E (β′a)− E (β′α+1)) (β′α+1 − β′α) ' const (3.10)
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Получаемый при этом новый набор температур задает более оптимальные па-
раметры моделирования неупорядоченной системы. В свою очередь, получа-
емое распределение реплик по температурам также представляет собой при-
ближение (второго порядка), которое можно использовать для последующего
итерационного поиска оптимального набора температур.

Неудобством данного подхода является необходимость каждый раз заново
проводить «полное» моделирование системы на каждом шаге поиска оптималь-
ного ряда температур. Тем не менее, данный подход позволяет наиболее эффек-
тивно использовать алгоритм параллельного отжига в проведении численного
эксперимента по исследованию низкотемпературных свойств спин-стекольных
состояний.

Рисунок 3.2 Температурная зависимость теплоемкости C для систем со спино-
вой концентрацией p = 0.50 и линейными размерами L = 8, 16, 24, 32, 40.

3.3. Результаты моделирования и их обсуждение

В данной работе рассматривалась антиферромагнитная модель Изинга с
концентрацией спинов p = 0.5, соответствующей области сильного неупорядо-
чения, и напряженностью магнитного поля h = 2. Моделирование проводи-
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Рисунок 3.3 Температурная зависимость спин-стекольного параметра порядка
q для систем со спиновой концентрацией p = 0.50 и линейными размерами

L = 8, 16, 24, 32, 40.

лось для широкого набора значений линейных размеров кубической решетки
L = 8, 16, 24, 32, 40.

Для определения температуры фазового перехода в системе и интервалов
существования различных фазовых состояний была измерено температурное
поведение теплоемкости системы (рисунок 3.2) для решеток указанных выше
размеров. Видно, что в температурном интервале T = 4, 5 − 6, 5 наблю-
дается аномальное увеличение теплоемкости, указывающее на происходящий
в системе фазовый переход. Размерные изменения в поведении теплоемкости
указывают на подавление флуктуаций энергии в системе по сравнению с типич-
ными фазовыми переходами второго рода в антиферромагнитное состояние, а
излом температурной C(T ) при Tm = 5, 13 для решетки с Lmax = 40 является
характерным для фазового перехода в спиновых стеклах [144].

Для получения равновесных магнитных характеристик системы выбира-
лись начальные состояния в парамагнитной фазе. Этот выбор обусловлен тем,
что в вблизи температуры перехода и во всей низкотемпературной фазе из-за
наличия метастабильных состоянии возникает проблема получения равновес-
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Рисунок 3.4 Температурная зависимость шахматной Mstg и полной M намаг-
ниченностей для систем со спиновой концентрацией p = 0.50 и линейными

размерами l = 8, 16, 24, 32, 40.

ных начальных конфигураций. Полученные начальные состояния использова-
лись при реализации метода параллельных температур. В рамках этого метода
выбирался первоначальный набор температур по формуле (3.9). Полученная в
ходе моделирования температурная зависимость энергии E(T ) использовалась
для уточнения температур βα по принципу равной вероятности перехода между
соседними температурами. Для достижения равновесного состояния системы
при каждой температуре на релаксацию отводилось 104 шагов Монте-Карло с
отбрасыванием при этом половины начальных конфигураций.

На рисунках 3.3 – 3.4 приведены полученные температурные зависимости
для шахматной Mstg и полной M намагниченностей и спин-стекольного пара-
метра порядка q для решеток с линейными размерами от L = 8 до L = 40,
усредненные по 100 различным примесным конфигурациям.

Из рисунков видно, что все измеренные величины демонстрируют замет-
ную зависимость от размеров системы. Наиболее сильной размерной зависимо-
стью от L характеризуется шахматная намагниченность, которая для систем
малых размеров задает доминирующее магнитное упорядочение антиферро-
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Рисунок 3.5 Температурная зависимость шахматной Mstg и полной M намаг-
ниченностей для систем со спиновой концентрацией p = 0.90 и линейными раз-
мерами L = 24, 32, 40. На вставке для Mstg выделена температурная область

фазового перехода.

магнитной природы, при этом спин-стекольный параметр порядка выступает
вторичным параметром упорядочения и повторяет температурную зависимость
«шахматной» намагниченности. Сильное уменьшение Mstg с ростом L при за-
метно меньших изменениях спин-стекольного параметра порядка указывает на
преобладание в системе при L > 24 спин-стекольного упорядочения и на воз-
никновение в низкотемпературной фазе смешанного фазового состояния из ан-
тиферромагнитных и ферромагнитных доменов, окруженных спин-стекольной
фазой. Полученные результаты указывают что в пределе L → ∞ и T → 0 в
системе реализуется спин-стекольное основное состояние.

Дня сопоставления наблюдаемых особенностей поведения магнитных ха-
рактеристик модели в области сильного структурного беспорядка с поведени-
ем аналогичных характеристик в области слабого неупорядочения нами было
проведено аналогичное исследование для образцов со спиновой концентрацией
p = 0.9. На рисунке 3.5 приведены графики температурного изменения «шах-
матной» Mstg и полной M намагниченностей для линейных размеров решет-
ки L = 24, 32, 40. Видно, что размерная зависимость данных характеристик
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Рисунок 3.6 Температурная зависимость локальных значений шахматной на-
магниченности Mstg для блоков с размерами b = 5, 10, 20.

Рисунок 3.7 Температурная зависимость локальных значений полной намагни-
ченности M для блоков с размерами b = 5, 10, 20.
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Рисунок 3.8 Температурная зависимость локальных значений спин-стекольного
параметра порядка q для блоков с размерами b = 5, 10, 20

в низкотемпературной фазе отсутствует за исключением температурной обла-
сти, близкой к критической температуре Tc = 8.73. Температурное поведение
Mstg наглядно указывает на антиферромагнитное упорядочение в системе при
данных условием с антиферромагнитным основным состоянием.

Для подтверждения представлений о доменной структуре смешанного фа-
зового состояния сильно неупорядоченного антиферромагнетика со случай-
ными полями нами было осуществлено в рамках статистического метода па-
раллельных температур исследование температурной зависимости локальных
значений магнитных характеристик для кубических блоков с размерами b =

5, 10, 20, на которые разбивалась решетка с максимальным рассмотренным раз-
мером L = 40. На рисунках 3.6, 3.7 и 3.8 представлены данные зависимости,
при этом «жирными» кривыми нанесены зависимости средних Mstg (T ), M(T )

и q(T ) для всей решетки с L = 40, а кривыми 1 и 1′, 2 и 2′, 3 и 3′ — минимальные
и максимальные значения данных величин для блоков с b = 5, 10, 20, соответ-
ственно. Анализ данных рисунков и полученных данных по всей совокупности
блоков показывает, что с понижением температуры размеры типичных анти-
ферромагнитных доменов уменьшаются от lα ' 20 до lα ' 10, а размеры
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ферромагнитных доменов — от lf ' 10 до lf ' 5 с увеличением объема спин-
стекольной фазы, пока при T = 0 не реализуется спин-стекольное основное
состояние.

3.4. Выводы

Таким образом, в результате применения численного метода параллель-
ных отжига для исследования низкотемпературного поведения трехмерной неупо-
рядоченной антиферромагнитной модели со случайными магнитными полями
было наглядно показано, что для слабо неупорядоченных систем реализуется
антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области силь-
ного структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приво-
дят к осуществлению нового фазового состояния системы. Оно характеризует-
ся сложной доменной структурой из антиферромагнитных и ферромагнитных
доменов, разделенных областями спин-стекольной фазы, с реализацией спин-
стекольного основного состояния.
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Глава 4
Компьютерное моделирование критической динамики трехмерных

неупорядоченных магнетиков

В данной главе осуществлено компьютерное моделирование процессов кри-
тической релаксации намагниченности в трехмерной модели Изинга с замо-
роженными в узлах решетки немагнитными атомами примеси. Рассмотрены
системы с размерами 483 и 1443. Для определения динамического индекса
z, характеризующего критическое замедление времени релаксации системы
tc ∼ |T − Tc|−zν, применен метод Монте-Карло для односпиновой динамики
совместно с методом динамической ренорм-группы [47], впервые обобщенный
на случай моделирования неупорядоченных систем . Для этого осуществля-
лась процедура блочного разбиения системы, когда блок bd соседних спинов
заменялся одним спином с направлением, определяемым ориентацией направ-
лением большинства спинов в блоке.
Все основные результаты, представленные в данной главе опубликованы в ра-
ботах [103–107, 123, 148–152]. Результаты приведенные в данной в главе полу-
чены совместно с В.В.Прудниковым. Личный вклад автора заключается в по-
лучении большей части методических результатов, разработке программного,
в проведении значительной части расчетов, анализе и интерпретации получен-
ных данных, написании статей и является определяющим. Разработку проце-
дуры блочного разбиения ренормгруппового преобразования для структурно
неупорядоченных систем выполнена совместно с В.В. Прудниковым. Гипотеза
ступенчатой универсальности критического поведения структурно неупорядо-
ченной трехмерной модели Изинга была предложена совместно с В.В. Прудни-
ковым. С.А. Золоторев принимал участии в обработке результатов моделиро-
вания.

4.1. Определение критического индекса z для одородной и неупо-
рядоченной модели Изинга

Для определения динамического индекса z, характеризующего критиче-
ское замедление времени релаксации системы tc ∼ |T − Tc|−zν, применен метод
Монте-Карло для односпиновой динамики совместно с методом динамической
ренорм-группы [47,153], впервые обобщенным на случай моделирования неупо-
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рядоченных систем в работах [123, 148]. Для этого осуществлялась процедура
блочного разбиения системы, когда блок bd соседних спинов заменялся одним
спином с направлением, определяемым ориентацией направлением большин-
ства спинов в блоке.

Переопределенная система спинов образует новую решетку с намагничен-
ностью mb. Если намагниченность исходной решетки в процессе релаксации
достигает некоторого значения m1 за время t1, а переопределенная система до-
стигает того же значения m1 за время tb, то использование двух систем после
блочного разбиения с размерами блоков b и b′ и определение промежутков вре-
мени tb и tb′, но истечении которых их намагниченности mb и mb′ достигнут
одного и того же значения m1, позволяет получить динамический индекс z из
соотношения

tb
tb′

=

(
b

b′

)z
или z =

ln (tb/tb′)

ln (b/b′)
(4.1)

в пределе достаточно больших b и b′ →∞.
Этот алгоритм был применен к однородной и примесным системам с раз-

мерами 483 ,L = 144. Размер системы позволял осуществить разбиение на бло-
ки с размерами b = 2,3,4,6,8,12 для L=48 и b= 2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,32,48,72
для L = 144. Процедура блочного разбиения исходной спиновой и примес-
ной конфигураций осуществлялась на основе критерия спиновой связности.
Так, блок с размерами bd считался спиновым заменялся эффективным спи-
ном с направлением, определяемым направлением большинства спинов в бло-
ке, если в нем существовал спиновый кластер, связывающий противополож-
ные грани блока. В противном случае блок считался примесным и заменялся
пустым узлом в перенормированной решетке. В ситуации, когда в блоке су-
ществовал спиновый кластер, но намагниченность блока была нулевой, блок
заменялся эффективным спином с направлением, выбранным случайным об-
разом. Для системы 483 осуществлялась процедура моделирования релаксации
из 1000 шагов Монте-Карло на спин при 20 – 30 различных конфигурациях
примесей. Для системы 1443 осуществлялась процедура моделирования релак-
сации из 10000 шагов Монте-Карло на спин при 1000 различных конфигураци-
ях примесей. По полученным результатам проводилось усреднение зависимо-
стей mb (t). Примесный кластер выращивался по алгоритму Хаммерсли-Лиса-
Александровица [90]. Па рисунках 4.1 – 4.3 приведены построенные в двойном
логарифмическом масштабе графики изменения исходной и перенормирован-
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ных намагниченностей mb(t) от времени для однородной и примесных систем,
усредненные по прогонкам и примесным конфигурациям. Было выполнено мо-
делирование систем с концентрациями спинов p = 1.0; 0.95; 0.8; 0.6; 0.4 для
483 и p = 0.95; 0.8; 0.6; 0.5 для 1443. Анализ кривых релаксации для m1(t),
проведенный нами при критической температуре Tc(p) (Tc(p) для L = 48 взя-
то из работы [154]: Tc (1.0) ' 4.5108, Tc (0.95) ' 4.2571, Tc (0.8) ' 3.4959,
Tc (0.6) ' 2.4178, Tc (0.4) ' 1.2066 в единицах J/k). Для решетки с линейным
размером L = 144 моделирование осуществлялось при критических темпера-
турах, определенных [102] (Tc (0.95) ' 4.26267, Tc (0.8) ' 3.49948, Tc (0.6) '
2.42413, Tc (0.5) ' 1.84509

Рисунок 4.1 Изменение исходной m1 и перенормированных mb намагниченно-
стей от времени (единица времени соответствует шагу Монте-Карло на спин)

для однородной модели Изинга и линейным размером 48

Для независимого определения значений индекса z лучше использовать
соотношение (4.1). Однако выявленный степенной характер релаксации намаг-
ниченности при критической температуре позволил в отличие от работ [47,153]
использовать другую процедуру обработки кривых для перенормированных
намагниченностей mb(t). Так, кривые mb(t), построенные в двойном логариф-
мическом масштабе, аппроксимировались прямыми lgmb = kb lg t+nb по методу
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Рисунок 4.2 Изменение исходной m1 и перенормированных mb намагниченно-
стей от времени (единица времени соответствует шагу Монте-Карло на спин)
для разбавленной модели Изинга и линейным размером 48 со спиновой кон-

центрацией p = 0, 95, 0, 8, 0, 6 и 0, 4
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Рисунок 4.3 Изменение исходной m1 и перенормированных mb намагниченно-
стей от времени (единица времени соответствует шагу Монте-Карло на спин)
для разбавленной модели Изинга и линейным размером 144 со спиновой кон-

центрацией p = 0.95, 0.8, 0.6 и 0.5
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наименьших квадратов в интервалах изменения ∆mb, наиболее соответству-
ющих степенному характеру их изменения. Затем осуществлялась процедура
усреднения коэффициентов kb с выделением среднего kav и последующего опре-
деления параметров nb прямых lgmb = kav lg t+ nb путем их проведения через
точки пересечения с прямыми lgmb = kb lg t + nb в середине интервалов ∆mb.
В результате формула для определения z переходит в выражение

z =
nb′ − nb

kav lg (b/b′)
. (4.2)

Таблица 4.1 Значение динамического критического индекса z для систем с раз-
личной спиновой концнтрацией p при моделировании системы с L = 48

b/p 1.0 0.95 0.8 0.6 0.4
3 2.34± 0.07
4 2.33± 0.06
6 2.21± 0.03 2.33± 0.04 2.51± 0.08 2.45± 0.06 2.73± 0.06
8 2.12± 0.02 2.23± 0.02 2.44± 0.07 2.53± 0.05 2.83± 0.05
12 2.04± 0.02 2.27± 0.04 2.36± 0.07 2.51± 0.05 2.67± 0.04

На основе соотношения (4.2) были получены наборы значений индекса
zb, соответствующих различным b при b′ = 1 (таблицы 4.1, 4.2). Процедура
ренормгруппового преобразования для примесных систем выходит на обосно-
ванную асимптотику поведения mb как функции параметра блочного разбие-
ния b при больших значениях b, чем для однородной системы, поэтому были
выделены для анализа значения индекса zb, соответствующие b = 6, 8, 12 для
примесных и b ≥ 3 для однородной систем. Выделенная тенденция зависимо-
сти z от b позволила осуществить процедуру экстраполяции на случай b→∞,

Таблица 4.2 Значение динамического критического индекса z для систем с раз-
личной спиновой концнтрацией p при моделировании системы с L = 144

b/p 0.5 0.6 0.8 0.95
8 2.638(50) 2.554(45) 2.283(35) 2.246(25)
9 2.659(50) 2.571(50) 2.285(35) 2.240(30)
12 2.689(60) 2.604(60) 2.287(40) 2.226(30)
16 2.699(60) 2.636(60) 2.288(40) 2.213(35)
18 2.690(65) 2.655(65) 2.290(45) 2.210(35)
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предполагающую зависимость

zb = zb=∞ + const b−1. (4.3)

В результате при L = 48 были получены следующие значения: для однородной
системы z (1.0) = 1.97 ± 0.08, для примесных систем z (0.95) = 2.91 ± 0.07,
z (0.8) = 2.20± 0.08, z (0.6) = 2.58± 0.09, z (0.4) = 2.65± 0.12. Соответственно
для L = 144:z(0.95) = 2.19 ± 0.07, z(0.8) = 2.29 ± 0.06, z(0.6) = 2.72 ± 0.08,
and z(0.5) = 2.75 ± 0.08.Отсюда видно, что значения динамического индекса
для p = 0.95 и p = 0.8 практически совпадают, а для p = 0.6 и p = 0.4 со-
поставимы в пределах погрешности их определения. С учетом индекса z для
чистой системы полученные значения условно могут быть разделены на три
группы, значительно отличающиеся по величине. Отметим, что найденное зна-
чение индекса z для чистой системы находится в хорошем соответствии со
значением z = 1.99 ± 0.03, определенным в работе [153] при моделировании
методом Монте-Карло систем с размерами 1283, 2563, 5123.

4.2. Обсуждение результатов моделирования

Проведем сравнение результатов компьютерного моделирования с резуль-
татами применения методов теории критических явлений к однородным и при-
месным системам. В работах [155,158–161] представлены результаты теоретико-
полевого описания критической динамики однородных и слабонеупорядочен-
ных спиновых систем непосредственно для трехмерного случая. В трехпетле-
вом приближении с применением техники суммирования Паде-Бореля были
получены значения индекса z(p) = 2, 165, справедливые в области концен-
траций примеси, много меньших порога спиновой перколяции. Аналогичный
расчет для однородной изинговской системы, проведенный в четырехпетлевом
приближении, дал значение z (1, 0) = 2, 017. Сопоставление теоретических ре-
зультатов с результатами моделирования показывает их хорошее согласие для
однородной системы и примесной системы с p = 0.95 и p = 0.8. Для p = 0.6

и p = 0.4 результаты моделирования демонстрируют существенное увеличе-
ние динамического индекса z. Это можно объяснить тем, что для кубической
решетки изинговских спинов при p 6 p

(imp)
c ' 0.69 примеси образуют связы-
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вающий кластер, который для T ≤ Tc сосуществует со спиновым связываю-
щим кластером вплоть до порога спиновой перколяции pc = 1− p(imp)

c , образуя
фрактало подобную структуру с эффективной дальнодействующей простран-
ственной корреляцией в распределении примесей.

В результате область pc 6 p 6 p
(imp)
c характеризуется новым типом крити-

ческого поведения неупорядоченной модели Изинга, определяемым протяжен-
ными примесными структурами, с новыми критическими индексами [162–164].
При этом динамический индекс z для модели Изинга с протяженными примес-
ными структурами принимает более высокие значения, чем в случае модели
Изинга с δ-коррелированными примесями, зависящими от характера простран-
ственного распределения дефектов и определяемых параметром корреляции a.

В соответствии с работами [73, 75, 162–165], посвященными исследованию
влияния корреляции примесей и протяженных дефектов структуры на кри-
тические свойства неупорядоченных систем, есть основания полагать, что в
области с pc < p < p

(imp)
c существование протяженной примесной структуры

приводит к изменению критерия Харриса [14] влияния замороженных точеч-
ных примесей. Поэтому изменение знака индекса теплоемкости α (с положи-
тельного на отрицательный) при переходе от однородного к примесному кри-
тическому поведению в изинговских магнетиках не является ограничением для
осуществления нового типа критического поведения, обусловленного эффекта-
ми влияния протяженной примесной структуры.

На основе вышесказанного нами предлагается гипотеза ступенчатой уни-
версальности критических индексов для трехмерных разбавленных магнети-
ков (для двумерных таких эффектов не возникает, так как pc > 0.5), согласно
которой в области разбавления p > pc могут наблюдаться пять типов различ-
ного критического поведения: однородное; примесное I при p

(imp)
c < p < 1 с

эффектами влияния точечных примесей; примесное II при pc < p < p
(imp)
c с

эффектами влияния протяженной примесной структуры; перколяционное при-
месное при p = p

(imp)
c и перколяционное спиновое при p = pc. Проявление

данных типов критического поведения в разбавленных магнетиках ожидается
в температурной области |T − Tc (p)| /Tc (p) 6 (∆J/J0)

1/ϕ, определяемой зна-
чением соответствующего индекса <кроссовера> ϕ и ∆J- мерой случайности
в обменном взаимодействии, для концентраций спинов, далеких от пороговых
значений и в области |T − Tc (p)| /Tc (p) 6 (|p− pc| /pc)1/ϕ для |p− pc| /pc � 1.
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Для изинговских магнетиков с p(imp)
c < p < 1 ϕ = αpure ' 0.11, поэтому при-

месное поведение с соответствующими универсальными индексами должно на-
блюдаться в узкой температурной области вблизи Tc (p) с <кроссоверными>
эффектами перехода к индексам для однородных систем. При pc < p < p

(imp)
c

<кроссоверные> эффекты могут наблюдаться вблизи перколяционных поро-
говых значений. Вдали от них явление <кроссовера> или не наблюдается, или
может проявиться в виде перехода между индексами двух типов примесного
поведения. В качестве своеобразного экспериментального подтверждения вы-
двигаемой гипотезы можно рассматривать результаты работы [76], в которой
исследование разбавленных магнетиков FepZn1−pF2 с p = 0.6 и 0.5 осуществ-
лялось как раз в области pc < p < p

(imp)
c с pc = 0.25. В работе были получены

критические индексы, отличающиеся от индексов однородной системы, но, к
удивлению авторов, не были обнаружены <кроссоверные> явления перехода к
индексам однородного критического поведения.

4.3. Выводы

В заключении главы приведем ее основные результаты:
– Осуществлено компьютерное моделирование процессов критической ре-

лаксации намагниченности в трехмерной структурно неупорядоченной модели
Изинга;
- Разработана процедура блочного разбиения спиновых структурно неупорядо-
ченных систем и определения динамического критического индекса z;
- Впервые получены значения динамического критического индекса z в широ-
кой области изменения концентрации спинов.
- Для сильно структурно неупорядоченных спиновых систем результаты ком-
пьютерного моделирования демонстрируют существенное увеличение индекса
z;
- Для объяснения результатов компьютерного моделирования критической ди-
намики предложена гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных струк-
турно неупорядоченных изингоских систем. Согласно предлагаемой гипотезы
в структурно неупорядоченной модели Изинга могут наблюдаться пять типов
различного критического поведения:
1.критическое поведение чистой системы при p = 1;



115

2. критическое поведение слабо неупорядоченной системы при pimpc < p < 1 с
эффектами влияния точечных дефектов;
3. критическое поведение сильно неупорядоченной системы при pc < p < pimpc

c эффектами влияния протяженной примесной структуры;
4. перколяционное примесное при p = pimpc ;
5. перколяционное спиновое при p = pc.
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Глава 5
Теоретико-полевое описание неравновесного критического

поведения однородных и неупорядоченных магнитных систем

Как известно, фазовые переходы в однородных магнетиках изменяют-
ся с введением в систему случайно распределенных замороженных примесей
лишь для изинговских магнетиков [14].Метод ε-разложения позволяет рассчи-
тать значения критических индексов для разбавленных магнетиков [15]. Од-
нако, асимптотическая сходимость рядов ε-разложения в этом случае еще бо-
лее слабая, чем для однородных магнетиков [166]. Ренормгрупповой подход к
описанию разбавленых магнетиков, проведенный в [167] непосредственно для
трехмерных систем,позволил получить значения статистикритических индек-
сов,согласующиеся с результатами эксперимента [76].

В данной главе проводится теоретико-полевое описание критической ди-
намики неупорядоченной модели Изинга. Непосредственно для трехмерной си-
стемы вычисляется значение динамического критического индекса в двухпетле-
вом приближении с применением техники суммирования Паде-Бореля. Прово-
дится сравнение с результатами применения ε-разложения и значениями ди-
намического индекса для однородных систем, вычисленных в трехпетлевом
приближении,а также полученных при численном моделировании методами
Монте-Карло. Обсуждаются эффекты влияния примеси на критическое по-
ведение двумерных систем. Сопоставляются процессы критического поглоще-
ния и дисперсии звука для однородных и примесных систем. Все основные
результаты, представленные в данной главе опубликованы в работах [103–107,
151, 155–157]. Результаты приведенные в данной в главе получены совместно
c В.В.Прудниковым. Личный вклад автора заключается в получении большей
части методических результатов и в проведении значительной части расчетов,
анализе и интерпретации полученных данных и написании статей.

5.1. Определение модели и методика описания динамики неупо-
рядоченных систем.

Рассматриваемая модель представляет собой классическую спиновую си-
стему с замороженными в узлах решетки немагнитными атомами примеси, опи-
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сываемую гамильтонианом

H =
1

2

∑
i j

Ji jpipj ~Si~Sj,

где, как обычно, ~Si — m-компонентная спиновая переменная; Jij — константы
обменного трансляционно инвариантного короткодействущего ферромагнитно-
го взаимодействия; Pi — случайная переменная, описываемая функцией рас-
пределения

P (Pi) = pδ (Pi − 1) + (1− p) δ (Pi)

с p = 1−c, c— концентрация немагнитных атомов примеси. Данная модель тер-
модинамически эквивалентна O (m)-симметричной модели Гинзбурга-Ландау-
Вильсона, определяемой эффективным гамильтонианом:

H [ϕ, V ] =

∫
ddx

(
1

2

[
|∇~ϕ|2 + r0~ϕ

2 + V (x) ~ϕ2
]

+
go

4!
~ϕ4

)
, (5.1)

где ~ϕ (x, t) — m-компонентный параметр порядка; V (x) — потенциал случай-
ного поля примесей; r0 ∼ T − Toc (p); Toc — критическая температура разбав-
ленного магнетика, определяемая теорией среднего поля; g0 — положительная
константа; d— размерность системы. Потенциал примесей зададим гауссовским
распределением

Pv = Av exp

(
−(8δ0)

−1

∫
ddxV 2 (x)

)
,

где Av — нормировочная константа, δ0 — положительная константа пропорци-
ональная концентрации примесей и квадрату величины их потенциала. Следу-
ет заметить, что отклонения распределения примесей от гауссовского несуще-
ственны вблизи критической температуры [72].

Динамическое поведение магнетика в релаксационном режиме вблизи кри-
тической температуры может быть описано кинетическим уравнением для па-
раметра порядка типа уравнения Ланжевена:

∂~ϕ

∂t
= −λ0

δH

δ~ϕ
+ ~η + λ0

~h, (5.2)

где λ0 — кине тический коэффициент; ~η (x, t) — гауссова случайная сила, ха-
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рактеризующая влияние теплового резервуара и задаваемая функцией распре-
деления:

Pη = An exp

(
−(4λ0)

−1

∫
ddxdt~η2 (x, t)

)
нормировочной константой Aη; ~h (t) — внешнее поле, термодинамически со-
пряженное параметру порядка. Временная корреляционная функция G (x, t)

параметра порядка определяется путем решения уравнения (5.2) с ~H [ϕ, V ],
задаваемым (5.1), относительно ~ϕ

[
~η,~h, v

]
с последующим усреднением по

гауссовской случайной силе ~η с помощью Pη, по случайному потенциалу по-
ля примесей V (x) с помощью Pv и выделением линейной ~h (o) части решения,
т. е.:

G (x, t) =
δ

δ~h (o)
[〈ϕ (x, t)〉]imp

∣∣∣∣∣
~h=0

с
[〈ϕ (x, t)〉]imp = B−1

∫
D {~η}D (V ) ~ϕ (x, t)PηPv,

B =

∫
D {~η}D {V }PηPv

При применении стандартной ренормгрупповой техники к данной динамиче-
ской модели приходится сталкиваться со значительными трудностями. Одна-
ко, для однородных систем в отсутствии беспорядка, вносимым присутствием
примесей, было показано [168], что критическая динамическая модель, осно-
ванная на уравнении типа Ланжевена, полностью эквивалентна стандартной
лагранжевой системе [61] с лагранжианом

L =

∫
ddxdt

(
λ−1

0 ~ϕ2 + i~ϕ∗
(
λ−1

0

∂~ϕ

∂t
+
δH

δ~ϕ

))
.

При этом корреляционная функцияG (x, t) параметра порядка для однородной
системы определяется как

G (x, t) = 〈~ϕ (0, 0) ~ϕ (x, t)〉 = Ω−1

∫
D {~ϕ}D {~ϕ∗} ~ϕ (0, 0) ~ϕ (x, t) exp (−L [~ϕ, ~ϕ∗])

с
Ω =

∫
D (~ϕ)D (~ϕ∗) exp (−L [~ϕ, ~ϕ∗]).

Обобщение данного теоретико-группового подхода и детали его приме-



119

нения к критической динамике разбавленных магнетиков с замороженными
точечными примесями и протяженными дефектами в рамках ε-разложения из-
ложены в работе [165].

5.2. Получение ренорм-групповых уравнений и определение скей-
линговых функций.

Фейнмановские диаграммы, определяющие вклады в корреляционную функ-
цию параметра порядка и 4-хвостные вершины содержат d-мерное интегриро-
вание по импульсам и характеризуются вблизи критической точки ультрафи-
олетовой расходимостью в области больших импульсов q типа полюсов. Для
устранения этих полюсов применяется схема размерной регуляризации, свя-
занной с введением перенормированных величин [169]. Определим перенор-
мированный параметр порядка как ϕ = Z−1/2ϕ0. Тогда перенормированные
вершинные функции будут иметь обобщенный вид:

Γ(n) (q, ω; r, g, δ, λ, µ) = Zn/2Γ
(n)
0 (q, ω; r0, g0, δ0, λ0) (5.3)

с перенормированными константами связи g, δ, температурой r и кинетическим
коэффициентом λ

g0 = µ4−dZgg, δ0 = µ4−dZδδ,

r0 = µ2Zr, λ−1
0 = µ2Zλλ

−1,
(5.4)

где масштабный параметр µ вводится для обезразмеривания величин. В (5.3)
Γ(2) соответствует обратной корреляционной функции параметра порядка
G (q, ω), а Γ(4) — 4–хвостным вершинным функциям Γ

(4)
g и Γ

(4)
δ для констант

связи g и δ соответственно. Z-факторы определяются каждом последователь-
ном порядке диаграммного разложения вершинных функций по g и δ из требо-
вания, чтобы перенормированные вершинные функции являлись регулярными.
Данная схема регуляризации вершинных функций для разбавленных магнети-
ков была осуществлена нами в рамках двухпетлевого приближения (см.рисунок
5.1). Последующим шагом в теоретико-полевом подходе является определение
скейлинговых функций β1 (g, δ), β2 (g, δ), γr (g, δ), γϕ (g, δ), γλ (g, δ), задающих
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дифференциальное уравнение ренормгруппы для вершинных функций:[
µ
∂

∂µ
+ β1

∂

∂g
+ β2

∂

∂δ
− γrr

∂

∂r
+ gλ

∂

∂λ
− γϕ

n

2
µ
∂ lnZ

∂µ

]
×

×Γ(n) (q, ω; r, g, δ, λ, µ) = 0

Рисунок 5.1 Диаграммное представление вкладов в вершинную функцию
I(z) (q, ω) = G−1 (q, ω) в двухпетлевом приближении соответствующими весо-
выми множителями. Линии 1 соответствует G0 (q, ω) =

(
−lω/λ+ q2

)−1, 2 —
G0 (q, ω) = 2λ−1

(
ω2/λ2 + q4

)−1, 3 — −2δ δ (ω), 4 — g.

Для дальнейшего обсуждения динамической модели потребуется явный
вид только функций β1, β2 и динамической скейлинговой функции γλ, получен-
ных в двухпетлевом приближении. Так, используя обозначения v1 = (m+ 8) J1g/6
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и v2 = 16J1δ, имеем:

β1 (v1, v2) = −v1

(
1− v1 +

3

2
v2 − v2

1

[
8 (5m+ 22)

(m+ 8)2 f (d)− 8 (m+ 2)

(m+ 8)2

]
−

−v1v2

[
12 (m+ 5)

(m+ 8)
f (d)− 2 (m+ 2)

(m+ 8)
h (d)

]
+ v2

2

[
21

4
f (d)− 1

4
h (d)

])
+ O

(
v4
)

β1 (v1, v2) = v2

(
1 + v2 −

2 (m+ 2)

(m+ 8)
v1 + v2

2

[
11

4
f (d)− 1

4
h (d)

]
+

v2
1

[
24 (m+ 2)

(m+ 8)2 f (d)− 8 (m+ 2)

(m+ 8)2 h (d)

]
−

−v1v2

[
12 (m+ 2)

(m+ 8)
f (d)− 2 (m+ 2)

(m+ 8)
h (d)

])
+ O (v)

γλ (v1, v2) = (4− d)

(
v2

4
+
v2

2

8
[3f (d)− h (d) + ϕ (d)]− v1v2

(m+ 2)

(m+ 8)
[f (d)− h (d)]

)
+

+v2
1

4 (m+ 2)

(m+ 8)2 [ψ (d)− h (d)] + O
(
v3
)

;

(5.5)
где h (d) = D3

1/J
2
1 , f (d) = D2/J

2
1 −1/2, ψ (d) = D3/J

2
1 , ϕ (d) = D4/J

2
1 являются

комбинациями однопетлевого интеграла

J1 =

∫
ddq/

(
q2 + 1

)2
=
Sd

2
Γ (d/2) Γ (2− d/2) ,

с Sd = 2πd/2/(2π)dΓ (d/2), Γ (x) — гамма-функцией и двухпетлевых интегралов:

D′1 =
∂

∂k2

∫
ddq1d

dq2/
{(
q2

1 + 1
) (
q2

2 + 1
) [
q1 + q2 + k)2 + 1

]}∣∣∣∣
k=0

,

D2 =

∫
ddq1d

dq2/
{(
q2

1 + 1
) (
q2

2 + 1
) [

(q1 + q2)
2 + 1

]}
,

D3 = 3

∫
ddq1q1/

{(
q2

1 + 1
) (
q2

2 + 1
) [
q2

1 + q2
2 +

(
q2

1 + q2
2 + (q1 + q2)

2 + 1
)]2
}
,

D4 = 2

∫
ddq1d

dq2/
{(
q2

1 + 1
) (
q2

2 + 1
)3
}

= J2
1 (2− d/2) / (1− d/2) .

(5.6)
Выражения для функций β1 (v1, v2) и β2 (v1, v2) совпадают с соответствующи-
ми функциями, полученными в [167] при описании равновесного критического
поведения разбавленных магнетиков. Численный расчет интегралов дал сле-
дущие значения величин h (d = 3) = 0.07408, f (d = 3) = 0.16665, ψ (d = 3) =
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0.40619, ϕ (d = 3) = −1.
Природа критической точки для каждого значения m и d полностью за-

дается стабильной фиксированной точкой для констант связи (v∗1, v
∗
2), опреде-

ляемой из требования обращения в нуль функций β1 (v1, v2) и β2 (v1, v2), т. е.
β1 (v∗1, v

∗
2) = 0, β1 (v∗1, v

∗
2) = 0. Из приведенных выражений для данных функ-

ций видно, что v∗1 и v∗2 величины порядка 4 − d, поэтому ряды разложения по
v1, v2 для функций β1, β2, γλ при d = 3 являются асимптотически сходящими-
ся. Для их суммирования используется метод Паде-Бореля [62], который и был
применен нами к функциям β1, β2, γλ. Численный анализ уравнений для опре-
деления фиксированных точек и условий их стабильности показывает, что в от-
личив от ε-разложения в данном случае не возникает случайного вырождения
фиксированных точек при m = 1 [15], из четырех фиксированных точек ин-
терес представляют только две: фиксированная точка для однородных систем
(v∗1 6= 0, v∗2 = 0) и примесная фиксированная точка (v∗1 6= 0, v∗2 6= 0), задающая
новые критические свойства разбавленных магнетиков. Примесная фиксиро-
ванная точка стабильна для m < mc. Оценка mc дает ее значение mc = 2.0114

для d = 3 [167]. Однородная фиксированная точка не является стабильной при
m < mc. Ситуация становится обратной для m > mc. Расчет индекса теплоем-
кости αxy для трехмерной однородной XY -модели (m = 2) [171], являющийся
наиболее точным до настоящего времени, показал, что αxy < 0 и в соответ-
ствии с критерием Харриса [14] присутствие примесей не приводит к новому
критическому поведению. Что касается значения mc = 2.0114, то можно на-
деяться, что учет более высоких порядков разложения по v1, v2 для функций
β1, β2 приведет к понижению mc и сделает его меньше двух. Таким образом,
единственной системой, в которой примеси обусловливают новое критическое
поведение, является изинговски подобная с m = 1. Примесная фиксирован-
ная точка для трехмерной модели Изинга задается значениями v∗1 = 2.39631,
v∗2 = 0.60509, а однородная v∗1 = 1.59661, v∗2 = 0.

5.3. Расчет индекса z и анализ результатов

Подстановка значений констант связи в фиксированной точке в скейлин-
говую функцию γλ (v1, v2) позволяет определить динамический критический
индекс z : z = 2+γλ (v∗1, v

∗
2). Применение метода суммирования Паде-Бореля к
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асимптотическому ряду разложения γλ по степеням v1 и v2 позволяет получить
индекс z в виде:

z = 2− α1

β
− 1

β

(
α2 +

α1

β

)
(1− 2F0 (1, 1; β)) , (5.7)

где α1 = 2 (4− d) (m+ 2) [ψ (d)− h (d)] (v∗1)2/(m+ 8)2,

α2 = (4− d) v∗2/4,

β = [3f (d)− h (d) + ϕ (d)] v∗2/4− 4 (m+ 2) [f (d)− h (d)] v∗1/ (m+ 8) ,

2F0 (1, 1, ; β) — вырожденная гипергеометрическая функция.

Использование значения констант связи в примесной фиксированной точке для
трехмерной модели Изинга дает следующие значения индекса z : z

(2)
imp (d = 3) =

2.237, в то время как значение zimp, полученное в том же двухпетлевом при-
ближении на основе ε-разложения, равно z(2)

imp = 2.336.
Вычисление индекса z для однородной модели Изинга в двухпетлевом

приближении не требует применения техники суммирования для γλ, т. к. γλ в
этом случае содержит только одно слагаемое, пропорциональное v2

1. В резуль-
тате z(2)

pure (d = 3) = 2.125, в то время как вычисленное на основе ε-разложения
z

(2)
pure = 2.011. Для уточнения влияния метода суммирования асимптотических
рядов Паде-Бореля был проведен расчет функции γλ для однородных магне-
тиков в трехпетлевом приближении:

γλ = 4 (4− d)
(m+ 2)

(m+ 8)2 [ψ (d)− h (d)] v2
1

(
1− 3

2
v1

[
c (d)− b (d)

ψ (d)− h (d)
− 4

3

])
, (5.8)

где b (d) = D′5/J
3
1 , c (d) = Dσ/J

3
1 , D′5 и Dσ — трехпетлевые интегралы:

D′5 = − ∂

∂k2

∫
ddq1d

dq2d
dq3/

{[
(q1 + k)2 + 1

] (
q2

2 + 1
) (
q2

3 + 1
)
×

×
[
(q1 + q2)

2 + 1
] [

(q1 + q3)
2 + 1

]}∣∣∣
k=0

Dσ = 8

∫
ddq1d

dq2d
dq3/

{(
q2

1 + 1
) (
q2

2 + 1
) (
q2

3 + 1
) [
q2

1 + q2
2 + (q1 + q2)

2 + 1
]
×

×
[
q2

1 + q2
3 + (q1 + q3)

2 + 1
]2
}
.

Численные расчеты интегралов дают значение b (d = 3) = 0.09466, c (d = 3) =
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2.12991. Применение метода Паде-Бореля приводит к следующему выражению
для γλ:

γλ = 8 (m+ 2) (4− d) [ψ (d)− h (d)]×
× [−1 + α (d) v1/2 + 2F0 (1, 1; −α (d) v1/2)] /[α (d) (m+ 8)]2

(5.9)

с α (d) = {[c (d)− b (d)] / [ψ (d)− h (d)]} − 4/3.
В результате для модели Изинга z(3)

pure = 2.014, в то время как вычисленное
в трехпетлевом приближении ε-разложения z(3)

pure = 2.025.
Проведем сравнение полученных результатов с результатами других ра-

бот. Теоретическое исследование динамики разбавленных магнетиков в [165,
170,171] проводилось с использованием ε-разложения. Эти результаты автома-
тически воспроизведены нами при d = 4−ε. Что касается значений zpure для од-
нородных магнетиков, то в литературе имеется достаточно данных для сравне-
ния. Численное моделирование методами Монте-Карло: zpure = 2.11± 0.03 [47],
1.99 ± 0.03 [153]; теоретико-полевой подход в двухпетлевом приближении при
интерполяции результатов 1 + ε и 4− ε разложений: 2.02 [172]. Отсюда видно
, что полученное нами значение динамического индекса zpure (d = 3) = 2.014

согласуется лишь с результатами работ [153,172]. В [153] осуществлялось моде-
лирование систем очень больших размеров 1283, 2563, 5123 с осуществлением
блочной процедуры. Есть основания считать результат работы [153] наилуч-
шим среди цитируемых.

Особый интерес для исследователей представляют разбавленные низко-
размерные магнетики, описываемые двумерной моделью Изинга. Из-за равен-
ства нулю индекса теплоемкости однородной модели влияние беспорядка вно-
симого присутствием примеси, становится неопределенным. Численный анализ
устойчивости фиксированных точек показывает [167], что критическая размер-
ность параметра порядка для двумерных систем mc = 1.1937 и, следовательно,
новое критическое поведение, индуцированное примесями, возможно только в
модели Изинга. Однако более детальное рассмотрение этого случая [173, 174]
позволило придти к выводу, что влияние примеси затрагивает только поведение
теплоемкости C (T ) ∼ ln |ln |T − Tc||, в то время как остальные термодинами-
ческие и корреляционные функции не изменяют своего критического поведе-
ния. В результате критическая динамика разбавленных двумерных изинговски
подобных магнетиков в релаксационном режиме не отличается от динамики од-
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нородной модели. Можно воспользоваться выражением (5.8) для функции γλ
в трехпетлевом приближении и при v∗1 = 2.42438, ψ = 1.18991, h = 0.11464,
b = 0.15740, c = 4.01356, соответствующих d = 2, m = 1, определить динами-
ческий критический индекс. Так, z(3)

pure (d = 2) = 2.277.
Проведем сравнение полученного результата с результатами других работ.

Численное моделирование методами Монте-Карло:

z = 2.13± 0.03 [175], 2.22± 0.13 [176], ' 2.23 [177],
2.10± 0.10 [178], 2.14± 0.02 [47], 2.27± 0.05 [179];

высокотемпературное разложение

z = 2.126 [172];

ренормгрушовой подход в реальном пространстве с использованием процедуры
децимации:

z = 2.22 [180].

Приведенная подборка результатов говорит о том,что полученный нами
при теоретико-полевом подходе динамический индекс z для двумерной модели
Изинга хорошо согласуется с результатом работы [179].

Подводя итоги анализа критической динамики разбавленных магнетиков
можно сказать, что наличие беспорядка, связанного с присутствием приме-
сей, существенно меняет критическое поведение трехмерной модели Изинга,
характеризующееся более высокими значениями динамического индекса zimp

по сравнению с индексом однородной модели. Это находит отражение в ано-
мально больших временах релаксации намагниченности вблизи критической
точки: τp ∼ |T − T0|zν (ν — критический индекс корреляционной длины), что
ведет к изменению кинетических свойств магнетиков.

В критическом поведении разбавленных магнетиков необходимо особенно
отметить область высоких концентраций примеси, близких к порогу перколя-
ции. В ряде работ [70, 180–182] были высказаны идеи нарушения скейлинга
при перколяционной концентрации примеси; в частности, предполагается, что
для такой концентрации динамический индекс имеет вид z = A log ξ + B, где
ξ — корреляционная длина, A,B — некоторые неуниверсальные коэффициен-
ты. Подобная форма индекса z позволяет объяснить аномально большое его
значение, измеренное в Rb2 (Mg0.41Co0.59)F4 при нейтронном рассеянии [183].
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5.4. Проявление эффектов критической динамики неупорядо-
ченных систем в эксперименте

Предсказание теории относительно влияния примесей на динамическое
критическое поведение магнетиков (более высокое значение zimp (d = 3) по срав-
нению с zpure (d = 3)) может быть зафиксировано в ряде экспериментальных
методов: по неупругому рассеянию нейтронов (ширина линии ωφ ∼ |T − T−c |

Zν

при q = 0 и ωφ ∼ qz при T = Tc), в магнитных резонансных методах ЭПР и
ЯМР линии резонанса ∆ω ∼ |T − Tc|(d−2+η−z)ν, где η — индекс Фишера), изме-
рению динамической восприимчивости на внешнее высокочастотное магнитное
поле (χ(ω) ∼ ω−γ/zν при T = Tc, где γ — индекс восприимчивости ), другой
динамической особенностью является аномальный рост коэффициента погло-
щения звука α (ω, τ) и глубокий минимум скорости звука C (ω, τ). Их асимпто-
тическое поведение от частоты ω и приведенной температуры τ = (T − Tc) /Tc
определяется следующими соотношениями:

α (ω, τ) = τ−(zν+α)ω2g
(
ωτ−zν/D0

)
,

C2 (ω, τ)− C2 (ω, τ) = τ−αf
(
ωτ−zν/D0

)
,

(5.10)

где скейлинговые функции g(x), f(x) в гидродинамической области c x =

ωtc = ωτ−zν/D0 � 1 ведут себя как g (0) ' 1, f (x) ∼ x4/z, в критической
области x � 1 их поведение носит флуктуационный характер и определяется
критическими значениями амплитуд нелинейного взаимодействия флуктуаций
долгоживущих возбуждений. Теоретическое рассмотрение акустических осо-
бенностей поглощения и дисперсии звука в неоднородной модели Изинга [184],
выполненное в рамках ε - разложения, указывает на возможность эксперимен-
тальной идентификации этих особенностей.

5.5. Выводы

В конце главы выделим ее основные результаты. 1. Осуществлено теоретико-
полевое описание критической динамики магнитных однородных систем и сла-
бонеоднородных систем с замороженными немагнитными примесями. Непо-
средственно для трехмерных систем (т.е.без использования традиционного ме-
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тода ε-разложения были получены выражения для динамических скейлинго-
вых функций:
а)в трехпетлевом приближении для однородных систем; б)в двухпетлевом при-
ближении для слабо неупорядоченных систем.
2. При применении метода суммирования Паде-Бореля к асимптотическому ря-
ду разложения для динамических скейлинговых функций был проведен расчет
динамического критического индекса z.Так, для однородной системы индекс
zpure = 2, 014, для слабо неоднородной системы zimp = 2, 237.
3. Проведено сравнение полученных значений индекса z с результатом приме-
нения ε-разложения. Слабая асимптотическая сходимость рядов ε-разложения
для примесных систем проявилась в заметном отличии значений динамических
индексов, получаемых в рамках используемых подходов.
4. Проведен анализ влияния слабой неоднородности, создаваемой присутствием
примеси, на динамическое критическое поведение двумерной модели Изинга.
Показано, что критическая динамика двумерных слабо неоднородных систем
в релаксационном режиме отличается от динамики однородных систем.
5. Осуществлен расчет динамического критического индекса z для двумер-
ной модели Изинга в трехпетлевом приближении без использования метода
ε-разложения. Получено значение z = 2, 277.
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Глава 6
Компьютерное моделирование неравновесного критического

поведения неупорядоченных магнетиков методом
коротковременной динамики

В главе проведено численное исследование влияния неравновесных на-
чальных состояний на эволюцию намагниченностиm(t) ферромагнитной струк-
турно неупорядоченной системы в критической точке. Известно, что аномаль-
ные особенности в явлениях критической динамики определяются прежде всего
эффектами дальнодействующей корреляции долгоживущих флуктуаций ряда
термодинамических переменных. Фундаментальный интерес, в связи с этим,
представляет исследование процессов критической релаксации системы из на-
чального неравновесного состояния, созданного, например, при температурах
много больших критической и характеризуемого поэтому малой кор- реляци-
онной длиной, в сильно коррелированное состояние при критической темпера-
туре.
Все основные результаты, представленные в данной главе опубликованы в ра-
ботах [103–107, 185–194]. Результаты приведенные в данной в главе получены
совместно c В.В.Прудниковым, П.В. Прудниковым, Е.А. Поспеловым Личный
вклад автора заключается в получении большей части методических результа-
тов, в проведении значительной части расчетов, анализе, интерпретации полу-
ченных данных, написании статей и является определяющим. А.С. Криницын
принимал участии в обработке результатов моделирования критической релак-
сации параметра порядка из низкотемпературного начального состояния при
концентрации спинов 0.8. А.А. Кролевец,В.Н. Бородихин,М.В.Рычков прини-
мали участии в проведении тестовых расчетов при малых концентрациях при-
месей. А.Ю.Петеримов,А.В.Чабров принимали участии в обработке результа-
тов моделирования неравновесной критической релаксации сильно неупорядо-
ченной модели Изинга. Д.В. Талашок, А.О.Рашев принимали участии в обра-
ботке результатов моделирования динамики возмущения начального состояния
трехмерной неупорядоченной модели Изинга.
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6.1. Метод коротковременной динамики

В работе [85] на основе ренормгруппового анализа неравновесного крити-
ческого поведения спиновой системы с начальным значением намагниченности
m0 было показано, что после микроскопически малого промежутка времени tmic
для k-го момента намагниченности системы реализуется скейлинговая форма:

m(k) (t, τ, L,m0) = b−kβ/νm(k)
(
b−zt, b1/vτ, b−1L, bx0m0

)
, (6.1)

где t — время, τ = (T − Tc) /Tc — приведенная температура, b — произволь-
ный масштабный фактор, L — линейный размер решетки, β, ν, z — известные
критические индексы, x0 — новый независимый критический индекс, задаю-
щий масштабную размерность начального значения намагниченности m0. На
ранней стадии эволюции системы корреляционная длина еще достаточна ма-
ла и конечность размера моделируемой системы оказывается не существенной.
Полагая в (6.1) b = t1/z, для первого момента намагниченности (k = 1) и малой
величины m0t

1/z получаем следующее выражение:

m (t, τ, m0) ∼ m0t
θ′F
(
t1/νzτ, tx0/zm0

)
=

= m0t
θ′
(

1 + at1/νzτ
)

+O
(
τ 2, m2

0

)
,

(6.2)

где θ′ = (x0 − β/ν) /z. Для τ → 0 и достаточно малых t получаем асимптотиче-
ское поведение m (t) ∼ tθ

′. Временной интервал увеличения намагниченности
tcr ∼ m

−z/x0
0 заметно растет с уменьшением m0. С течением времени коротко-

временная динамика увеличения параметра порядка сменяется на привычную
долговременную динамику уменьшения параметра порядка со временем по сте-
пенному закону m (t) ∼ t−β/zν с показателем, определяемым отношением β/zν

со статическими критическими индексами β и ν и динамическим критическим
индексом z (рисунок 3.4)

Для численного определения показателя θ′ рассматривается модель неупо-
рядоченной спиновой системы в виде кубической решетки с линейным разме-
ром L = 128 и наложенными граничными условиями. Микроскопический га-
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Рисунок 6.1 Эволюция намагниченности m(t) из состояния с начальным значе-
нием намагниченности m0 = 0.03 при температуре Tc = 3.49948, как результат
компьютерного моделирования неравновесного поведения неупорядоченной мо-
дели Изинга с некоррелированными дефектами структуры при значении спи-

новой концентрации p = 0.8 и L = 128.

мильтониан неупорядоченной модели Изинга задается выражением

H = −J
∑
〈i,j〉

pipjSiSj, (6.3)

где j > 0 — интеграл обменного взаимодействия между закрепленными в узлах
решетки спинами Si, принимающими значения ±1. Немагнитные атомы приме-
си образуют пустые узлы. Числа заполнения pi при этом принимают значения
0 или 1 и описываются функцией распределения

P (pi) = (1− p) δ (pi) + pδ (1− pi) , (6.4)

с p = 1− c, где c — концентрация атомов примеси.
Для моделирования спиновых конфигураций в системе был применен ал-

горитм Метрополиса. Алгоритм Метрополиса, реализующий динамику одно-
спиновых переворотов, наилучшим образом соответствует релаксационной мо-
дели A в классификации Гальперина-Хоэнберга [86] и позволяет провести срав-
нение получаемого в результате моделирования неравновесного критического
поведения системы динамических критических индексов z и θ′ с результатами



131

ренормгруппового описания.

6.2. Исследование влияния начального неравновесного состоя-
ния с m0 � 1

При реализации алгоритма Метрополиса для неупорядоченной модели
Изинга осуществляется численное определение временной зависимости k-го мо-
мента намагниченности m(k)(t) в виде

m(k) (t) =

〈( 1

Ns

Ns∑
i

piSi (t)

)k〉 , (6.5)

где угловые скобки обозначают статистическое усреднение по спиновым кон-
фигурациям, а квадратные скобки — усреднение по различным реализациям
распределения дефектов структуры в системе при заданной спиновой концен-
трации p = 0.80,Ns = pL3 — число спинов в решетке. Усреднение вычисляемых
величин проводилось по 4000 различным примесным конфигурациям с 25 про-
гонками для каждой примесной конфигурации. Для независимого вычисления
динамических критических индексов θ′ и z, а также отношения статических
критических индексов β/ν в данной работе на каждом этапе эволюции си-
стемы наряду с намагниченностью системы определялась автокорреляционная
функция

A (t) =

[〈(
1

Ns

Ns∑
i

piSi (t)Si (0)

)〉]
, (6.6)

и второй момент намагниченностиm(2)(t). Их скейлинговый анализ показывает
[195], что при m0 = 0 и критической температуре T = Tc данные величины
характеризуются степенной зависимостью от времени

A (t) ∼ t−ca, m(2) (t) ∼ tc2, (6.7)

где ca = d/z − θ′, c2 = (d− 2β/ν) /z, d — размерность системы.
В данном параграфе осуществлялось моделирование при критической тем-

пературе Tc = 3.49948(18) , определенной в работе [102]при численных Монте-
Карло исследованиях неупорядоченной трехмерной модели Изинга в равновес-
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ном состоянии. Временное поведение намагниченности с начальными значения-
миm0 = 0.01, 0.02 и 0.03 исследовалось на временах до 1000 шагов Монте-Карло
на спин (MCS/s). Поскольку начальная спиновая конфигурация с намагничен-
ностью m0 должна быть неравновесной, для ее получения нами был применен
следующий способ ее получения: с помощью алгоритма Вольфа при температу-
ре T = 8� Tc = 3.49948 система из начального состояния <все спины вверх>
с m = 1 приводилась к состоянию с намагниченностью m, близкой к желае-
мой m0, а затем переворотом отдельных спинов достигалось состояние с m0.
Полученная конфигурация сохранялась, а затем проводилось исследование ее
временной эволюции при Tc = 3.4998 с помощью алгоритма Метрополиса.

На рисунке 6.2 представлены в двойном логарифмическом масштабе усред-
ненные по 4000 различным примесным конфигурациям с 25 прогонками для
каждой примесной конфигурации временные зависимости для намагничено-
стей системы. Они позволяют определять показатели θ′ (m0) и их асимптотиче-
ское значение θ′ (m0 → 0) на основе линейной аппроксимации значений θ′ (m0)

при m0 → 0. На рисунках 6.3 и 6.4 для данной системы, стартующей из нерав-
новесного начального состояния с близким к нулю значением m0 = 0.0001,
представлены временные зависимости для второго момента намагниченности
m(2)(t) и автокорреляционной функции A(t), также изображенные в двойном
логарифмическом масштабе. Анализ данных зависимостей позволяет опреде-
лять значения показателей ca и c2 в соответствии с (6.7).

Из рисунков видно, что на каждом графике могут быть выделены по два
линейных участка: для временных интервалов в среднем от 7 до 50 MCS/s и от
150 до 1000 MCS/s. Это связано с наблюдаемым уже при моделировании струк-
турно неупорядоченных систем с линейными дефектами [94] явлением кроссо-
вера, т.е. перехода от критического поведения, характерного для однородных
систем, к поведению, характеризуемого влиянием дефектов структуры. Были
определены показатели для каждого линейного участка исследуемых величин.
Полученные значения показателей приведены в таблице 6.1.

В данном параграфе был осуществлен учет поправок к асимптотической
зависимости измеряемых величин за счет влияния конечности моделируемых
систем и неточности в определении их критической температуры, так как толь-
ко учет данных поправок к скейлингу позволяет получать корректные значения
критических индексов [94, 98, 124, 161]. Для этого были применены следующие
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Рисунок 6.2 Временные зависимости критического поведения намагниченности
m(t) для систем со спиновой концентрацией p = 0.80 при начальных значениях
m0 = 0.01 (1); 0.02 (2); 0.03 (3), представленные в двойном логарифмическом

масштабе.

выражения для временной зависимости наблюдаемых величин X(t):

X (t) ∼ tδ
(

1 + Axt
−ω/z

)
, (6.8)

где AX — неуниверсальные амплитуды, ω является хорошо из- вестным крити-
ческим индексом поправки к скейлингу, а показатель δ = θ′ в случаеX ≡ m (t),
δ = −ca в случае X ≡ A (t) и δ = c2 в случае X ≡ m(2) (t). Теоретико-полевая
оценка для ω в шестипетлевом приближении дает значение ω ' 0.25 (10) [121].

Таблица 6.1 Критические показатели, характеризующие эволюцию неупорядо-
ченной модели Изинга с p = 0.80 на разных временных интервалах

m0 θ′ c2 ca θ′ c2 ca
t ∈ [7, 50] t ∈ [150, 100]

0.03 0.1016(9) 0.083(3)
0.02 0.1031(10) 0.099(5)
0.01 0.1043(12) 0.105(9)
0 0.1057(17) 0.936(4) 1.347(8) 0.122(11) 0.859(5) 1.135(10)
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Рисунок 6.3 Временная зависимость критического поведения второго момента
намагниченности m(2)(t) для системы с p = 0.80, представленная в двойном

логарифмическом масштабе.

Для расчета значений критических индексов θ′, ca, c2 и ω/z на временном ин-
тервале, соответствующем влиянию структурного беспорядка, был использован
метод наименьших квадратов для наилучшей аппроксимации значений m(t),
m(t) и m(2)(t) выражением (6.8). Процедура заключалась в следующем:

1. временной интервал проявления влияния дефектов структуры разбивал-
ся на всевозможные участки ∆t, начиная от участков с ∆t = 50 до участ-
ков с ∆t = 550;

2. на каждом из участков ∆t осуществлялось определение значения пока-
зателя δ при фиксированном значении ω/z;

3. найденные значения δ усреднялись по выбранным участкам с определе-
нием среднего значения 〈δ〉 и погрешности аппроксимации ∆δ;

4. показатель ω/z определялся из условия минимальности значений отно-
сительных погрешностей проведенных аппроксимаций.

Наряду с аппроксимационной погрешностью ∆δ для показателей δ опре-
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Рисунок 6.4 Временная зависимость критического поведения автокорреляци-
онной функции A(t) для системы с p = 0.80, представленная в двойном лога-

рифмическом масштабе.

делялась их статистическая погрешность. Для этого общее количество исполь-
зуемых для усреднения примесных конфигураций делилось на 4 группы. Для
каждой из групп вычислялись показатели θ′, ca и c2, а затем определялись
отклонения от показателей, найденных при использовании усредненных по об-
щему количеству примесных конфигураций значений m(t), A(t) и m(2)(t).

В таблице 6.2 приведены полученные итоговые значения критических по-
казателей и их погрешности. На основе данных значений показателей были
определены динамические критические индексы z = 2.191(42) и θ′ = 0.127(16),
отношение статических критических индексов β/ν = 0.504(24) и усредненное
значение критического индекса поправки к скейлингу ω = 0.256(56).

Сопоставление данных значений динамических критических индексов z
и θ′ с рассчитанными в рамках теоретико-полевого описания значениями [197]
z = 2.202(2) и θ′ = 0.106(8), полученными в результате усреднения результа-
тов применения различных методов суммирования, показывает их достаточно
хорошее согласие. Заметно более лучшее согласие значений z = 2.191(42) и
θ′ = 0.127(16) наблюдается с результатами применения к рядам теории метода
суммирования Паде-Бореля-Лероя z = 2.198 и θ′ = 0.120.
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Таблица 6.2 Критические показатели временной эволюции неупорядоченной
модели Изинга с p = 0.80, вычисленные с учетом поправок к скейлингу

m0 θ′ c2 ca
0.03 0.104(12), ω/z = 0.074
0.02 0.117(10), ω/z = 0.068
0.01 0.118(10), ω/z = 0.096
0 0.127(16), ω/z =

0.079(9)
0.909(4), 1.242(10),

ω/z =
0.112

ω/z =
0.160

Сопоставление рассчитанного значения θ′ = 0.127(16) со значением θ′ =

0.10(2) из работы [198], полученным для систем с различными спиновыми
концентрациями, но одинаковыми начальными значениями намагниченности
m0 = 0.01, показывает их хорошее согласие в пределах статистических по-
грешностей измерения и погрешностей проведенных аппроксимаций, а также
демонстрирует то, что полученное асимптотическое при m0 → 0 значение θ′

оказывается выше, чем θ′ (m0 = 0.01) из [198]. Это объясняется выявленной
тенденцией, что θ′

(
m

(2)
0

)
> θ′

(
m

(1)
0

)
, если начальные намагниченности си-

стем находятся в следующем соответствии друг с другом m
(2)
0 < m

(1)
0 . Та-

ким образом, декларируемое в [198] хорошее согласие найденного показателя
θ′ = 0.10(2) со значением θ′ = 0.0867, полученным в [91] на основе применения
метода ε-разложения в двухпетлевом ренормгрупповом описании, оказывается
неубедительным, так как найденное значение θ′ = 0.127(16) уже не согласуется
с θ′ = 0.0867. Результаты проведенных нами исследований дают значительно
больше оснований считать, что для слабо неупорядоченных изинговских систем
реальным является значение показателя θ′ = 0.127(16), которое оказывается
выше значения θ′ = 0.108(2) для однородных изинговских систем [195–197], а
не ниже, как предсказывают результаты работ [91,198].

Проведем теперь сопоставление полученных значений критических индек-
сов z = 2.191(42), β/ν = 0.504(24) и ω = 0.256(56) с результатами иссле-
дований, проведенных в других работах. Так, найденные значения индексов
для систем с p = 0.80 находятся в достаточно хорошем соответствии с ре-
зультатами работ по компьютерному моделированию, где для слабо неупоря-
доченных систем были получены значения ν = 0.684(5), β = 0.355(3), β/ν =

0.519(8), ω = 0.370(63) [199], ν = 0.683(3), β = 0.354(2), β/ν = 0.518(5) [98],
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z = 2.20(8); [123] , а также с результатами теоретико-полевого описания, где
были вычислены следующие значения критических индексов: ν = 0.678(10),
β = 0.349(5), β/ν = 0.515(15), ω = 0.25(10) , z = 2.1792(13) [121, 161] и
результатами экспериментальных исследований структурно неупорядоченных
изинговских магнетиков, дающих ν = 0.69(1), β = 0.350(9), β/ν = 0.507(20)

(результаты представлены в обзоре [18]), z = 2.18(10) [200].
Также, в данном параграфе проводилось численное исследование нерав-

новесной критической эволюции из начального состояния с m0 � 1 сильно
неупорядоченной модели Изинга с концентрацией спинов p = 0.6. Временное
поведение намагниченности с начальными значениямиm0 = 0.005, 0.001, 0.0005
и 0.0001 исследовалось на временах до 3000 MCS/s при критической темпера-
туре Tc = 2.42413(9). Усреднение вычисляемых величин проводилось по 15000

различным примесным конфигурациям с 25 прогонками для каждой примес-
ной конфигурации. Для независимого вычисления динамических критических
индексов θ′ и z, а также отношения статических критических индексов β/ν
на каждом этапе эволюции системы наряду с намагниченностью системы m(t)

определялась автокорреляционная функция A(t) и второй момент намагничен-
ности m(2)(t).

Уменьшение моделируемых значений m 0 для сильно неупорядоченных
систем обусловлено необходимостью скомпенсировать уменьшение интервала
эволюции намагниченности tcr ∼ m

−z/x0
o , вызванного изменившимся в боль-

шую сторону значением динамического индекса z для сильно неупорядоченных
систем по сравнению со слабо неупорядоченными системами.

На рисунке 6.5 представлены в двойном логарифмическом масштабе за-
висимости для намагниченостей системы. Они позволяют определять показа-
тели θ′ (m0) и их асимптотическое значение θ′ (m0 → 0) на основе линейной
аппроксимации значений θ′ (m0) при m0 → 0. На рисунках 6.6 и 6.7 для данной
системы, стартующей из неравновесного начального состояния с близким к ну-
лю значением m0 = 0.0001, представлены временные зависимости для второго
момента намагниченности m(2)(t) и автокорреляционной функции A(t), также
изображенные в двойном логарифмическом масштабе. Анализ данных зависи-
мостей позволяет определять значения показателей ca и c2 в соответствии с
соотношениями (6.7).

При анализе временных зависимостей оказалось, что для сильно неупоря-
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доченных систем в отличие от слабо неупорядоченных систем не наблюдается
динамического режима с характеристиками однородной системы.

Система при своей эволюции из начального неравновесного состояния, со-
зданного при T � Tc, к критическому состоянию при Tc проходит после Tmic

последовательную серию промежуточных состояний в критической области, а
именно от состояний, контролируемых неподвижной точкой для однородных
систем в температурной области |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0, к со-
стояниям, контролируемым неподвижной точкой для неупорядоченных систем,
в температурной области |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0, где ∆J (p) —
характеризует влияние дефектов структуры на величину случайности в об-
менном взаимодействии спиновых систем со спиновой концентрацией p, J0(p)

— средняя величина обменного взаимодействия, α0 — критический индекс для
теплоемкости однородной системы, который для некоррелированных дефектов
структуры совпадает с индексом кроссовера φ, определяющим влияние струк-
турного беспорядка на критические свойства системы.

Величина ∆J (p) ∼ cimp = 1−p, где cimp — концентрация дефектов. Поэто-
му для слабо неупорядоченных состояний температурная область вблизи кри-
тической температуры определяется как |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0,
где характеристики критического поведения неупорядоченных систем опреде-
ляются критическими индексами однородной системы, является достаточно
широкой, в то время как для сильно неупорядоченных систем — узкой. По-
этому в неравновесном критическом поведении слабо неупорядоченных систем
наблюдаются переходные режимы от критического поведения однородных си-
стем к режиму критического поведения структурно неупорядоченных систем,
а для сильно неупорядоченных систем такие переходные режимы практически
ненаблюдаемы.

Применение процедуры расчета поправок к скейлингу позволяет полу-
чить итоговые значения критические индексы z = 2.589(52), θ′ = 0.167(18),
β/ν = 0.485(18) и ω = 0.461(55) для сильно неупорядоченной модели Изин-
га. Полученные значения критических индексов для сильно неупорядоченных
систем находятся в хорошем соответствии с результатами компьютерного моде-
лирования: β/ν = 0.46(4), z = 2.53(3) [201], z = 2.58(9) [123], β/ν = 0.437(21)

[130].
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6.3. Исследование влияния начального неравновесного состоя-
ния с m0 = 1

В случае исследования влияния неравновесного состояния с начальным
значением намагниченности m0 = 1 не возникает зависимости характеристик
неравновесного критического поведения от нового динамического показателя
θ′. Исследования показали, что динамический процесс, начинающийся с полно-
стью упорядоченного состояния (m0 = 1), более предпочтителен изза меньшего
влияния флуктуаций на результаты. В критической области τ � 1 для вре-
менного поведения намагниченности справедлива следующая зависимость

m (t, τ) = t−β/νzm
(

1, t1/νzτ
)

= t−β/νz
(

1 + at1/νzτ +O
(
τ 2
))
, (6.9)

где в пределе τ → 0, оно приобретает вид:

m (t) ∼ t−β/νz. (6.10)

Рисунок 6.5 Временные зависимости критического поведения намагниченности
m(t) для систем со спиновой концентрацией p = 0.60 при начальных значениях
m0 = 0.005(1); 0.001(2); 0.0005(3) в двойном логарифмическом масштабе.

Представляя (6.9) в виде lnm (t, τ) = (−β/νz) ln t+ lnm
(
1, t1/νzτ

)
и диф-



140

Рисунок 6.6 Временная зависимость критического поведения второго момента
намагниченности m(2)(t) для системы с p = 0.60 в двойном логарифмическом

масштабе.

Рисунок 6.7 Временная зависимость критического поведения автокорреляци-
онной функции A(t) для системы с p = 0.60 в двойном логарифмическом мас-

штабе.

ференцируя по τ можно получить соотношение для логарифмической произ-
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водной намагниченности

∂τ lnm (t, τ)|τ=0 ∼ t1/νz. (6.11)

Другой характеристической величиной, определяющей неравновесное кри-
тическое поведение является кумулянт Биндера, характеризуемый выражени-
ем

U2 (t) = m(2)/(m)2 − 1. (6.12)

Размерный анализ показывает, что в критической точке поведение куму-
лянта Биндера описывается степенным законом U2 (t) ∼ td/z. Численное опре-
деление намагниченности, ее логарифмической производной и кумулянта Бин-
дера позволяет рассчитать динамический индекс z и статические индексы β и
ν.

Осуществлялось моделирование кубических решеток с размерами L = 128

при критических температурах Tc = 4.26267, 3.49948, 2.42413 и 1.84509 [102]
для систем со спиновыми концентрациями p = 0.95, 0.80, 0.60 и 0.50, соот-
ветственно. Временное поведение намагниченности и кумулянта Биндера ис-
следовалось для слабо неупорядоченных систем на временах до 1200 MCS, а
для сильно неупорядоченных систем на временах до 3000 MCS. Для систем с
p = 0.95 проводилось усреднение вычисляемых величин по 6000 различным
примесным конфигурациям, с p = 0.80 — по 5000, p = 0.60 — по 10000 и
p = 0.50 — по 7000 примесным конфигурациям. Для вычисления логарифми-
ческой производной ∂τ lnm осуществлялся расчет намагниченности для двух
температур, смещенных относительно Tc на интервал ∆T = ±0.005.

На рисунке 6.8 представлены в двойном логарифмическом масштабе усред-
ненные временные зависимости для намагниченности m(t) (рисунок 6.8а), ку-
мулянта U2(t) (рисунок 6.8б) и логарифмической производной намагниченно-
сти ∂ lnm(t) (рисунок 6.8в) для спиновых концентраций p = 0.95, 0.80, 0.60, 0.50.
В слабо неупорядоченных системах с p = 0.95; 0.80 в отличие от поведения од-
нородных систем может быть выявлено два универсальных динамических ре-
жима со степенны(м временным изменением m(t), U2(t) и ∂ lnm(t), а именно:
на раннем временном интервале t = [20, 200] реализуется поведение, соответ-
ствующее поведению однородной системы, определяемое индексом z = 2.03(1),
а лишь затем, проходя через режим кроссоверного поведения, реализуется ре-
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Таблица 6.3 Значения критических индексов и сравнение их с результатами компьютер-
ного моделирования (MC), теоретико-полевого описания (FTM) и эксперимента (Exp)

z θ′ ν β
p = 0.95, m0 = 1 2.185(25) 0.668(14) 0.356(6)
p = 0.80, m0 = 1 2.208(32) 0.685(21) 0.348(11)
p = 0.80, m0 � 1 2.191(21) 0.127(16)
p = 0.60, m0 = 1 2.525(15) 0.682(13) 0.339(12)
p = 0.50, m0 = 1 2.664(37) 0.760(30) 0.337(19)
p = 0.60, m0 � 1 2.589(52) 0.167(18)
Pelissetto, Vicari, 2000 [121]; (FTM) 0.678(10) 0.349(5)
Прудников и др., 2006 [161]; (FTM) 2.1792(13)
Rosov, et.al., 1988,1992
FepZn1−pF2 p = 0.9 [200,202] (Exp) 2.18(10) 0.350(9)
Slanic, et.al., 1999,
FepZn1−pF2p = 0.93 [126] (Exp) 0.70(2)
Прудников, Вакилов, 1992, p = 0.95 2.19(7)
p = 0.80, 2.20(8)
p = 0.60, 2.58(9)
p = 0.40 [25]; [148] (MC) 2.65(12)
Heuer, 1993, p = 0.95, 2.16(1) 0.49(2) 0.64(2)
p = 0.90, 2.232(4) 0.48(2) 0.65(2) 0.31(2)
p = 0.80, 2.38(1) 0.51(2) 0.68(2) 0.35(2)
p = 0.60 [147, 150, 151]; [201,206] (MC) 2.93(3) 0.72(2) 0.33(2)
Wiseman, Domany, 1998, p = 0.80, 0.505(2) 0.682(2)
p = 0.60 [130]; (MC) 0.717(6)
Ballesteros, et.al., 1998, p = 0.90÷0.40 [124]; (MC) 0.684(5) 0.355(3)
Parisi, et.al., 1999, p = 0.90÷ 0.40 [207]; (MC) 2.67(7)
Calabrese, et.al., 2003, p = 0.80 (Ref. [98]) (MC) 0.683(3) 0.354(2)
Муртазаев и др., 2004, p = 0.95, 0.646(2)
p = 0.9, 0.664(3) 0.308(3)
p = 0.8, 0.683(4) 0.310(3)
p = 0.6 [17]; (MC) 0.725(6) 0.349(4)
Schehr, Paul, 2006 [198]; (MC) 0.10(2)
Hasenbusch, et.al., 2007, p = 0.8 [208]; (MC) 2.35(2)
Прудников и др., 2007, p = 0.95÷ 0.80, 0.532(12) 0.693(5)
p = 0.60÷ 0.50 [102]; 0.731(11)
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жим поведения неупорядоченной системы. Для сильно неупорядоченных си-
стем динамического режима с характеристиками однородной системы не на-
блюдается. Был проведен расчет значений критических показателей β/νz для
намагниченности, d/z для кумулянта Биндера и 1/νz для логарифмической
производной намагниченности, соответствующие им суммарные погрешности,
а также показатели ω/z для этих величин, соответствующие минимальным
погрешностям процедуры аппроксимации (6.8). Наряду с аппроксимационной
погрешностью для показателей определялась их статистическая погрешность.
Для этого общее количество используемых для усреднения примесных конфи-
гураций делилось на 5 групп. Для каждой из групп вычислялись показатели
β/νz, d/z и 1/νz, а затем вычислялись отклонения от показателей, найденных
при использовании усредненных по общему количеству примесных конфигура-
ций значений m(t), U2(t) и ∂ lnm(t).

На основе данных значений показателей были определены для систем с
p = 0.95 динамический критический индекс z = 2.185(25), отношение ста-
тических критических индексов β/ν = 0.533 (13), критические индексы ν =

0.668(14), β = 0.356(11) и усредненные значения критического индекса по-
правки к скейлингу ω = 0.369(92), для систем с p = 0.80 значения соответству-
ющих критических индексов z = 2.208(32), β/ν = 0.508(17), ν = 0.685(21),
β = 0.348(11) и ω = 0.404(110). Сопоставление полученных значений крити-
ческих индексов для слабо неупорядоченных систем показывает, что они при-
надлежат к одному универсальному классу систем с совпадающими в пределах
статистических погрешностей проведенных численных исследований.

Для сильно неупорядоченных систем с p = 0.60 значения соответству-
ющих критических индексов z = 2.525(15), β/ν = 0.496(15), ν = 0.682(13),
β = 0.339(12), ω = 0.286(10) и для систем с p = 0.5 значения индексов
z = 2.664(37), β/ν = 0.443(7), ν = 0.760(30), β = 0.337(19), ω = 0.242(4).

Полученные значения находятся в хорошем согласии в пределах погреш-
ностей со значениями критических индексов, полученными при моделировании
критического поведения систем с аналогичными спиновыми концентрациями
из начального состояния с m0 � 1.

Итоговые значения полученных критических индексов при моделирова-
нии из различных начальных состояний представлены в таблице 6.3.

Сопоставление полученных значений критических индексов с результата-
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Рисунок 6.8 Временные зависимости для намагниченности m(t) (a), кумулянта
U2(t) (б) и логарифмической производной намагниченности ∂ lnm(t)|τ=0 (в)

для различных спиновых концентраций p.



145

ми работ по компьютерному моделированию показывает, что найденные нами
значения находятся в достаточно хорошем соответствии с этими результатами,
где для слабо неупорядоченных систем были получены значения ν = 0.684(5),
β = 0.355(3), β/ν = 0.519(8), ω = 0.370(63) [124], ν = 0.683(3), β = 0.354(2)

[98], ν = 0.693(5), γ = 1.342(7), ω = 0.26(13) [102], z = 2.20(8) [123], а так-
же с результатами теоретико-полевого описания, где для слабо неупорядочен-
ных систем были найдены следующие значения: ν = 0.678(10), β = 0.349(5),
β/ν = 0.515(15), ω = 0.25(10) [121], z = 2.1792(13) [161] и результатами экс-
периментальных исследований изинговских магнетиков, дающих ν = 0.69(1),
β = 0.350(9) (результаты представлены в обзоре [18]), z = 2.18(10) [200]. Полу-
ченные значения критических индексов для сильно неупорядоченных систем
находятся в хорошем соответствии с результатами: ν = 0.72(2), β = 0.33(2),
β/ν = 0.46(4), z = 2.53(3) [122], z = 2.58(9) [148], ν = 0.717(7), β = 0.313(12),
β/ν = 0.437(21) [130].

6.4. Коротковременная динамика возмущений начального со-
стояния системы в исследовании критического поведения
неупорядоченных систем

В ряде работ, посвященных описанию критической динамики разбавлен-
ной трехмерной модели Изинга как в результате применения ренормгруппового
подхода, так и методов компьютерного моделирования было показано, что на-
личие дефектов структуры проявляется наиболее сильно в изменении значений
динамического критического индекса z, характеризующего аномальный рост
времени релаксации системы с приближением к температуре фазового перехо-
да, по сравнению с изменением значений статических критических индексов.
Поэтому в представленной работе для выявления влияния структурного бес-
порядка на динамические критические свойства трехмерной модели Изинга с
концентрацией спинов p = 0.8 и p = 0.6 был применен метод динамики воз-
мущения начального состояния системы. Этот метод компьютерного модели-
рования получил применение как инструмент численной оценки критической
температуры и критических индексов [129,203–205].

В рамках данного метода исследуется развитие двух конфигураций спи-
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Рисунок 6.9 Поведение D(t) для трехмерной модели Изинга в случае (а) p =
0.8; (б)p = 0.6, при различных температурах

Рисунок 6.10 Зависимость функции R(L, T ) от температуры для трехмерной
модели Изинга в случае (а) p = 0.8; (б) p = 0.6
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Рисунок 6.11 Зависимость времени релаксации от линейного размера решетки
L (L = 8, 16, 32, 64) для трехмерной модели Изинга в случае (а) p = 0.8; (б)

p = 0.6
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нов (для определенности обозначим их А и В), эволюционирующих с одинако-
вой динамикой и одинаковой последовательностью случайных чисел. На каж-
дом временном шаге рассматривается различие между данными спиновыми
конфигурациями в узлах с одинаковыми пространственными координатами.
Величина, характеризующая различие между такими системами, называется
расстоянием Хемминга (Hamming distance). Математически ее можно предста-
вить в следующем виде [129,203–205]:

D(L, T, t) =
1

2Ns

Ns∑
i=1

|SAi (t)− SBi (t)|, (6.13)

где Ns = pLd - число спинов находящихся в одной спиновой конфигурации. В
общем случае, расстояние Хемминга между спиновыми конфигурациями зави-
сит от температуры T , времени моделирования t, линейного размера решетки
L, граничных условий и начального состояния спиновых конфигураций SAi (0)

и SBi (0). Для того что бы уменьшить погрешности проводимых вычислений
необходимо осуществлять неоднократное повторение эксперимента с использо-
ванием различных примесных конфигураций, поэтому при расчете результатов
целесообразно использовать среднее значение величины D(L, T, t):

〈D(L, T, t)〉 =
1

NI

NI∑
j=1

Dj(L, T, t), (6.14)

где Dj(L, T, t)- расстояние для j-ого независимого испытания. NI - число ис-
пытаний. При проведении компьютерного моделирования было выбрано низ-
котемпературное начальное состояние, в котором система является полностью
упорядоченной, т.е. все спины системы ориентированы в одном направлении.
Рассматривались две спиновые конфигурации с взаимно противоположными
по направлению приведенными суммарными значениями магнитного момента
равными по модулю единице:

{SAi (0)} = −{SBi (0)} = 1. (6.15)

С целью выявления влияния динамики эволюции системы на величину значе-
ний критических показателей, было проведено два независимых исследования
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с выбором различных типов эволюции спиновых систем, с последующим приме-
нением метода динамики возмущения начального состояния системы. Для чис-
ленной реализации эволюции спиновых систем был применен алгоритм Метро-
полиса с динамикой односпиновых переворотов . При исследовании поведения
трехмерной неупорядоченной модели Изинга с линейным размером решетки
L = 32 на временном промежутке t = 500MCS/s при различных темпера-
турах (рисунок 6.10), были выявлены две температурные области. В первой,
убывающая функция D(t) характеризуется малыми изменениями и достаточно
быстро приходит к некоторому равновесному постоянному значению. Вторая
область характеризуется сильно убывающей функцией D(t), не стремящейся к
постоянной величине. Исходя из такого поведения функции расстояния Хем-
минга, можно сделать заключение, что температура фазового перехода нахо-
дится в температурном промежутке между двумя этими областями. Результа-
ты проведенных исследований поведения D(t) для трехмерной модели Изинга
со спиновыми концентрациями p = 0.8 и p = 0.6 представлены на рисунке 6.9.

В соответствии с данными результатами, критическую температуру ис-
следуемых систем можно оценить как Tc = 3.50(5) для p = 0.8 и Tc = 2.40(5)

для p = 0.6. Более точные значения критических температур можно получить
с использованием методов конечномерной теории скейлинга. Для этого введем
характеристическое время τ1 и квадрат времени τ2 их скейлинговые зависимо-
сти в виде [129]:

τ1(L, T ) =

∑
t〈tD(L, T, t)〉∑
t〈D(L, T, t)〉

, (6.16)

τ2(L, T ) =

∑
t〈t2D(L, T, t)〉∑
t〈D(L, T, t)〉

, (6.17)

τ1(L, T ) = u(L)f1(v(L)(T − Tc)), (6.18)

τ2(L, T ) = u2(L)f2(v(L)(T − Tc)). (6.19)

Из выражений (6.18) - (6.19) следует, что отношение данных времен

R(L, T ) =
τ2(L, T )

τ 2
1 (L, T )

(6.20)



149

Таблица 6.4 Значения критической температуры для трехмерной модели Изин-
га с концентрацией спинов p = 0.8 и p = 0.6

Tc(p = 0.8) Tc(p = 0.6)
данная работа 3.500(7) 2.498(7)
S. Wiseman, 1998 [130] 3.49942(1) 2.42418(5)
H.O. Heuer, 1993 [201] 3.4992(5) 2.4220(6)
А.К. Муртазаев, 2004 [17] 3.4956(6) 2.4178(6)
P. Calabrese, 2003 [98] 3.49962(24)
H.G. Ballesteros, 1998 [98] 3.49972(47)
J.S. Wang, 1989 [154] 3.4959(2) 2.4178(2)
В.В. Прудников, 2007 [102] 3.49948(18) 2.42413(9)

при T = Tc не будет зависеть от линейного размера решетки L. Таким образом,
если построить характеристические кривые для величины R(L, T ) как функ-
ции температуры для различных L, то они пересекутся в точке, соответствую-
щей критической температуре. Полученные кривые температурной зависимо-
сти R(L, T ) для систем с линейными размерами решеток L = 16, 32, 64 показа-
ны на рисунке 6.10. Проведенные исследования позволили получить следующие
результаты: для p = 0.8 Tc = 3.500(7), для p = 0.6 Tc = 2.498(7). Вычислен-
ные значения критических температур находятся в хорошем соответствии с ре-
зультатами, полученными для данных систем в других работах (Таблица 6.4).
При температурах близких к температуре фазового перехода наблюдаются ано-
мально большие и долгоживущие флуктуации параметра порядка с эффекта-
ми сильной пространственной и временной корреляции. В качестве величины,
характеризующей такие флуктуации, выступает корреляционная длина ξ(T ) -
средний линейный размер магнитных доменов, как макроскопических областей
с сильно коррелированными спинами. Из-за долгоживущих флуктуаций пара-
метра порядка и эффектов сильной корреляции время релаксации системы τr

в окрестности Tc неограниченно возрастает. Для описания критического замед-
ления времени релаксации системы вводят динамический критический индекс
z:

τr ∼ ξ(T )z. (6.21)

При моделировании конечных систем рост корреляционной длины ξ(T )

вблизи критической температуры Tc ограничивается размером системы L, то
есть, ξ(T ) ∼ L. В результате, для времени релаксации системы вблизи крити-
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ческой температуры будет справедливым соотношение:

τr ∼ Lz. (6.22)

В рамках метода динамики возмущения начального состояния в качестве вре-
мени релаксации системы выступает введенное в (6.16) характеристическое
время τ1(L, T ). Таким образом, для вычисления критического динамического
индекса z нам требуется исследовать зависимость времени τ1(L, T ) от линей-
ного размера решетки при соответствующей критической температуре. При
реализации численного эксперимента рассматривались кубические решетки с
линейными размерами L = 8, 16, 32, 64. Результаты линейной аппроксимации
зависимости полученных значений τ1 от размера L данных решеток, осуществ-
ленной в двойном логарифмическом масштабе, представлены на рисунке 6.11.

В итоге анализа проведенных аппроксимаций были получены следующие
значения критического индекса z для трехмерной структурно неупорядоченной
модели Изинга с исследуемыми спиновыми концентрациями: z(0.8) = 2.21(6)

и z(0.6) = 2.61(7).
В работе нами были также учтены ведущие поправки к асимптотической

зависимости времени релаксации вследствие влияния конечности моделиру-
емых систем, так как только учет данных поправок к скейлингу позволяет
получать корректные значения критических индексов в термодинамическом
пределе:

τr = ALz(1 +BL−ω), (6.23)

где ω - критический индекс поправки к скейлингу. Значения ω для различ-
ных спиновых концентраций были взяты из работы [102]: ω(0.8) = 0.23(13),
ω(0.6) = 0.28(15). С учетом поправки к скейлингу были получены следующие
значения: z(0.8) = 2.28(7), A(0.8) = 0.21, B(0.8) = 0.91 и z(0.6) = 2.67(8),
A(0.6) = 0.02, B(0.6) = 0.147.

Для сопоставления полученных значений в Таб.6.5 представлены резуль-
таты других работ по определению динамического индекса z для трехмерной
модели Изинга с различными спиновыми концентрациями

Сравнение полученных значений критического индекса z с результата-
ми других работ по определению данного показателя с использованием ме-
тодов компьютерного моделирования показывает, что значение z для образ-
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цов с концентрацией спинов p = 0.8, определенное в данной работе, нахо-
дится в достаточно хорошем соответствии со значениями, полученными в ра-
ботах [123, 148, 188, 201, 208], и значительно отличается от результатов рабо-
ты [207]. Так, в работе [207] был проведен анализ численного исследования
критической динамики трехмерной модели Изинга со спиновой концентраци-
ей, изменяющейся в широком интервале. Авторы исходя из идеи универсально-
сти критического поведения неупорядоченных систем для всех концентраций
дефектов выделили асимптотическое значение индекса z = 2.62(7) с учетом
эффектов влияния ведущих поправок к скейлингу для динамической воспри-
имчивости системы. При этом полученное в [207] значение индекса поправ-
ки к скейлингу ω = 0.50(13) находится в сильном несоответствии с резуль-
татами теоретико-полевого расчета ω = 0.25(10) [121], a также с результа-
тами численного исследования той же модели, давшими ω = 0.37(6) [124] и
ω(0.8) = 0.23(13) [102]. Для сильно-неупорядоченной системы с концентрацией
спинов p = 0.6 результаты нашей работы с z(0.6) = 2.67(8) хорошо согла-
суются с результатами работ [123, 201] и той же работой [207]. Из таблицы 2
наглядно видно, что в большинстве работ выявлено существенное увеличение
динамического индекса z с увеличением содержания примесей в системе. Ос-
новываясь на этом, можно в действительности говорить о неуниверсальности
критического поведения для неупорядоченной модели Изинга. Изменение типа
критического поведения при концентрации спинов p > 0.69 мы связываем с
появлением в системе протяженных примесных кластеров с длиной связности
сравнимой с корреляционной длиной системы. Для кубической решетки спи-
нов при концентрации примесей в ней равной 0.3117 примесный кластер имеет
фрактальную размерность df = 2.54 [90], что соответствует параметру a в мо-
дели Вейнриба-Гальперина с дальнодействующей изотропной корреляцией де-
фектов, характеризуемой функцией g(r) ∼ r−a [75,163,165,209,210]. С увеличе-
нием концентрации примесей, вплоть до порога спиновой перколяции, в системе
существует как протекающий примесный кластер сложной структуры с длиной
связности сравнимой с корреляционной длиной, так и множество малых кла-
стеров. При этом в системе одновременно сосуществуют протяженные плоские,
линейные и объемные дефекты с различной длиной связности. Влияние этих
дефектов и приводит к критическому поведению отличному от критическо-
го поведения для слабо-неупорядоченной модели Изинга. В результате, можно
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Таблица 6.5 Значения критического индекса z и сравнение с результатами дру-
гих работ

Индекс z
данная работа p = 0.8 2.21(6)
данная работа p = 0.6 2.61(7)
В.В. Прудников, А.Н. Вакилов, 1993 [123]
p=0.95 2.19(7)
p=0.8 2.20(8)
p=0.6 2.58 (9)
H.-O. Heuer, 1993 [201]
p=0.95 2.16(1)
p=0.9 2.232(4)
p=0.8 2.38(1)
p=0.6 2.53(3)
В.В. Прудников, 2010 [188]
p=0.95 2.185(25)
p=0.8 2.208(32)
Parisi et. al., 1999 [207]
p=0.8,p=0.6, p=0.95 2,62(7)
Hasenbusch et. al., 2007 [208]
p=0.8,p=0.6 2,35(2)

предсказывать как минимум два типа универсального критического поведе-
ния в структурно неупорядоченной трехмерной модели Изинга, соответству-
ющих поведению слабо неупорядоченных систем со спиновой концентрацией
p

(imp)
c < p < 1 и сильно неупорядоченных систем с p(s)

c < p < p
(imp)
c , где p(imp)

c и
p

(s)
c , соответственно, пороги примесной и спиновой перколяции (для кубических

решеток в приближении взаимодействия ближайших соседей p
(s)
c = 0.3117 и

p
(imp)
c = 1−p(s)

c = 0.6883). Вблизи границ данных интервалов спиновой концен-
трации можно ожидать влияния кроссоверных эффектов для слабо неупорядо-
ченных систем со стороны критического поведения "чистых"систем с p = 1 (см.
результаты работы [188]) и критического поведения вблизи порога примесной
перколяции, а для сильно неупорядоченных систем - со стороны критического
поведения вблизи порогов примесной и спиновой перколяции. Данные пред-
ставления позволяют более адекватно объяснить весь накопленный материал
по описанию как равновесного, так и неравновесного критического поведения
в структурно неупорядоченной трехмерной модели Изинга.
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6.5. Выводы

На основе проведенных в данной главе численных исследований равно-
весного и неравновесного критического поведения как слабо неупорядоченных
систем со спиновыми концентрациями p = 0.95 и p = 0.80, так и сильно неупо-
рядоченных систем с p = 0.60 и p = 0.50 можно сделать следующие выводы:

1. Значения статических критических индексов и скейлинговые функции
для корреляционной длины и восприимчивости демонстрируют существо-
вание двух классов универсального равновесного критического поведения
для неупорядоченной модели Изинга с различными характеристика- ми
для слабо и сильно неупорядоченных систем;

2. Метод коротковременной динамики позволяет адекватно описывать кри-
тическое поведение структурно неупорядоченных систем, а полученные
значения как статических, так и динамических критических индексов на-
ходятся в соответствии с результатами численного исследования подоб-
ных систем другими методами;

3. При численном исследовании структурно неупорядоченных систем мето-
дом коротковременной динамики в отличие от аналогичных исследований
критического поведения чистых систем выявлено два универсальных ди-
намических критических режима со степенным временным изменением
измеряемых величин, а именно: на раннем временном интервале реализу-
ется неравновесное критическое поведение, соответствующее поведению
однородной системы, и лишь затем, проходя через некоторый интервал
кроссоверного поведения реализуется динамический режим критического
поведения неупорядоченной системы;

4. Сопоставление значений критических индексов, полученных в результате
численных исследований, с рассчитанными в рамках теоретико-полевого
описания θ′ = 0.106(8) и z = 2.202(2) (усредненные результаты примене-
ния различных методов суммирования) показывает их достаточно хоро-
шее согласие при заметно более лучшем согласии с результатами приме-
нения метода Паде-Бореля-Лероя θ′ = 0.120 и z = 2.198;
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5. Проведенные численные исследования показали, что неравновесное кри-
тическое поведение слабо и сильно неупорядоченных систем принадле-
жит к различным классам универсальности с несовпадающими в преде-
лах статистических погрешностей проведенных численных исследований
значениями динамических критических индексов θ′ и z;

6. Полученные значения статических и динамических критических индек-
сов для слабо неупорядоченных систем находятся в хорошем согласии в
пределах статистических погрешностей моделирования и применяемых
численных аппроксимаций с результатами теоретико-полевого описания,
результатами моделирования критического поведения другими методами,
а также согласуются с результатами экспериментальных исследований
слабо неупорядоченных изинговских магнетиков;

7. Значения динамического критического индекса z, полученные в данной
работе для сильно неупорядоченных систем из разных начальных нерав-
новесных состояний, находятся в хорошем согласии друг с другом, а так-
же согласуются со значениями, полученными в работах [123] и [201] дру-
гими численными методами, а значение динамического критического ин-
декса коротко-временной эволюции намагниченности θ′ = 0.167(18) носит
оригинальный характер.
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Глава 7
Исследование эффектов старения и нарушения

флуктуационно-диссипативной теоремы в неравновесном
критическом поведении однородных и структурно

неупорядоченных магнетиков

В последние годы исследование систем, характеризующихся медленной
динамикой, вызывает значительный интерес как с теоретической, так и экспе-
риментальной точек зрения [43,211,212]. Это обусловлено предсказываемыми и
наблюдаемыми при медленной эволюции систем из неравновесного начального
состояния свойствами старения, характеризуемыми нарушениями флуктуационно-
диссипативнои теоремы. Хорошо известными примерами подобных систем с
медленной динамикой и эффектами старения являются такие комплексные
неупорядоченные системы, как спиновые стекла [44, 144]. Однако данные осо-
бенности неравновесного поведения, как показали различные аналитические и
численные исследования [213] могут наблюдаться и в системах, испытывающих
фазовые переходы второго рода, так как их критическая динамика характери-
зуется аномально большими временами релаксации. Отметим, что введенное
ранее для спиновых стекол флуктуационно-диссипативное отношение связы-
вающее двухвременную спиновую функцию отклика и двухвременную корре-
ляционную функцию и обобщающее флуктуационно-диссипативную теорему
на случай неравновесного поведения, оказывается новой универсальной харак-
теристикой для критического поведения различных систем [98].

В данной главе рассматриваются результаты численного исследования
для таких универсальных величин как флуктуационно-диссипативное отноше-
ние, критические показатели, характеризующие неравновесную критическую
динамику различных статистических моделей. Представлены результаты чис-
ленного исследования методами Монте-Карло особенностей влияния дефектов
структуры на характеристики неравновесного критического поведения струк-
турно неупорядоченных спиновых систем. Изучение релаксационной динамики
подобных систем, с одной стороны, проводить значительно легче, чем таких
сложных неупорядоченных систем, как спиновые стекла, а с другой стороны,
эти системы на неравновесном этапе критической эволюции демонстрируют
аналогичные спиновым стеклам эффекты старения и отклонение предельной
величины флуктуационно-диссипативного отношения от единицы как показа-
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теля неравновесности системы.
Ренормгрупповые [197, 214], численные [102, 188, 215] и эксперименталь-

ные [200] методы исследования критической динамики структурно неупорядо-
ченных систем позволили к настоящему времени однозначно установить, что
присутствие в системах как некоррелированных дефектов структуры, так и
дефектов с эффектами дальнодействующей корреляции приводит к новым ти-
пам критического поведения и заметному усилению эффектов критического
замедления по сравнению с <чистыми> системами. В связи с этим особенности
неравновесного поведения, такие как эффекты старения, несомненно должны
найти более яркое проявление в структурно неупорядоченных системах с новы-
ми универсальными значениями флуктуационно-диссипативного отношения.

Ренормгрупповые расчеты флуктуационно-диссипативного отношения, про-
веденные в работах [95] в рамках метода ε-разложения для диссипативной
модели с несохраняющимся параметром порядка в низших порядках теории,
показали, что сложности выделения флуктуационных поправок в двухвремен-
ных зависимостях для корреляционной функции и функции отклика не поз-
воляют пока с достаточной убедительностью выявить характер влияния де-
фектов на относительное соответствие значений предельного флуктуационно-
диссипативного отношения для структурно неупорядоченной и «чистой» моде-
ли Изинга. Представленные в данной главе численные Монте-Карло исследо-
вания, непертубативные по своей основе, позволяют более однозначно ответить
на этот вопрос и выделить влияние дефектов структуры на эффекты старения
и значения флуктуационно-диссипативного отношения в неравновесном кри-
тическом поведении трехмерной модели Изинга.В данной разделе представ-
лены исследования эффектов старения в неравновесном критическом поведе-
нии трехмерной структурно неупорядоченной модели Изинга при ее эволю-
ции из начального высокотемпературного состояния. Для исследования нару-
шения флуктуационно-диссипативную теоремы в структурно неупорядоченной
трехмерной модели Изинга мы применили методику, позволяющую при моде-
лировании динамики системы с помощью алгоритма тепловой бани получить
функцию отклика без введения магнитного поля, выразив ее через специаль-
ную двухвременную корреляционную функцию.
Представленные в данной главе результаты исследований опубликованы в ра-
ботах [107, 216–218]. Результаты приведенные в данной в главе получены сов-
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местно с В.В.Прудниковым, П.В. Прудниковым, Е.А. Поспеловым Личный вклад
автора заключается в получении результатов для концентраций спинов p =

0.95 и p = 0.5, проведении значительной части расчетов, анализе, интерпрета-
ции полученных данных и является определяющим.

7.1. Методика определения функции отклика и
флуктуационно-диссипативного отношения при примене-
нии алгоритма тепловой бани

Опишем методику определения двухвременной зависимости функции от-
клика для модели Изинга в рамках применения алгоритма тепловой бани. Как
известно, динамическая эволюция модели в критической точке является мар-
ковским процессом. Обозначим за ϕ ({S} , t) вероятность нахождения системы
в состоянии с конфигурацией спинов {S} в момент времени t. Основное кине-
тическое уравнение для случая дискретного времени может быть представлено
в виде

ϕ ({S}, t+ ∆t) = (1−∆t)ϕ ({S}, t) +

+ ∆t
∑
{S′}

W ({S ′} → {S} , t)ϕ ({S ′} , t). (7.1)

W ({S ′} → {S} , t) — вероятность перехода из состояния {S ′} в состояние {S}
в момент времени t, удовлетворяющая условию нормировки:∑

{S′}
W ({S ′} → {S} , t) = 1

. Можно показать, что аналогичному кинетическому уравнению удовлетворяет
и условная вероятность перехода ϕ ({S} , t |{S ′} , tw) — вероятность обнаруже-
ния системы в момент времени t в состоянии S, при условии, что в момент
времени t > tw система находилась в состоянии {S ′}:

ϕ ({S} , t+ ∆t| {S ′} , tw) = (1−∆t)ϕ ({S} , |t {S ′} , tw) +

+∆t
∑
{S′′}

W ({S ′′} → {S} , t)ϕ ({S ′′} , t, {S ′} , tw). (7.2)
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Данная условная вероятность вводится с помощью формулы Байеса:

ϕ ({S} , t) =
∑
{S′′}

ϕ ({S} , t |{S ′} , tw)ϕ ({S ′} , tw) . (7.3)

Используя кинетическое уравнение (7.1) и формулу Байеса, среднее зна-
чение спина 〈Sj〉 в момент времени t > tw можно записать в виде

〈Sj〉 =
∑
{S}

Sjϕ ({S} , t) =
∑
{S},{S′}

Sjϕ ({S} , t |{S ′} , tw + ∆t)×

×

(1−∆t)ϕ ({S ′} , tw) + ∆t
∑
{S′′}

Wk ({S ′′} → {S ′})ϕ ({S ′′} , tw)

 . (7.4)

При нахождении функции отклика в соответствии с (1.125) нас будет ин-
тересовать производная ∂ 〈Sj (t)〉 /∂hi в пределе hi → 0. Поскольку в (7.2)
толькоWk зависят от поля hi через выражение (7.19) и гамильтониан, то после
дифференцирования получим выражение

∂ 〈Sj (t)〉
∂hi

∣∣∣∣
hi→0

= ∆tδk,j
∑

{S},{S′},{S′′}

Sjϕ ({S} , t |{S ′} , tw + ∆t)×

×
[
∂Wi

∂hi
({S ′′} → {S ′})

]
hi→0

ϕ ({S ′′} , tw) .

(7.5)

Данная производная определяет обобщенную восприимчивость системы для
случая инфинитезимального магнитного поля, приложенного к спину в узле i
и действующего во временном интервале [tw, tw + ∆t]:

χji (t, [tw, tw + ∆t]) =
∂ 〈Sj (t)〉
∂hi

. (7.6)

Дифференцирование вероятности перехода в (7.5) с учетом (7.19) дает выра-
жение

∂Wi

∂hi
({S ′′} → {S ′})

∣∣∣∣
hi→0

= βWi ({S ′′} → {S ′})
[
S ′i − SWi

]
, (7.7)

где SWi = th
(
βJ
∑

k 6=i S
′
k

)
. В правую часть уравнения (7.7) входит вероят-

ность перехода Wi ({S ′′} → {S ′})|hi=0, которая задает динамику односпиновых
переворотов уже в отсутствие магнитного поля.
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Подставляя (7.7) в (7.5), а также используя кинетические уравнения (7.1)
и (7.2), после суммирования по состояниям S ′′ получаем обобщенную воспри-
имчивость в виде

χji (t, [tw, tw +N∆t]) = βδk,i×

×
∑
{S},{S′}

Sjϕ ({S} , t |{S ′′} , tw +N∆t)
[
S ′j − SWj

]
×

× [ϕ ({S ′} , tw +N∆t)− (1−N∆t)ϕ ({S ′} , tw)] .

(7.8)

Функция отклика Rji связана с обобщенной восприимчивостью через выраже-
ние

χji (t, [tw, tw +N∆t]) =

tw+N∆t∫
tw

Rji (t, s) ds = Rji (t, tw)N∆t+O
(
∆t2
)
. (7.9)

Время в численном моделировании является дискретной величиной. Поэтому
полагая в (7.8) и (7.9) N∆t = 1 МК/спин, получаем

Rji (t, tw) = χji (t, [tw, tw + 1]) = β
〈
Sj (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉
. (7.10)

В результате выражение для функции отклика для численного Монте-
Карло исследования представляется в виде

R (t, tw) =
1

N

N∑
i=1

Rii =
1

N
β

N∑
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉
, (7.11)

т. е. R (t, tw) усредняется по переворотам N спинов в течении одного шага
Монте-Карло.

Двухвременная автокорреляционная функция задается вsражением

C (t, tw) =

〈
1

N

N∑
i=1

Si (t)Si (tw)

〉
, (7.12)

поэтому ее производная по времени ожидания принимает следующий вид

∂

∂tw
C (t, tw) =

1

N

N∑
i=1

〈Si (t) [Si (tw + 1)− Si (tw)]〉. (7.13)
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В соответствии с определением (1.127) и при использовании полученных вы-
ражении (7.11) – (7.13) флуктуационно-диссипативное отношение может быть
вычислено на основе следующей итоговой формулы

X (t, tw) =
TR (t, tw)
∂
∂tw
C (t, tw)

=

∑N
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉∑N
i=1 〈Si (t) [Si (tw + 1)− Si (tw)]〉

(7.14)

В работе [81] показывается, что для времен t > tw � trel при исполь-
зовании в изложенной выше процедуре равновесной больцмановскои функции
распределения для обобщенной восприимчивости получается следующее выра-
жение

Xeq
ji (t, [tw, tw + ∆t]) = β〈Sj (t) [Si (tw + ∆t)− Si (tw)]〉eq, (7.15)

а при использовании соотношений (7.9) – (7.10)

Req
ii (t, tw) = β

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉
eq =

= β〈Si (t) [Si (tw + ∆t)− Si (tw)]〉eq
(7.16)

Таким образом, выражение (7.14) для флуктуационно-диссипативного отноше-
ния характеризуется тем, чтоX (t > tw � trel) = 1 в соответствии с флуктуационно-
диссипативной теоремой для квазиравновесного и равновесного состояний [219].

7.2. Исследование влияния дефектов структуры на свойства
старения и нарушения флуктуационно-диссипативной тео-
ремы в неравновесном критическом поведении трехмерной
модели Изинга

7.2.1. Модель, вычисляемые величины и параметры моделиро-
вания

Гамильтониан структурно неупорядоченной модели Изинга задается вы-
ражением:

H = −J
∑
〈i,j〉

pipjSiSj, (7.17)
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где суммирование проводится по ближайшим соседям, Si = ±1, pi, — числа
заполнения, характеризующие наличие структурного некоррелированного бес-
порядка в системе: pi = 1 для узла i со спином и pi = 0 для узла с немагнитным
атомом примеси.
Моделирование эволюции макроскопической решеточной системы из N спинов
осуществлялось в рамках статистического метода Монте-Карло. Был реализо-
ван динамический процесс односпиновых переворотов с применением алгорит-
ма тепловой бани [220], задающим вероятность перехода спина системы в новое
состояние Si → S ′i посредством формулы:

Wsp (Si → S ′i) =
exp [−βH (S ′i)]∑
Sj

exp [−βH (Sj)]
, (7.18)

где суммирование по Sj в знаменателе проводится по всем возможным состо-
яниям спина Si до переворота. В качестве единицы времени динамического
процесса выбирается шаг Монте-Карло на спин (MCs/s), который обозначает
N последовательных переворотов спинов в узлах решетки. Для модели Изинга
с двумя возможными состояниями Sj = ±1 указанную вероятность переворота
можно записать в виде

Wsp (Si → S ′i) =
exp [−βH (S ′i)]

exp [βH (Si)] + exp [−βH (Si)]
(7.19)

с реализацией так называемой глауберовской динамики.
Моделировалось поведение системы изинговских спинов на кубической

решетке с линейным размером L = 128 с наложенными периодическими гра-
ничными условиями при критической температуре. Осуществлялся расчет на-
магниченности

M (t) =

〈
1

L3

L3∑
i=1

Si (t)

〉
(7.20)

и двухвременной автокорреляционной функции

C (t, tw) =

〈
1

L3

L3∑
i=1

Si (t)Si (tw)

〉
−M (t)M (tw) , (7.21)

где угловые скобки характеризуют проводимое статистическое усреднение по
различным реализациям начальных конфигураций спинов и Монте-Карло про-
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гонкам.
При исследовании критической релаксации систем из начального высоко-

температурного состояния с малым значением намагниченности , расчет функ-
ции отклика и флуктуационно-диссипативного отношения проводился с приме-
нением соотношений [81,221]

R (t, tw) =
1

TL3

L3∑
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉
, (7.22)

где SWi = tanh
(
J
∑

m6=i Sm/T
)
, и

X (t, tw) =

∑N
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉∑N
i=1 〈Si (tw + 1)− Si (tw)〉

(7.23)

Данные соотношения позволяют при моделировании динамики системы с помо-
щью алгоритма тепловой бани получать функцию отклика, а затем и флуктуа-
ционно-диссипативное отношение без введения магнитного поля. При расчетах
R (t, tw) и X (t, tw) проводилось усреднение получаемых значений по Монте-
Карло прогонкам для каждого tw, так как в отличие от автокорреляционной
функции величины R (t, tw) иX (t, tw) характеризуются значительно большими
флуктуационными эффектами и для их определения и усреднения требуется
значительно большая статистика.

Было проведено моделирование неравновесного поведения как «чистой»,
так и структурно неупорядоченной модели Изинга при спиновых концентраци-
ях p = 1.0, 0.95, 0.8 , 0.6, 0.5 на трехмерной кубической решетке с линейным
размером L = 128 (количество спинов в решетке N = pL3). Рассматривалась
эволюция системы из специально сформированного при T � Tc высокотемпе-
ратурного начального состояния с малым значением намагниченности m0 � 1

(m0 = 0, 02 для p = 1, 0, m0 = 0, 01 для p = 0, 8; 0, 95, и m0 = 0, 005 для
p = 0, 6; 0, 5). После приготовления начальной конфигурации динамика систе-
мы реализовывалась при критических температурах: Tc (p = 1) = 4, 5114(1),
Tc (p = 0, 8) = 3.4995(2) и Tc (p = 0, 6) = 2, 4241(1), соответствующих рассмат-
риваемым спиновым концентрациям [102]. Поведение систем исследовалось на
временах до 10 000 шагов Монте-Карло на спин. При моделировании «чистой»
системы проводилось статистическое усреднение по 94 000 прогонок. При моде-
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лировании структурно неупорядоченной модели Изинга усреднение вычисляе-
мых величин проводилось по 6200 примесным конфигурациям и 15 прогонкам
для каждой примесной конфигурации.

7.2.2. Результаты моделирования

Рисунок 7.1 Временные зависимости автокорреляционной функции C (t, tw) и
функции отклика TR (t, tw) для различных спиновых концентраций и времен

ожидания tw

Рисунок 7.2 Скейлинговый коллапс корреляционной функции C (t, tw) (а) и
функции отклика R (t, tw) (б) для различных спиновых концентраций и времен

ожидания tw

На рисунке 7.1 представлены в двойном логарифмическом масштабе по-
лученные зависимости зависимости автокорреляционной функции C (t, tw) и
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Рисунок 7.3 Скейлинговые функции для оценки показателей ca и cr

функции отклика R (t, tw) и от времени наблюдения t − tw для набора раз-
личных времен ожидания tw. Наглядно видно проявление эффектов старения
через зависимость R (t, tw) и C (t, tw) от <возраста> системы tw (с увеличением
возраста системы ее реакция на внешние возмущения уменьшается), а также,
что с ростом концентрации дефектов (уменьшением спиновой концентрации p)
релаксация системы замедляется.
На основе анализа двухвременных зависимостей для автокорреляционной функ-
ции и функции отклика (1.130) в неравновесном процессе релаксации системы
можно выделить три этапа (режима) его протекания. Первый квазиравновес-
ный этап эволюции осуществляется для малых времен наблюдения t− tw � tw

с tw � 1, когда еще не успевает проявиться зависимость автокорреляцион-
ной функции и функции отклика от времени ожидания и они демонстрируют
стационарный характер своего изменения C = C (t− tw) ∼ (t− tw)−(d−2+η)/z

и R = R (t− tw) ∼ (t− tw)−(d−2+η+z)/z. Второй этап с проявлением эффек-
тов старения реализуется на временах t − tw ∼ tw � 1, на котором уже ярко
проявляется двухвременная зависимость для автокорреляционной функции и
функции отклика и характеризуется соотношениями

C (t, tw) ∼ t−2β/(νz)
w F̂c (t/tw) ,

R (t, tw) ∼ t−2β(νz)−1
w F̂R (t/tw) ,

(7.24)

в которых была использована связь между критическими индексами 2β/ (νz) =

d/z − a − 1. В результате для разных времен ожидания tw кривые для дан-
ных функций, рассматриваемые на шкале времени наблюдения t − tw, уже не
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Рисунок 7.4 Функциональная зависимость флуктуационно-диссипативного от-
ношения X (t, tw) от tw/ (t− tw) при t − tw � tw для различных спиновых

концентраций

совпадают друг с другом и при этом в соответствии с (1.131) характеризуют-
ся различным наклоном для каждого значения tw. Для этапа с существенно
неравновесной эволюцией системы с временами наблюдения t − tw � tw � 1

скейлинговые функции F̂c (t/tw) F̂R (t/tw) в (1.131) характеризуются убываю-
щей степенной зависимостью

F̂c (t/tw) ∼ (t/tw)−ca, F̂R (t/tw) ∼ (t/tw)−cr (7.25)

с показателем ca = d/z − θ′, совпадающим с показателем, определяющим вре-
менную зависимость автокорреляционной функции в коротковременном режи-
ме неравновесного критического поведения системы [94,102,196]. На этом этапе
коротковременной динамики эффекты старения не проявляются. Скейлинго-
вый анализ поведения функции отклика R (t, tw) в режиме коротковременной
динамики предсказывает, что cr = ca.

Результаты на рисунках 7.2,7.3 демонстрируют коллапс полученных для
различных tw данных на соответствующих p = 1, 0, p = 0, 95, p = 0, 8,p = 0, 6 и
p = 0, 5 универсальных кривых, характеризуемых скейлинговыми функциями
FR (t/tw) и Fc (t/tw) в (7.25). Мы использовали следующие значения крити-
ческих индексов: z = 2.191(21), 2β/ν = 1.016(32) для p = 0.95; 0.8 [188] и
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Рисунок 7.5 Функциональные зависимости ФДО X (tw, p) от 1/tw для различ-
ных спиновых концентраций. Значения X∞(p) получаются в пределе 1/tw → 0

путем линейной аппроксимации

Таблица 7.1 Значения показателей скейлинговых функций cr, ca и предельного
ФДО, полученные в пределе t� tw

p ca cr X∞

p = 1.0 1.333(40) 1.357(18) 0, 380(153
p = 0.95 1.230(28) 1.264(40) 0.413(7)
p = 0.8 1.237(22) 1.251(22) 0.413(11)
p = 0.6 0.982(30) 0.950(8) 0.446(8)
p = 0.5 0.896(64) 0.955((33) 0.441(13)

z = 2.663(30),2β/ν = 1.016(32) для p = 0.6; 0.5 [189].
В таблице 7.1 представлены значения показателей cr и ca, рассчитанные

нами для различных спиновых концентраций p. Видно, что для <чистой> си-
стемы и слабо неупорядоченнй системы с p = 0, 8; 0, 95 и сильно неупорядочен-
ной системы с p = 0, 6; 0, 5 значения показателей cr и ca хорошо согласуются
друг с другом в пределах статистических погрешностей.

На рисунке 7.4 представлено вычисленное на основе формулы (7.23) ФДО
в виде функциональной зависимости X (t, tw) от tw/ (t− tw) при t − tw � tw

для систем с различными спиновыми концентрациями. Линейная аппроксима-
ция зависимости X (t, tw) при tw/ (t− tw) → 0 дает возможность определить
значения X (tw) для каждого tw и соответствующей спиновой концентрации.
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К полученным значениям X (tw) для различных времен ожидания бы-
ла применена аппроксимация X (tw →∞), которая и позволила определить
искомое предельное флуктуационно-диссипативное отношение X∞. Наглядное
представление для осуществленной процедуры аппроксимации дано на рисун-
ке 7.5. В таблице 7.1 приведены значения предельного ФДО для различных
спиновых концентраций.
Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отношения
X∞ указывают на нарушение флуктуационно-диссипативной теоремы в нерав-
новесном критическом поведении чистых и структурно неупорядоченных си-
стем, описываемых трехмерной моделью Изинга, а также на то, что присут-
ствие дефектов структуры приводит к увеличению значений X∞.

Полученное для сильно неупорядоченной системы со спиновой концентра-
цией p = 0, 6; 0, 5 значение предельного флуктуационно-диссипативного отно-
шения с X∞ = 0, 446(10) демонстрирует отличие от значений X∞ = 0, 413(10)

для p = 0, 8; 0, 95 и X∞ = 0, 381(16) для p = 1, 0, превышающее пределы стати-
стических погрешностей и проведенных аппроксимаций. Это позволяет сделать
вывод, что новая универсальная характеристика неравновесного поведения как
предельное флуктуационно-диссипативное отношение и полученные для него
значения указывают на то, что неравновесное критическое поведение чистых,
слабо и сильно неупорядоченных систем, описываемых трехмерной моделью
Изинга, принадлежит к различным универсальным классам критического по-
ведения. Важно отметить, что при подготовке условий, анализе эксперимен-
тальных результатов критического поведения различных систем наряду с эф-
фектами критического замедления необходимо учитывать влияние эффектов
старения, значительно усиливающих эффекты критического замедления с уве-
личением «возраста» образца и приводящих к влиянию начальных состояний
системы. При этом присутствие дефектов структуры в системе, увеличение их
концентрации приводит к существенному усилению эффектов старения.

7.3. Выводы

Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отно-
шения позволяют сделать следующие выводы:
1. нарушение флуктуационно-диссипативной теоремы в неравновесном крити-
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ческом поведении «чистых» и структурно неупорядоченных систем, описыва-
емых трехмерной моделью Изинга, а также на то, что присутствие дефектов
структуры приводит к увеличению значений X∞

2. неравновесное критическое поведение «чистых», слабо и сильно структурно
неупорядоченных систем, описываемых трехмерной моделью Изинга, принад-
лежит к различным классам универсальности критического поведения;
3. присутствие дефектов структуры в системе, увеличение их концентрации
приводит к существенному усилению эффектов старения.
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Заключение

1. Применение суперкомпьютерных технологий при моделировании метода-
ми Монте-Карло статического и динамического критического поведения
неупорядоченных систем позволило для вычисления скейлинговых функ-
ций термодинамических величин и значений равновесных и динамиче-
ских критических индексов использовать усреднение по большому коли-
честву примесных конфигураций(от 3000 - до 50000) и широкий интервал
изменения линейных размеров решеток L = 20 − 400. Все это позволяет
считать , что полученные результаты носят уникальный характер.

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов
для корреляционной длины и восприимчивости демонстрируют существо-
вание двух классов универсального критического поведения для разбав-
ленной модели Изинга с различными характеристиками для слабо и силь-
но неупорядоченных систем.

3. Впервые осуществлено компьютерное моделирование критической дина-
мики неупорядоченных магнетиков и вычисление критического динами-
ческого индекса z в широкой области изменения концентрации примесей.
Предложена гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных неупо-
рядоченных изинговских магнетиков.

4. Впервые проведено теоретико - полевое описание критической динами-
ки магнитных однородных и неупорядоченных систем с замороженными
немагнитными примесями. В рамках теоретико-полевого подхода непо-
средственно для трехмерных систем (т.е. без использования традицион-
ного метода ε - разложения) получено выражение для динамических скей-
линговых функций. Применяя метод суммирования Паде-Бореля к асимп-
тотическому ряду разложения для динамических скейлинговых функций
проведен расчет динамического критического индекса z. Проведен ана-
лиз влияние слабой неоднородности, создаваемой присутствием примеси,
на динамическое критическое поведение двумерных изинговских систем.
Осуществлен расчет динамического критического индекса z для двумер-
ной модели Изинга.

5. Применение численного метода параллельного отжига при исследовании
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низкотемпературного поведения трехмерной неупорядоченной антифер-
ромагнитной модели со случайными магнитными полями было наглядно
показано, что для слабо неупорядоченных систем реализуется антифер-
ромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области сильного
структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приво-
дят к осуществлению нового фазового состояния системы. Оно характе-
ризуется сложной доменной структурой из антиферромагнитных и фер-
ромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной фазы с
реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отно-
шения X∞ указывают на нарушение флуктуационно-диссипативной тео-
ремы в неравновесном критическом поведении однородных и структурно-
неупорядоченных магнетиков, описываемых трехмерной модели Изинга,
а также на то , что присутствии дефектов структуры приводит к уве-
личению значения X∞. Отличия в значение X∞ для однородных, слабо
неупорядоченных и сильно неупорядоченных систем позволяют сделать
вывод, что неравновесное критическое поведение однородных, слабо и
сильно неупорядоченных систем относятся к различным классам универ-
сальности критического поведения.

Перспективы дальнейшей разработки темы. По мнению автора акту-
альным направлением дальнейших исследований по теме диссертации являет-
ся разработка методов Монте-Карло для вычисления неподвижных точек ре-
нормгруппового преобразования эффективного гамильтониана сильно неупо-
рядоченных магнетиков, что даст возможность вычисления критических ин-
дексов сильно неупорядоченных систем с помощью метода теоретико-полевой
ренормализационной группы. Также значительный интерес представляет про-
ведение экспериментальных работ для проверки предсказаний теории и резуль-
татов моделирования относительно влияния примесей на динамическое крити-
ческое поведение магнетиков (более высокое значение критического динамиче-
ского индекса z для сильно неупорядоченных систем по сравнению с индек-
сом z однородных и слабо неупорядоченных магнетиков.) Эти отличия могут
быть зафиксированы в ряде экспериментальных методов: по неупругому рас-
сеянию нейтронов (ширина линии ωφ ∼ |T − T−c |

Zν при q = 0 и ωφ ∼ qz при
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T = Tc), в магнитных резонансных методах ЭПР и ЯМР линии резонанса
∆ω ∼ |T − Tc|(d−2+η−z)ν, где η — индекс Фишера), измерению динамической
восприимчивости на внешнее высокочастотное магнитное поле (χ(ω) ∼ ω−γ/zν

при T = Tc, где γ — индекс восприимчивости ). Причем при подготовке усло-
вий, анализе экспериментальных результатов наряду с эффектами критическо-
го замедления необходимо учитывать влияние эффектов старения, значитель-
но усиливающих эффекты критического замедления с увеличением «возраста»
образца и приводящих к влиянию начальных состояний системы. Результаты
полученные в диссертации могут быть применены при моделировании магнит-
ного упорядочения в ультратонких мультислойных структурах.
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