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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. В теоретической физике описание физических процес-

сов линейными уравнениями, для которых выполняется принцип суперпозиции, за-

частую является приближённым, верным лишь для малых параметров. Для более 

общего и точного описания физических процессов методами теоретической физики 

нужны уравнения нелинейные [1], интенсивные исследования которых начались в 

1960-х годах. С тех пор в теоретической физике при исследовании нелинейных вол-

новых процессов сделан ряд фундаментальных открытий. Методы интегрирования 

нелинейных эволюционных уравнений [2–4], например, метод обратной задачи 

рассеяния, метод Хироты и метод преобразований Бэклунда, позволили проинте-

грировать некоторые нелинейные дифференциальные уравнения, используемые в 

теоретической физике, к числу которых относятся уравнение Кортевега-де Фриза, 

нелинейное уравнение Шредингера и уравнение синус-Гордона (УСГ). При этом 

были найдены решения, описывающие уединённые волны, которые сохраняют 

свою форму и скорость во времени, в том числе при взаимодействии друг с другом 

— солитоны. Изучение солитонов [4–9] — открытие новых солитонных решений, 

описание их свойств и поведения — интересно как с фундаментальной точки зре-

ния, так и с прикладной. Изучаемые теоретической физикой нелинейные уравнения 

и солитонная теория применяются в различных разделах физики и других областях 

естествознания для описания многочисленных явлений [7–12] и могут найти при-

менение в технике. УСГ является континуальным приближением модели Френ-

келя-Конторовой (МФК) и точно интегрируемым дифференциальным уравнением 

в частных производных, с чем связано его широкое использование, например, в 

описании динамики вихрей в джозефсоновских контактах, доменных границ в маг-

нетиках, макромолекулы ДНК и т.д. Для более адекватного описания реальных фи-

зических систем в УСГ вводятся дополнительные коэффициенты и различного 

вида функции, моделирующие такие параметры, как внешняя сила, диссипация, 

пространственная неоднородность параметров и другие. Модифицированное урав-

нение синус-Гордона (МУСГ) в общем случае уже не имеет точного решения, и для 

его исследования разрабатываются и применяются приближённые аналитические 

методы, например, теория возмущений и метод коллективных переменных [8–9]. 

Использование солитонной модели при этом остаётся актуальным. Область приме-

нения подобных методов во многих случаях ограничена малыми параметрами. Их 

применение позволяет получить лишь качественную картину динамики системы. 

Более точное описание при произвольных по величине параметрах возможно с по-

мощью численного моделирования [7]. 

Один из часто используемых при проведении теоретических исследований 

способов получения модификаций УСГ заключается в добавлении пространствен-

ной неоднородности периодического потенциала в виде примеси. Эта модель часто 

применяется, например, в теории магнетизма при изучении динамики магнитных 

неоднородностей в магнетиках с дефектами и мультислойных магнитных нано-

структурах. Во многих публикациях изучается взаимодействие топологического 
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солитона (кинка) с примесью [6–9, 11]. Хотя численный расчёт позволяет получить 

более точное описание в более широкой области изменений параметров, для каче-

ственного понимания изучаемого процесса и для контроля правильности числен-

ных расчётов сохраняют актуальность аналитические исследования. Одной из про-

стейших для аналитического расчёта форм примеси является точечная примесь. Ра-

нее рассмотрено движение кинка через одиночную точечную примесь с учётом воз-

буждения на ней нелинейной локализованной волны — примесной моды [7–9, 11]. 

Были найдены три варианта взаимодействия кинка с областью примеси: прохожде-

ние, захват и отражение, характерные и для притягивающих примесей других ви-

дов. При этом рассмотренная ранее аналитическая модель не учитывала наличия 

имеющихся в реальных физических системах дополнительных параметров. Напри-

мер, задача об исследовании одномерной динамики доменных границ в мульти-

слойных магнетиках приводит к необходимости вводить в УСГ слагаемые, отвеча-

ющие за неоднородность магнитных параметров и затухание системы. Также не 

проводилось аналитического расчёта для случая двух и более примесей. Рассмот-

рение таких задач могло бы существенно помочь при проведении экспериментов в 

реальных физических системах по наблюдению теоретически открытых эффектов. 

Цели и задачи. Целью данной работы является теоретическое исследование 

динамики солитонов УСГ в одномерной модели с внешней силой, неоднородной 

диссипацией и произвольным числом различных точечных примесей, находящихся 

на произвольном расстоянии друг от друга, с учётом генерации локализованных 

нелинейных волн, которая может описывать, например, нелинейную динамику до-

менных границ (ДГ) и локализованных волн намагниченности (ЛВН) в ферромаг-

нетиках с присутствием внешнего магнитного поля и плоских тонких слоёв с от-

личными от основного объёма параметрами магнитной анизотропии, обменного 

взаимодействия и затухания. Основные задачи, решаемые в рамках исследования: 

1. Аналитический вывод системы интегро-дифференциальных одномерных 

уравнений, приближённо описывающих совместное движение центра кинка и ко-

лебания примесных мод для случая произвольного числа разных точечных приме-

сей, расположенных на различном расстоянии друг от друга, в присутствии внеш-

ней силы и неоднородной диссипации, аппроксимация входящих в систему урав-

нений интегралов аналитическими функциями. 

2. Исследование с помощью полученной системы уравнений динамики до-

менных границ и локализованных волн намагниченности в трех- и пятислойной 

ферромагнитной структуре. Построение и качественный анализ зависимостей ко-

ординаты центра ДГ и амплитуд ЛВН от времени. 

Научная новизна. 

1. Впервые получена система интегро-дифференциальных уравнений, каче-

ственно описывающая одномерную динамику кинка УСГ с учётом возбуждения 

примесных мод в модели с произвольным числом разных точечных примесей, рас-

положенных на произвольном расстоянии друг от друга, в присутствии внешней 

силы и неоднородной диссипации, применимая к описанию динамики ДГ и ЛВН в 

ферромагнетиках с присутствием внешнего магнитного поля и плоских тонких 
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слоёв с отличными от основного объёма величиной магнитной анизотропии, пара-

метра обменного взаимодействия и коэффициентом диссипации. В уравнениях 

были учтены слагаемые, которыми пренебрегали в предыдущих исследованиях. 

Входящие в уравнения интегралы аппроксимированы аналитическими функциями. 

2. С помощью полученных динамических уравнений изучены частные слу-

чаи: колебания ЛВН при наличии одного или двух тонких слоёв в отсутствии ДГ, 

динамика ДГ в отсутствии ЛВН, совместная динамика ДГ и ЛВН при наличии од-

ного или двух тонких слоёв, в том числе в присутствии внешнего магнитного поля 

и неоднородной диссипации. 

3. Найден вид функций, определяющих действующие на ДГ и ЛВН силы для 

случая наличия одного тонкого слоя. Установлено, что входящие в уравнения дви-

жения интегральные члены оказывают не меньшее влияние на динамику, чем не-

интегральные. При наличии одного тонкого слоя изучается влияние на динамику 

ДГ и ЛВН внешнего магнитного поля, неоднородной диссипации и неоднородно-

сти параметра обменного взаимодействия. 

4. Впервые с помощью аналитических методов изучается колебание ЛВН и 

динамика ДГ при наличии двух разных тонких слоёв, в том числе с учётом влияния 

внешнего магнитного поля и неоднородной диссипации. Показано, что колебания 

ЛВН на двух разных тонких слоях в отсутствии ДГ и диссипации представляют 

собой сумму двух гармонических колебаний. 

Теоретическая и практическая значимость. Построенная аналитическая 

модель уточняет и обобщает уже имеющуюся модель взаимодействия кинка с то-

чечной примесью. Проведённое исследование расширяет знания о динамике кин-

ков МУСГ при их взаимодействии с точечными примесями и знания о колебаниях 

примесных мод. Полученные результаты имеют важные приложения в тех обла-

стях теоретической физики, в которых используется данная модель, например, для 

описания динамики ДГ в мультислойных ферромагнитных материалах. 

Методы исследования. При решении поставленных в данной работе задач 

использовались аналитические и численные методы. Для получения интегро-диф-

ференциальных уравнений, описывающих динамику нелинейных волн, был ис-

пользован один из приближённых методов аналитического решения МУСГ — ме-

тод коллективных переменных, который активно применялся и ранее при изучении 

динамики солитонов. Для аппроксимации полученных интегралов аналитическими 

функциями, для анализа и решения полученных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений и построения графиков использовался численный расчёт. В сравни-

тельно простых случаях система сводилась к обыкновенным дифференциальным 

уравнениям, решаемым аналитически. 

Основные положения, выносимые на защиту. 

1. Одномерная модель синус-Гордона с произвольным количеством точеч-

ных примесей при наличии внешней силы и неоднородной диссипации, описыва-

ющая динамику магнитных неоднородностей в мультислойных ферромагнетиках. 

Интегро-дифференциальные уравнения, описывающие связанную динамику коор-

динаты центра кинка и амплитуды локализованных на примесях волн. 



 

6 
 

2. Диаграммы возможных сценариев динамики 180-градусных доменных гра-

ниц в трехслойной ферромагнитной структуре с неоднородными параметрами маг-

нитной анизотропии, обменного взаимодействия и диссипации. Показано, что учёт 

неоднородности диссипации, обмена и возбуждения локализованных волн намаг-

ниченности может существенно изменить не только скорость, но и сценарий дина-

мики доменной границы, в частности может приводить к значительному ослабле-

нию (или полному исчезновению) эффектов резонансного рассеяния доменной гра-

ницы. 

3. Возможные сценарии динамики 180-градусных доменных границ в пяти-

слойной ферромагнитной структуре с неоднородными параметрами магнитной 

анизотропии, обменного взаимодействия и диссипации в зависимости от расстоя-

ния между двумя тонкими слоями. Уравнения, описывающие связанные колебания 

локализованных волн намагниченности на двух тонких слоях. Зависимость частот 

и амплитуд локализованных волн намагниченности от расстояния между тонкими 

слоями и величины неоднородности параметров системы. 

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность резуль-

татов обеспечивается корректностью математической постановки задачи, а также 

сравнением с результатами, полученными другими авторами. Результаты числен-

ного решения аналитических уравнений сравнивались с предельными случаями, 

рассчитанными аналитически. Основные результаты работы докладывались на 

конференциях: II Всероссийская конференция «Нелинейные и резонансные явле-

ния в конденсированных средах», Уфа, 2014; The International Conference 

«Mathematical and Computational Modelling in Science and Technology», Izmir, Tur-

key, 2015; Международная конференция, посвящённая 80-летию члена-корреспон-

дента РАН И.К. Камилова «Фазовые переходы, критические и нелинейные явления 

в конденсированных средах», Челябинск, 2015; Школа-семинар с международным 

участием «Дискретные бризеры в кристаллах», Уфа, 2015; Уфимская международ-

ная математическая конференция, Уфа, 2016; VII, VIII и IX Международная школа-

конференция для студентов, аспирантов и молодых ученых «Фундаментальная ма-

тематика и ее приложения в естествознании», Уфа, 2014, 2015, 2016; 23 Всероссий-

ская научная конференция студентов-физиков и молодых учёных (ВНКСФ-23), 

Екатеринбург, 2017; Третья межрегиональная школа-конференция студентов, ас-

пирантов и молодых учёных-физиков «Теоретические и экспериментальные иссле-

дования нелинейных процессов в конденсированных средах», Уфа, 2017; Moscow 

International Symposium on Magnetism (MISM), Moscow, 2017; Международная ма-

тематическая конференция по теории функций, посвящённая 100-летию А.Ф. 

Леонтьева, Уфа, 2017; Международная научная конференция «Комплексный ана-

лиз, математическая физика и нелинейные уравнения», Банное, 2018; II, III и V (с 

международным участием) Всероссийская научная молодёжная конференция «Ак-

туальные проблемы нано- и микроэлектроники», Уфа, 2014, 2015 и 2018. 

Личный вклад. Автор принимал участие в постановке задач, выполнил ана-

литические расчёты, провёл численный анализ полученных уравнений. Часть ана-

литических результатов получена совместно с А.М. Гумеровым. 

Публикации. По результатам работы опубликованы 21 тезис в сборниках 
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материалов российских и международных конференций и 5 статей в журналах, ре-

комендованных ВАК для публикации результатов диссертаций на соискание учё-

ной степени кандидата наук и приравненных к ним. 

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав и 

заключения. Полный объём диссертации составляет 160 страниц, включая 21 рису-

нок, 4 таблицы и 139 источников в списке цитируемой литературы. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении показана актуальность темы исследования, степень её разрабо-

танности, поставлены цели и задачи исследования, описана научная новизна, тео-

ретическая и практическая значимость исследования, выбраны методы исследова-

ния, перечислены положения, выносимые на защиту, определена степень достовер-

ности и перечислены конференции, на которых докладывались результаты. 

В первой главе приведён обзор литературы по теме диссертации. Кратко 

рассмотрена история открытия солитонов, приведён пример простейшей физиче-

ской системы, при описании динамики которой в континуальном пределе возни-

кает УСГ, упомянуты методы интегрирования УСГ, приведены его основные соли-

тонные решения в виде кинка и бризера. Упомянуты методы исследования влияния 

возмущений на движение солитонов в МУСГ, изложены основы применения ме-

тода коллективных координат, приведён обзор работ, исследующих поведение 

кинка под влиянием внешней силы и неоднородностей параметра системы, и работ, 

исследующих динамику других солитонов. Рассмотрено применение МУСГ в раз-

личных областях физики, подробно показано, как уравнение Ландау-Лившица-

Гильберта в частном случае сводится к МУСГ. Приведён вывод из МУСГ с помо-

щью метода коллективных переменных приближённой системы уравнений движе-

ния кинка в присутствии точечной примеси с учётом возбуждения на ней примес-

ной моды и качественное сравнение с результатами численного расчёта МУСГ. 

Во второй главе приведён вывод с помощью метода коллективных перемен-

ных приближённой системы одномерных интегро-дифференциальных уравнений 

для координаты центра кинка УСГ и амплитуд примесных мод для модели с про-

извольным числом разных точечных примесей, находящихся на произвольном рас-

стоянии друг от друга, в присутствии внешней силы, неоднородной диссипации и 

неоднородности параметра при слагаемом 𝑢𝑥. Берётся 𝑁 точечных примесей вида 

𝜀𝑘𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘), где 𝜀𝑘 — величина 𝑘-й примеси, 𝑥𝑘 — её координата на оси 𝑥, 

𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘) — дельта-функция Дирака, внешняя сила ℎ, диссипация в виде 

𝛼(1 + ∑ 𝛽𝑘𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑁
𝑘=1 ), где 𝛼 — постоянный коэффициент диссипации, а 𝛽𝑘 учи-

тывает изменение диссипации на 𝑘-й примеси, т.е. её неоднородность, а также не-

однородность параметра при 𝑢𝑥 в виде ∑ 𝛾𝑘𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑁
𝑘=1 , где 𝛾𝑘 характеризует его 

неоднородность на 𝑘-й примеси. 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡). Функция Лагранжа и диссипативная 

функция Рэлея рассматриваемой модели, связанные с МУСГ уравнением Ла-

гранжа-Эйлера с диссипативной функций, имеют вид: 
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𝐿 = ∫ [
1

2
𝑢𝑡

2 −
1

2
𝑢𝑥

2 + cos 𝑢 − 1 + ∑ 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘) (𝜀𝑘 − 𝜀𝑘 cos 𝑢 −
1

2
𝛾𝑘𝑢𝑥

2)

𝑁

𝑘=1

+∞

−∞

+ 4ℎ cos
𝑢

2
] 𝑑𝑥,                                                                                                                   (1) 

𝑅 = ∫
1

2
𝛼 [1 + ∑ 𝛽𝑘𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

] 𝑢𝑡
2𝑑𝑥

+∞

−∞

.                                  (2) 

В случае применения (1) и (2) к описанию ферромагнитных структур параметры 𝜀𝑘, 

𝛾𝑘 и 𝛽𝑘 характеризуют величину пространственной модуляции (неоднородности) 

констант магнитной анизотропии, обмена и затухания, а ℎ — внешнее магнитное 

поле, направленное вдоль направления намагниченности в домене [11, 13]. Анзац 

берётся в виде суммы кинка и 𝑁 примесных мод: 

𝑢𝑎 = 𝑢0 + ∑ 𝑢𝑛

𝑁

𝑛=1

= 4 arctg 𝑒𝑥−𝑋(𝑡) + ∑ 𝑎𝑛(𝑡)𝑒
−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|

2

𝑁

𝑛=1

,                  (3) 

где 𝑋(𝑡) — координата центра кинка, 𝑎𝑛(𝑡) — амплитуда примесной моды в мо-

мент времени 𝑡 на 𝑛-й примеси. Используются приближения малости скорости 

кинка и других параметров: 0 ≤ |𝑋̇(𝑡)|, |𝑎𝑛(𝑡)|, |𝑢𝑛|, |ℎ|, 𝛼 ≪ 1. Величина примес-

ной моды к соседней примеси должна сильно уменьшаться, так что 

𝑒−𝜀𝑛|𝑥𝑛±1−𝑥𝑛| 2⁄ ≪ 1. Анзац (3) после промежуточных расчётов, включающих взятие 

производных выражений для кинка и примесных мод по времени и координате, 

возведение их в квадрат, преобразование с помощью тригонометрических соотно-

шений косинусов и синусов от 𝑢0 и 𝑢0 2⁄  и разложение косинуса в ряд Тейлора до 

членов второго порядка, подставляется в лагранжиан (1) и функцию Релея (2). По-

сле взятия интегралов получаются эффективные функции Лагранжа и Рэлея, явля-

ющиеся функциями от коллективных переменных 𝑋(𝑡) и 𝑎𝑛(𝑡). Подстановкой эф-

фективных функций Лагранжа и Рэлея в уравнения Лагранжа-Эйлера с добавлен-

ным диссипативным членом получаются 𝑁 + 1 уравнений вида: 

4 [𝑋̈(𝑡) + 𝛼𝑋̇(𝑡) [1 + ∑
𝛽𝑘

2 ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

] + ∑
𝜀𝑘 − 𝛾𝑘

2

th(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

− ℎ]

+ ∑ {−[𝑎̈𝑛(𝑡) + 𝛼𝑎̇𝑛(𝑡)] ∫
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|
2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑑𝑥

+∞

−∞

− 𝛼𝑎̇𝑛(𝑡) ∑
𝛽𝑘𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑘−𝑥𝑛|
2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

𝑁

𝑛=1

+ 𝑎𝑛(𝑡) [∑ [𝜀𝑘

sh2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘) − 1

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)
+

𝛾𝑘𝜀𝑛

2
sgn(𝑥𝑘 − 𝑥𝑛) sh(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)]

𝑁

𝑘=1

∗
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑘−𝑥𝑛|
2

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)
− ℎ ∫

th(𝑋(𝑡) − 𝑥)

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|
2 𝑑𝑥

+∞

−∞

]} 
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+ ∑ ∑ 𝑎𝑛(𝑡)𝑎𝑚(𝑡) {− ∑ 𝜀𝑘

th(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑘−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑚|𝑥𝑘−𝑥𝑚|
2

𝑁

𝑘=1

𝑁

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

+ ∫
th(𝑋(𝑡) − 𝑥)

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑚|𝑥−𝑥𝑚|
2 𝑑𝑥

+∞

−∞

+
ℎ

4
∫

𝑒
−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|

2 𝑒
−𝜀𝑚|𝑥−𝑥𝑚|

2

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑑𝑥

+∞

−∞

}

= 0,                                                                                                                                         (4) 
 

∑ {[𝑎̈𝑛(𝑡) + 𝛼𝑎̇𝑛(𝑡) + 𝑎𝑛(𝑡)] [
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑙−𝑥𝑛|
2 + 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥𝑙−𝑥𝑛|
2

𝜀𝑙 + 𝜀𝑛
+

𝑒
−𝜀𝑛|𝑥𝑙−𝑥𝑛|

2 − 𝑒
−𝜀𝑙|𝑥𝑙−𝑥𝑛|

2

𝜀𝑙 − 𝜀𝑛
]

𝑁

𝑛=1

+ 𝛼𝑎̇𝑛(𝑡) ∑
𝛽𝑘

2
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑘−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥𝑘−𝑥𝑙|
2

𝑁

𝑘=1

+ 𝑎𝑛(𝑡) [
𝜀𝑛

2

𝜀𝑙

2
[
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑙−𝑥𝑛|
2 + 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥𝑙−𝑥𝑛|
2

𝜀𝑙 + 𝜀𝑛
−

𝑒
−𝜀𝑛|𝑥𝑙−𝑥𝑛|

2 − 𝑒
−𝜀𝑙|𝑥𝑙−𝑥𝑛|

2

𝜀𝑙 − 𝜀𝑛
]

+ ∑ [
𝜀𝑘

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)
−

𝜀𝑘

2

𝑁

𝑘=1

+
𝛾𝑘

2

𝜀𝑛

2

𝜀𝑙

2
sgn[(𝑥𝑘 − 𝑥𝑛)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑙)]] 𝑒

−𝜀𝑛|𝑥𝑘−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥𝑘−𝑥𝑙|
2

− ∫
𝑒

−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥−𝑥𝑙|
2

ch2(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑑𝑥

+∞

−∞

+
ℎ

2
∫ th(𝑋(𝑡) − 𝑥) 𝑒

−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|
2 𝑒

−𝜀𝑙|𝑥−𝑥𝑙|
2 𝑑𝑥

+∞

−∞

]}

− [𝑋̈(𝑡) + 𝛼𝑋̇(𝑡)] ∫
𝑒

−𝜀𝑙|𝑥−𝑥𝑙|
2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑑𝑥

+∞

−∞

+ 𝑋̇2(𝑡) ∫
th(𝑋(𝑡) − 𝑥)

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑒

−𝜀𝑙|𝑥−𝑥𝑙|
2 𝑑𝑥

+∞

−∞

− 𝛼𝑋̇(𝑡) ∑
𝛽𝑘𝑒

−𝜀𝑙|𝑥𝑘−𝑥𝑙|
2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ ℎ ∫
𝑒

−𝜀𝑙|𝑥−𝑥𝑙|
2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥)
𝑑𝑥

+∞

−∞

− ∑ [𝜀𝑘 th(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘) +
𝛾𝑘𝜀𝑙

2
sgn(𝑥𝑘 − 𝑥𝑙)]

𝑒
−𝜀𝑙|𝑥𝑘−𝑥𝑙|

2

ch(𝑋(𝑡) − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

= 0,                       (5) 

где 𝑙 — номер 𝑙 + 1 уравнения. С помощью численного счёта получены графики 

зависимости не вычисляемых аналитически интегралов от 𝑋(𝑡) при различных зна-

чениях  𝑥𝑚, 𝑥𝑛 при 0 ≤ 𝜀𝑛, 𝜀𝑚 ≤ 1. С достаточной степенью точности их удалось 

аппроксимировать аналитическими функциями. Из полученной системы уравне-

ний выведены уравнения для частных случаев: наличия в системе произвольного 

количества одинаковых примесей на одинаковом расстоянии друг от друга, для 

двух разных или одинаковых примесей, одной примеси и отсутствия примесей и 

для аналогичных случаев в отсутствии кинка. Также получены уравнения для пре-
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дельных случаев нулевых примесей и слияния примесей в одну, при котором при-

нятая в модели форма примесных мод неприменима. Проведено сравнение полу-

ченных для частных случаев уравнений с уже известными ранее. 

В третьей главе исследуются выведенные в предыдущей главе системы 

уравнений — численно и, в сравнительно простых случаях, аналитически. Полу-

ченные результаты применяются к описанию динамики магнитных неоднородно-

стей в многослойных ферромагнетиках. Точечная примесь соответствует тонкому 

плоскому слою с отличными от основного объёма параметрами магнитной анизо-

тропии, обменного взаимодействия и диссипации. Кинк моделирует блоховскую 

180-градусную доменную границу, при прохождении которой через слой с другой 

константой магнитной анизотропии в его области возбуждается локализованная 

волна намагниченности, моделируемая примесной модой. Рассмотрена трёхслой-

ная ферромагнитная структура, состоящая из двух широких одинаковых слоёв, раз-

делённых тонким слоем, и пятислойная ферромагнитная структура, состоящая из 

трёх широких одинаковых слоёв, разделённых двумя тонкими слоями с изменён-

ными магнитными параметрами. Доменная граница в рассматриваемой модели па-

раллельна этим слоям и движется в перпендикулярном им направлении. Построены 

графики зависимости от времени координаты центра ДГ и амплитуд ЛВН. Рассмот-

рены колебания ЛВН на одном и двух тонких слоях в отсутствии ДГ, движение ДГ 

без учёта ЛВН, совместное движение ДГ и колебания ЛВН в случае одного и двух 

тонких слоёв — как одинаковых, так и разных. Кроме того, показано, что входящие 

в уравнения интегральные члены по своему влиянию на динамику часто не менее 

важны, чем неинтегральные. 

Показано, что при наличии одного тонкого слоя уравнение для ЛВН в отсут-

ствии ДГ представляет собой уравнение свободных колебаний гармонического ос-

циллятора с затуханием. При наличии двух разных тонких слоёв, расположенных 

на расстоянии 𝑑 друг от друга, уравнения для ЛВН в отсутствии ДГ и затухания 

являются уравнениями колебательной системы с двумя степенями свободы. Если 

при отсутствии затухания 𝛼 = 0 и постоянной внешней силе обозначить 

𝜔1
2 = {[𝜀1𝑒

−𝜀2𝑑
2 + 𝜀2𝑒

−𝜀1𝑑
2 −

𝜀1𝜀2

2
[
𝑒

−𝜀2𝑑
2 + 𝑒

−𝜀1𝑑
2

𝜀1 + 𝜀2
−

𝑒
−𝜀2𝑑

2 − 𝑒
−𝜀1𝑑

2

𝜀1 − 𝜀2
]] 𝜀2𝐸

+ [
𝛾2𝜀1

2

4
− 𝜀2] 𝑒−𝜀1𝑑 −

𝜀1

2
}

𝜀1

2[1 − 𝜀1𝜀2𝐸2]
+ 1 ± ℎ, 

𝜔2
2 = {[𝜀1𝑒

−𝜀2𝑑
2 + 𝜀2𝑒

−𝜀1𝑑
2 −

𝜀1𝜀2

2
[
𝑒

−𝜀2𝑑
2 + 𝑒

−𝜀1𝑑
2

𝜀1 + 𝜀2
−

𝑒
−𝜀2𝑑

2 − 𝑒
−𝜀1𝑑

2

𝜀1 − 𝜀2
]] 𝜀1𝐸

+ [
𝛾1𝜀2

2

4
− 𝜀1] 𝑒−𝜀2𝑑 −

𝜀2

2
}

𝜀2

2[1 − 𝜀1𝜀2𝐸2]
+ 1 ± ℎ,                                                   (6) 
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𝑘1 = [[𝜀1 −
𝛾1𝜀2

2

4
] 𝜀2𝐸𝑒−𝜀2𝑑 − 𝜀1𝑒

−𝜀2𝑑
2 ]

𝜀1

2[1 − 𝜀1𝜀2𝐸2]
, 

𝑘2 = [[𝜀2 −
𝛾2𝜀1

2

4
] 𝜀1𝐸𝑒−𝜀1𝑑 − 𝜀2𝑒

−𝜀1𝑑
2 ]

𝜀2

2[1 − 𝜀1𝜀2𝐸2]
, 

где 

𝐸 =
𝑒

−𝜀2𝑑
2 + 𝑒

−𝜀1𝑑
2

𝜀1 + 𝜀2
+

𝑒
−𝜀2𝑑

2 − 𝑒
−𝜀1𝑑

2

𝜀1 − 𝜀2
, 

то они примут вид: 

𝑎̈1(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝜔1
2 + 𝑎2(𝑡)𝑘1 = 0, 

𝑎̈2(𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝜔2
2 + 𝑎1(𝑡)𝑘2 = 0.                                            (7) 

Решение этой системы имеет вид: 

𝑎1(𝑡) = 𝑎01 cos(𝛺1𝑡 + 𝜃1) + 𝜂2𝑎02 cos(𝛺2𝑡 + 𝜃2), 
𝑎2(𝑡) = 𝜂1𝑎01 cos(𝛺1𝑡 + 𝜃1) + 𝑎02 cos(𝛺2𝑡 + 𝜃2).                          (8) 

Таким образом, колебания ЛВН на двух тонких слоях в отсутствии затухания пред-

ставляют собой сумму двух гармонических колебаний с частотами 

𝛺1,2
2 =

𝜔1
2 + 𝜔2

2 ∓ √(𝜔1
2 − 𝜔2

2)2 + 4𝑘1𝑘2

2
,                                  (9) 

начальными фазами 𝜃1 и 𝜃2, амплитудами |𝑎01| и |𝜂2𝑎02| на первой примеси и 
|𝜂1𝑎01| и |𝑎02| на второй, где коэффициенты 

𝜂1 =
𝛺1

2 − 𝜔1
2

𝑘1
=

𝑘2

𝛺1
2 − 𝜔2

2 =
𝜔2

2 − 𝜔1
2 − √(𝜔1

2 − 𝜔2
2)2 + 4𝑘1𝑘2

2𝑘1
, 

𝜂2 =
𝛺2

2 − 𝜔2
2

𝑘2
=

𝑘1

𝛺2
2 − 𝜔1

2 =
𝜔1

2 − 𝜔2
2 + √(𝜔1

2 − 𝜔2
2)2 + 4𝑘1𝑘2

2𝑘2
.           (10) 

Колебания имеют вид биений с частотой биений, равной разности частот главных 

колебаний, и с амплитудой, изменяющейся от |𝑎01 + 𝜂2𝑎02| до |𝑎01 − 𝜂2𝑎02| и от 

|𝑎02 + 𝜂1𝑎01| до |𝑎02 − 𝜂1𝑎01|. Найдена зависимость частот колебаний и биений и 

коэффициентов, определяющих, наряду с начальными условиями, разность ампли-

туд при биениях, от величин неоднородности констант магнитной анизотропии и 

обменного взаимодействия, расстояния между тонкими слоями и величины внеш-

него магнитного поля. Вычислены пределы квадратов частот и коэффициентов при 

отсутствии второго тонкого слоя, при бесконечном расстоянии между слоями и при 

одинаковых слоях. В случае разных слоёв при уменьшении расстояния между ними 

частота биений и величина коэффициентов, которые равны нулю при бесконечном 

расстоянии, увеличиваются до некоторого значения, а потом опять уменьшаются, 

причём значение одного из коэффициентов проходит через ноль и меняет знак. В 

случае одинаковых слоёв при уменьшении расстояния между ними частота биений 

увеличивается от нуля до бесконечности, а коэффициенты постоянны и равны по 

модулю единице. В качестве примера исследовано увеличение разности амплитуд 

при биениях при изменении начальных условий в случае разных слоёв (Рисунок 1а) 

и увеличение периода биений при увеличении расстояния между одинаковыми сло-

ями (Рисунок 1б). Также показано влияние на динамику диссипации (Рисунок 1в),  
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в том числе неоднородной (Рисунок 1г). 

 

 
    а       б   

 

 
    в       г   

Рисунок 1. Зависимость амплитуд ЛВН 𝑎1(𝑡) (вверху) и 𝑎2(𝑡) (внизу) от времени при отсут-

ствии ДГ 𝑋(𝑡) → ∞ и параметрах: 𝛾1 = 𝛾2 = 0, ℎ = 0, 𝑎̇1(0) = 𝑎̇2(0) = 0, 𝜀1 = 0,3, 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽: 

𝛼 = 0: а) 𝜀2 = 0,2, 𝑑 = 5: красный ― 𝑎1(0) = 0,1 и 𝑎2(0) = 0,0349, зелёный ― 𝑎1(0) = 0 и 

𝑎2(0) = 0,122, синий ― 𝑎1(0) = −0,1 и 𝑎2(0) = 0,209; б) 𝜀2 = 0,3, 𝑎1(0) = 0,2, 𝑎2(0) = 0: 

красный ― 𝑑 = 3, зелёный ― 𝑑 = 10, синий ― 𝑑 = 30; 𝜀2 = 0,2, 𝑑 = 5, 𝑎1(0) = 0, 𝑎2(0) =
0,122: в) 𝛽 = 0: красный ― 𝛼 = 0,001, зелёный ― 𝛼 = 0,01, синий ― 𝛼 = 0,1; г) 𝛼 = 0,01: 

красный ― 𝛽 = −2, зелёный ― 𝛽 = 4, синий ― 𝛽 = 10. 

 

В отсутствии тонких слоёв уравнение движения ДГ — уравнение движения 

частицы под действием внешней силы и затухания. Рассмотрено замедление ДГ 

под действием затухания, разгон под действием внешнего магнитного поля и уста-

новление стационарной скорости движения 𝑋̇(𝑡) = ℎ 𝛼⁄  под действием внешнего 

магнитного поля и затухания. 

Для случая одного тонкого слоя исследовано влияние неоднородной дисси-

пации, приводящее к небольшому ускорению или сильному замедлению вблизи 
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этого слоя равномерно двигавшейся до этого под действием внешнего магнитного 

поля и диссипации ДГ (Рисунок 2а). Изучено движение ДГ (без учёта возбуждения 

ЛВН) в области тонкого слоя, обладающего притягивающим или отталкивающим 

потенциалом. В случае притягивающего потенциала ДГ может совершать в области 

этого слоя нелинейные колебания с частотой, увеличивающейся с уменьшением 

амплитуды и увеличением величины неоднородности анизотропии и обмена (Ри-

сунок 3а), либо проходить через область слоя, ускоряясь до пересечения и замед-

ляясь до прежней скорости после пересечения слоя (Рисунок 2б). В случае оттал-

кивающего потенциала ДГ может отражаться от слоя либо проходить через область 

слоя, замедляясь до пересечения и ускоряясь до прежней скорости после пересече-

ния слоя. В присутствии внешнего магнитного поля положение устойчивого рав-

новесия смещается от нуля для притягивающего или от бесконечности для оттал-

кивающего слоя, а положение неустойчивого равновесия — от бесконечности для 

притягивающего или от нуля для отталкивающего слоя, к точке, определяемой ра-

венством ch2(𝑋(𝑡)) = 3 2⁄  при внешнем магнитном поле ℎ = ± (𝜀 − 𝛾) 3√3⁄  (Ри-

сунок 3б). Диссипация в области притягивающего слоя с ростом притягивающего 

потенциала усиливается из-за увеличения скорости ДГ, так что после преодоления 

области слоя её скорость оказывается меньше. ДГ может быть захвачена слоем и 

совершать вокруг него затухающие колебания (Рисунок 2в). 

 
    а       б   

 
в 

Рисунок 2. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) от времени при наличии одного тонкого 

слоя, но отсутствии ЛВН 𝑎(𝑡) = 𝑎̇(𝑡) = 0, и параметрах: 𝑋(0) = −10, ℎ = 𝛼𝑋̇(0), 𝛽 = 4: 

а) 𝜀 − 𝛾 = 0, 𝛼 = 0,01, б) 𝜀 − 𝛾 = 0,3, 𝛼 = 0, в) 𝜀 − 𝛾 = 0,3, 𝛼 = 0,01: 

красный ― 𝑋̇(0) = 0,1, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,2, синий ― 𝑋̇(0) = 0,3. 



 

14 
 

 
    а       б   

Рисунок 3. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) от времени при наличии одного тонкого 

слоя, но отсутствии ЛВН 𝑎(𝑡) = 𝑎̇(𝑡) = 0, и параметрах 𝑋̇(0) = 0, 𝜀 − 𝛾 = 0,3: 

а) ℎ = 0, 𝛼 = 0: красный ― 𝑋(0) = −1, зелёный ― 𝑋(0) = −2, синий ― 𝑋(0) = −3; 

б) ℎ = 0,05, 𝛼 = 0,01: красный ― 𝑋(0) = 0,4, зелёный ― 𝑋(0) = 0,9, синий ― 𝑋(0) = 1. 

 

Для случая одного тонкого слоя построены графики функций, определяющих 

действующие на ДГ и ЛВН силы. Из них следует, что входящие в уравнения дви-

жения интегральные члены не менее важны по своему влиянию, чем неинтеграль-

ные. Изучен процесс возбуждения ЛВН проходящей через тонкий слой ДГ. Графи-

чески показано, что амплитуда возбуждённой ЛВН растёт от нуля при малой ско-

рости ДГ вблизи слоя 𝑋̇2(0) + 𝜀 2⁄ ≲ 0,01 до величины ≈ 0,8𝜀2 при большой ско-

рости 𝑋̇2(0) + 𝜀 2⁄ ≳ 0,1, где 𝑋̇(0) — начальная скорость ДГ вдали от слоя (Рису-

нок 4). Скорость ДГ после пересечения слоя уменьшается тем заметнее, чем больше 

величина неоднородности анизотропии, а минимальная скорость, необходимая для 

прохождения области слоя, увеличивается. Показаны возможные сценарии взаимо-

действия ДГ с областью слоя: захват, уход после нескольких колебаний вперёд или 

назад из-за резонансного взаимодействия с ЛВН, прохождение (Рисунок 5). В при-

сутствии внешнего магнитного поля показано влияние неоднородной диссипации, 

уменьшающей скорость ДГ после пересечения слоя, увеличивающей величину ми-

нимальной скорости прохождения, приводящей к затуханию колебаний захвачен-

ной ДГ и препятствующей её уходу из области слоя (Рисунок 6). Исследовано 

также влияние неоднородности параметра обменного взаимодействия, приводящей 

к изменению амплитуды ЛВН и скорости ДГ после пересечения слоя (Рисунок 7). 

Найдена минимальная скорость, при которой ДГ преодолевает область слоя после 

однократного пересечения, при различных величинах неоднородности анизотро-

пии и диссипации и при внешнем магнитном поле ℎ = 𝛼𝑋̇(0), обеспечивающим 

равномерное движение с данной скоростью при данной диссипации, а также при 

различных величинах неоднородности магнитной анизотропии и обмена в случае 

отсутствия внешнего магнитного поля и диссипации. 
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       а       

 
       б       

 
       в       

Рисунок 4. Зависимость амплитуды ЛВН 𝑎(𝑡) от времени при наличии одного тонкого слоя и 

параметрах: 𝑋(0) = −10, 𝑎(0) = −𝜀𝑋̇2(0) ∫
th(𝑋(0)−𝑥)

ch(𝑋(0)−𝑥)
𝑒−𝜀|𝑥| 2⁄ 𝑑𝑥

+∞

−∞
, 𝑎̇(0) = 0, 

ℎ = 0, 𝛼 = 0, 𝛾 = 0: а) 𝜀 = 0,01, б) 𝜀 = 0,1, в) 𝜀 = 0,5: 

красный ― 𝑋̇(0) = 0,05, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,1, синий ― 𝑋̇(0) = 0,15 слева, 

красный ― 𝑋̇(0) = 0,2, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,25, синий ― 𝑋̇(0) = 0,3 справа. 

 

 
    а       б   

Рисунок 5. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) от времени при наличии одного тонкого 

слоя и параметрах: 𝑋(0) = −10, 𝑎(0) = 0, 𝑎̇(0) = 0, ℎ = 0, 𝛼 = 0, 𝛾 = 0, 𝜀 = 0,5: 

а) красный ― 𝑋̇(0) = 0,089, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,090, синий ― 𝑋̇(0) = 0,091; 

б) красный ― 𝑋̇(0) = 0,118, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,119, синий ― 𝑋̇(0) = 0,120. 
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    а       б   

 
    в       г   

 
    д       е   

Рисунок 6. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) от времени при наличии одного тонкого 

слоя и параметрах: 𝑋(0) = −10, 𝑎(0) = −𝜀𝑋̇2(0) ∫
th(𝑋(0)−𝑥)

ch(𝑋(0)−𝑥)
𝑒−

𝜀|𝑥|

2 𝑑𝑥
+∞

−∞
, 𝑎̇(0) = 0, ℎ = 𝛼𝑋̇(0), 

𝛾 = 0, 𝜀 = 0,3: 𝛽 = 0: а) 𝛼 = 0,001, б) 𝛼 = 0,01, в) 𝛼 = 0,1; 

𝛼 = 0,01: г) 𝛽 = −2, д) 𝛽 = 4, е) 𝛽 = 10: 

красный ― 𝑋̇(0) = 0,1, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,2, синий ― 𝑋̇(0) = 0,3. 

 

Исследована динамика ДГ в модели с двумя тонкими слоями с учётом воз-

буждения ЛВН. Приведены примеры возможных сценариев поведения ДГ: захват 

на обоих слоях (в случае малого расстояния между ними), на первом или на втором 

слое, уход после захвата назад или вперёд, прохождение через оба слоя. Продемон-

стрировано, что при достаточно большом расстоянии между слоями скорость про-

шедшей примеси ДГ из-за взаимодействия со второй ЛВН с ростом начальной ско-
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рости может не только увеличиться, но и уменьшиться, и область начальных ско-

ростей прохождения может разбиваться на интервалы (Рисунок 8). Также при нали-

чии внешнего магнитного поля продемонстрировано влияние на динамику ДГ не-

однородной диссипации. 

 

 

 
    а       б   

 

 
    в       г   

Рисунок 7. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) и амплитуды ЛВН 𝑎(𝑡) от времени при 

наличии одного тонкого слоя и параметрах: 

𝑋(0) = −10, 𝑎(0) = −𝜀𝑋̇2(0) ∫
th(𝑋(0)−𝑥)

ch(𝑋(0)−𝑥)
𝑒−

𝜀|𝑥|

2 𝑑𝑥
+∞

−∞
, 𝑎̇(0) = 0, ℎ = 0, 𝛼 = 0, 𝜀 = 0,3: 

а) 𝛾 = −0,3, б) 𝛾 = 0,1, в) 𝛾 = 0,3, г) 𝛾 = 0,5: 

красный ― 𝑋̇(0) = 0,1, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,2, синий ― 𝑋̇(0) = 0,3. 
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    а       б   

 
    в       г   
Рисунок 8. Зависимость координаты центра ДГ 𝑋(𝑡) от времени при наличии двух тонких слоёв 

и параметрах: 𝑋(0) = −10, 𝑎1(0) = 𝑎2(0) = 0, 𝑎̇1(0) = 𝑎̇2(0) = 0, ℎ = 𝛼𝑋̇(0), 𝛾1 = 𝛾2 = 0, 𝜀1 =
𝜀2 = 0,5, 𝑑 = 10: 

𝛼 = 0: а) красный ― 𝑋̇(0) = 0,089, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,090, синий ― 𝑋̇(0) = 0,091; 

б) красный ― 𝑋̇(0) = 0,105, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,126, синий ― 𝑋̇(0) = 0,152; 

в) красный ― 𝑋̇(0) = 0,168, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,169, синий ― 𝑋̇(0) = 0,170; 𝛼 = 0,01, 

𝛽1 = 𝛽2 = 0: г) красный ― 𝑋̇(0) = 0,203, зелёный ― 𝑋̇(0) = 0,204, синий ― 𝑋̇(0) = 0,205. 

 

В заключении подводятся итоги работы, перечисляются полученные резуль-

таты — полученная система динамических уравнений, её сведение к частным слу-

чаям, применение к описанию динамики магнитных неоднородностей в мульти-

слойных ферромагнетиках для возможных разных случаев: колебание ЛВН на од-

ной и двух тонких слоях в отсутствии ДГ, движение ДГ в отсутствии ЛВН, сов-

местное движение ДГ и колебания ЛВН на одном и двух тонких слоях. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Проведено теоретическое исследование динамики солитонов модифициро-

ванного уравнения синус-Гордона в модели с произвольным числом примесей и 

неоднородными параметрами, часто используемого для описания нелинейных фи-

зических процессов в различных областях теоретической физики. С помощью ме-

тода коллективных переменных выведена система одномерных интегро-дифферен-

циальных уравнений, приближённо описывающая динамику кинка и колебания 

примесных мод для случая произвольного количества разных точечных примесей, 

находящихся на произвольном расстоянии друг от друга, в присутствии внешней 

силы, которая может зависеть от времени, неоднородности параметра при 𝑢𝑥 и не-

однородной диссипации. Из полученной системы уравнений выведены уравнения 

для некоторых частных случаев: для произвольного числа одинаковых примесей на 

одинаковом расстоянии друг от друга, для двух разных или одинаковых примесей, 

одной примеси и отсутствия примесей. Содержащиеся в уравнениях интегралы в 

нашей модели аппроксимированы аналитическими функциями, полученными с по-

мощью численных расчётов. 

2. Полученные уравнения применены для описания нелинейной динамики 

доменных границ и локализованных волн намагниченности в ферромагнетиках с 

присутствием внешнего магнитного поля и плоских тонких слоёв с отличными от 

основного объёма параметрами магнитной анизотропии, обменного взаимодей-

ствия и диссипации. Проведён численный анализ систем уравнений в частных слу-

чаях, построены графики зависимости положения центра ДГ и амплитуд ЛВН от 

времени. В сравнительно простых случаях получены аналитические решения, опи-

сывающие динамику центра ДГ и колебания ЛВН. Получены уравнения, описыва-

ющие колебания ЛВН на одном или двух одинаковых или разных тонких слоях, 

которые представляют собой уравнения одного или двух связанных гармонических 

осцилляторов. Найдены зависимости частот и коэффициентов этих колебаний от 

величин неоднородности магнитной анизотропии и обменного взаимодействия, 

расстояния между ними и внешнего магнитного поля, показано влияние на колеба-

ния неоднородного затухания. 

3. В случае наличия одного тонкого слоя без учёта возбуждения ЛВН пока-

зано замедление ДГ в области тонкого слоя при наличии неоднородного затухания, 

увеличение скорости в области тонкого слоя, обладающего притягивающим потен-

циалом, и уменьшение скорости в области тонкого слоя, обладающего отталкива-

ющим потенциалом, смещение положения равновесия под действием внешнего 

магнитного поля, захват ДГ притягивающим тонким слоем при наличии затухания, 

в том числе неоднородного. 

4. Построены графики функций, определяющих действующие на ДГ и ЛВН 

силы для случая одного тонкого слоя. Показано, что входящие в уравнения движе-

ния интегральные члены оказывают не меньшее влияние на динамику, чем неинте-

гральные. С учётом влияния интегральных членов графически показано увеличе-

ние амплитуды колебаний ЛВН, возбуждённой прошедшей область тонкого слоя 
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ДГ, с увеличением скорости ДГ в области тонкого слоя и величины неоднородно-

сти магнитной анизотропии. Показано влияние ЛВН на динамику ДГ, приводящее 

к уменьшению скорости ДГ после пересечения тонкого слоя и к увеличению мини-

мальной начальной скорости пересечения области тонкого слоя, а также к возмож-

ности ухода ДГ из области тонкого слоя после её захвата из-за резонансного взаи-

модействия с ЛВН. В присутствии внешнего магнитного поля продемонстрировано 

влияние неоднородной диссипации, приводящей к уменьшению скорости прошед-

шей область тонкого слоя ДГ, увеличению минимальной скорости прохождения, 

затуханию колебаний и уменьшению вероятности ухода ДГ из области тонкого 

слоя в случае её захвата. Также исследовано влияние неоднородности параметра 

обменного взаимодействия, приводящее к изменению амплитуды колебаний ЛВН, 

скорости ДГ после пересечения области тонкого слоя и минимальной скорости, не-

обходимой ДГ для пересечения области тонкого слоя. Найдена минимальная ско-

рость, при которой ДГ преодолевает область тонкого слоя после однократного пе-

ресечения, при различных величинах неоднородности магнитной анизотропии и 

коэффициентов диссипации и при внешнем магнитном поле, обеспечивающим 

вдали от тонкого слоя равномерное движение с данной скоростью при данной дис-

сипации, а также при различных величинах неоднородности параметров магнитной 

анизотропии и обменного взаимодействия в случае отсутствия внешнего магнит-

ного поля и диссипации. 

5. Приведены примеры возможных сценариев поведения ДГ в структурах с 

двумя тонкими слоями с учётом возможности возбуждения ЛВН. Продемонстри-

ровано, что при достаточно большом расстоянии между тонкими слоями скорость 

прошедшей область тонких слоёв ДГ из-за взаимодействия со второй ЛВН с ростом 

начальной скорости может не только увеличиться, но и уменьшиться, и область 

начальных скоростей прохождения может разбиваться на интервалы. Также в при-

сутствии внешнего магнитного поля продемонстрировано влияние на динамику ДГ 

неоднородной диссипации, аналогичное таковому в случае одного тонкого слоя. 
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