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Ïîñâÿùàþ ìîåé ìàìå è ìîèì ðîäñòâåííèêàì, êîòîðûå âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ

ïîääåðæèâàëè ìåíÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî òîãî âðåìåíè, ÷òî ÿ ïèñàë ýòó ðàáîòó.



Ââåäåíèå

Áûòóåò ìíåíèå, êîòîðîå

îòíîñèòñÿ ê òî÷êå çðåíèÿ

àòîìèñòà, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,

êîòîðûå îïèñûâàþò

ïðîñòðàíñòâåííûå è

âðåìåííûå èçìåíåíèÿ ëþáûõ

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

(òåìïåðàòóðû, äåôîðìàöèè,

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ò. ä.) â

ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå

íåâåðíû...

Ýðâèí Øðåäèíãåð

Àêòóàëüíîñòü

Îäíîé èç çàäà÷ ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå

èçó÷åíèå ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ñâîéñòâ íåîðãàíè÷åñêèõ è îðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíå-

íèé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ

òâ¼ðäûõ òåë èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, äâå êîíöåïöèè. Ñîãëàñíî ïåðâîé êîíöåï-

öèè, òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé êîíòèíóóì, ìèêðîñòðóêòóðîé êîòî-

ðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêîå êîíòèíóàëüíîå îïèñàíèå õîðîøî çàðåêîìåíäîâà-

ëî ñåáÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â òåëàõ íà ìàêðî-ìàñøòàáå.

Ñîãëàñíî âòîðîé êîíöåïöèè òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü äèñêðåòíûõ

÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ìåæäó äðóã äðóãîì îïðåäåëÿåò ìåõàíè÷åñêèå

è òåïëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òâ¼ðäîãî òåëà. Äèñêðåòíîå îïèñàíèå ÷àùå âñåãî

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàäà÷ ñâÿçàííûõ ñ ìåõàíèêîé ìèêðîñêîïè÷åñêèõ òåë. Äèñ-

êðåòíîå îïèñàíèå ïîçâîëÿåò â äåòàëÿõ èçó÷èòü ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â òâ¼ðäûõ

òåëàõ.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûå îäíîìåð-

íûå êðèñòàëëû � îðãàíè÷åñêèå è íåîðãàíè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ, òàêèå êàê êàð-

áèí [102], èîííûå êðèñòàëëû [100], ìîëåêóëû áåëêîâ [34, 91, 70, 118]. Ñâåðõ÷è-

ñòûå êðèñòàëëû ñ îäíîé ñòîðîíû ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ óäîáíóþ ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ìîäåëü äëÿ äèñêðåòíîãî îïèñàíèÿ âåùåñòâà, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàþ-

ùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîÿâèâøååñÿ áëàãîäàðÿ ñòðå-

ìèòåëüíîìó ðàçâèòèþ íàíîòåõíîëîãèé ïðàêòè÷åñêè áåçäåôåêòíûå, áëèçêèå ê

èäåàëüíûì êðèñòàëëàì, ìàòåðèàëû äåìîíñòðèðóþò óíèêàëüíûå õàðàêòåðèñòè-

êè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Äèñêðåòíûå ìîäåëè âåùåñòâà îòêðûâàþò íîâûå âîç-

ìîæíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëàõ íà íàíîóðîâíå. Çíà÷èòåëüíûé

âêëàä â ðàçâèòèå äèñêðåòíûõ ïîäõîäîâ â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

âíåñëè ðàáîòû Ô. Áîííîòî [11], Ñ.Í. Ãàâðèëîâà [29, 30], Ì.À. Ãóçåâà [38, 39], Î.Â.

Ãåíäåëüìàíà [31, 32], Ð.Â. Ãîëüäøòåéíà [36], È. Å. Ãîëîâí¼âà [37], Ñ.Â. Äìèò-

ðèåâà [19, 20, 98], À.Ì. Êðèâöîâà [64], Â.À. Êóçüêèíà [80], Ç. Ðåéäíåðà [96], Ñ.

Ëåïðè [84], Ñ. ×àíãà [15].

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì

ïðèáëèæåíèåì ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåïëîâûõ è ìåõà-

íè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàçâèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå, ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàí¼í

íà äâóìåðíûå è òð¼õìåðíûå êðèñòàëëû. Âåðîÿòíî, ÷òî ÿâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

îïèñàííûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîæíî îáíàðóæèòü â ìíîãîìåðíûõ êðèñòàëëàõ,

íî èìåííî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èõ àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ïðîñòûì.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êðèñòàëëè÷åñêèõ âåùåñòâ â òâ¼ð-

äîì ñîñòîÿíèè è èçìåíåíèÿ èõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîç-

äåéñòâèÿõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

÷åìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.
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Îáçîð ëèòåðàòóðû

Ïðåäñòàâëåíèÿ îá àòîìíîì ñòðîåíèè âåùåñòâà âîñõîäÿò ê àíòè÷íîñòè, ê Äåìî-

êðèòó (460�370 ãã. äî í.ý.) [127]. Åñëè ñìîòðåòü èç ñîâðåìåííîé ýïîõè, èäåè ãðå-

÷åñêîãî ôèëîñîôà áûëè äîñòàòî÷íî ïðèìèòèâíûìè, îäíàêî, ãëàâíàÿ åãî èäåÿ

áûëà âåðíà, à èìåííî, ÷òî âñ¼ âåùåñòâî ñîñòîèò èç àòîìîâ � íåäåëèìûõ êóñî÷-

êîâ ìàòåðèè, ñïîñîáíûõ ñöåïëÿòüñÿ äðóã ñ äðóãîì. Àíòè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

îá àòîìàðíîì ñòðîåíèè âåùåñòâà ïî÷òè â íåèçìåííîì âèäå ïðîñóùåñòâîâàëè äî

íà÷àëà XIX âåêà � äî òåõ ïîð, ïîêà àíãëèéñêèé õèìèê Äæîí Äàëüòîí íå íàø¼ë

ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà èñòèííîñòè àòîìíîé òåîðèè [56].

Â XIX âåêå áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ôàðàäåÿ, Ðåçåðôîðäà, Äæ.Äæ. Òîìïñîíà è

äð. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýëåêòðîíû âõîäÿò â ñîñòàâ àòîìà, íàéäåíû çàðÿä

ýëåêòðîíà, îòíîøåíèå çàðÿäà ýëåêòðîíà ê åãî ìàññå, îáíàðóæåíî ÿâëåíèå ðà-

äèîàêòèâíîñòè. Â 1903 ãîäó Ðåçåðôîðäîì ïðåäëîæåíà ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü àòî-

ìà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèÿ ñòðîåíèÿ àòîìà ïîëó÷èëà â íîâîé íàóêå �

êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ àòîìíîé òåîðèåé âîçíèêëà è

òåîðèÿ òåðìîóïðîãîñòè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðâàÿ ëåêöèÿ ïî òåðìîóïðóãîñòè

áûëà ïðî÷èòàíà ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æàí-Ìàðè Äþàìåëåì âî Ôðàíöóç-

ñêîé àêàäåìèè íàóê â Ïàðèæå 23 ôåâðàëÿ 1835 ãîäà è îïóáëèêîâàíà â Journal

de l'Ecole Polytechnique â 1837 ãîäó [23]. Ýòîìó ñîáûòèþ ïðåäøåñòâîâàëè äâà

âàæíûõ ñîáûòèÿ: â 1822 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Ôóðüå ïî òåîðèè òåï-

ëà [27], à â 1827 ãîäó ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ îá îñíîâàíèÿõ òåîðèè óïðóãîñòè [89].

Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè ïðèíàäëåæèò Ô. Íåéìàíó [90], Ý.

Àëüìàíñè [3], Î. Òåäîíå [110] è Â. Ôîéãòó [116].

Áóäåì ãîâîðèòü î äâóõ ñîñòîÿíèÿõ â êîòîðîì ìîãóò íàõîäèòüñÿ êðèñòàë-

ëè÷åñêèå òåëà � ðàâíîâåñíîì è íåðàâíîâåñíîì. Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè íà

ðàññìàòðèâàåìûõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè è

ïðîñòðàíñòâå íèêàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåëà, â íåðàâíîâåñíîì æå

ñîñòîÿíèè, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåëà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âðåìå-

íè. Êàæäîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
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òîòè÷åñêèì ïðåäåëîì ïî âðåìåíè íåêîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, îäíàêî æå

êðèñòàëë èç íå âñÿêîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäèò â ðàâíîâåñèå. Ïðî-

öåññû ñîïðîâîæäàþùèå ýâîëþöèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåë ê ñîñòî-

ÿíèþ ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè.

Íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû â òâ¼ðäûõ òåëàõ íà íàíî- è ìèêðîìàñøòàáå â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé, îò÷àñòè îáó-

ñëîâëåííûõ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé [6, 36, 37, 53, 59, 66, 111]. Âî ìíîãèõ

àíàëèòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ äåìîíñòðèðóåòñÿ àíîìàëüíûé õà-

ðàêòåð òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â ñâåðõ÷èñòûõ ìàòåðèàëàõ [11, 15, 31, 38, 49, 84, 96].

Íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû â íàíîìàòåðèàëàõ ìîãóò áûòü èíèöèèðîâàíû óäàðíû-

ìè âîëíàìè [43, 45, 46, 57] èëè óëüòðàêîðîòêèìè ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè [51,

52, 92, 104].

Ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ îáóñëîâëåí îáìåíîì ýíåðãèåé

ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè ìîäàìè ðåø¼òêè, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèâîäèò ê

ðàâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè ïî âñåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Â ëèíåéíûõ ñèñòå-

ìàõ êîëåáàòåëüíûå ìîäû íå âçàèìîäåéñòâóþò íî, òåì íå ìåíåå, ïðîèñõîäèò ýâî-

ëþöèÿ íåêîòîðûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íà ìèêðîìàñøòàáå

ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ â ãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñîïðî-

âîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè òåðìîìåõàíè÷åñêèìè ïðîöåññàìè: ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñêîðîñòåé ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü ãàóññîâó ôîðìó (ñì. ðèñ. 1) [21, 42, 75],

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòåïåííî ðàâíî ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è

ïîòåíöèàëüíîé [2, 5, 62, 75] ñîãëàñíî òåîðåìå î âèðèàëå [7, 47, 61, 72, 79], â

ñèñòåìàõ ñ áîëåå ÷åì îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû [126]. Â ãàðìîíè-

÷åñêèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòðåìèòñÿ

ñòàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì è íåèçìåííûì âî âðåìåíè [42, 77, 108]. Ýòè

ôàêòû ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ïîíÿòèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ê ãàðìîíè÷åñêèì

ñèñòåìàì. Ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ
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óðàâíåíèé äëÿ ñâåðõáûñòðûõ àòîìíûõ ïðîöåññîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâà-

åòñÿ ïîäõîä, îïèñûâàþùèé òåðìîìåõàíè÷åñêèå íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû â ìà-

òåðèàëàõ, ó÷èòûâàþùèé èõ äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òè-

ïà ïðîöåññîâ: òåïëîâûå è äèôôóçèîííûå. Ïðè ýòîì òåïëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

òåë àññîöèèðóþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ñîñòàâëÿþùèõ èõ ÷àñòèö, à äèôôóçèîííûå

ïðîöåññû � ñ ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö. Ââèäó ýòîãî äèôôóçèîííûå è òåïëîâûå

ïðîöåññû òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

Ðèñ. 1: Ãèñòîãðàììû ñêîðîñòåé ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà ïðè t = 0 (ñëåâà)
è ïðè t = 0.01N

ωe
(ñïðàâà), ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Êîëè÷åñòâî

÷àñòèö N = 5000, øàã ïî âðåìåíè dt = 0.02
ωe
, ωe � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà (îïðå-

äåëåíà íèæå).

Êðèñòàëëû ñ ïðîñòûìè ðåø¼òêàìè ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì îáøèðíûõ èññëåäî-

âàíèé íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â òâ¼ðäûõ òåëàõ [58, 84, 96, 117, 118]. Èç âñåõ

êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì îäíîìåðíûå ãàðìîíè÷åñêèå êðèñòàëëû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íàèáîëåå ïðîñòûå è óäîáíûå äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåìû, ïîñêîëüêó äîïóñêà-

þò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿþò ïðîâåðèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ÿâëåíèÿ,

ïðèñóùèå òàêæå ìíîãîìåðíûì ñèñòåìàì [5, 32, 39, 98, 101].

Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðîòåêàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òîé êàðòèíû, êîòîðóþ

äàåò êëàññè÷åñêàÿ òåðìîäèíàìèêà [18, 47, 96]. Âî-ïåðâûõ, â ñèëó ëèíåéíîñòè ñè-

ñòåìû, âûñîêî÷àñòîòíûå òåïëîâûå è íèçêî÷àñòîòíûå ìåõàíè÷åñêèå äâèæåíèÿ

îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ýíåðãåòè÷åñêèå ïðîöåññû
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îòäåëüíî, áåç âîçìóùåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåõàíè÷åñêèì äâèæåíèåì. Âî-âòîðûõ,

ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà íîñèò áàëëèñòè÷åñêèé, íåäèôôóçèîííûé õàðàêòåð �

ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ òåïëîâàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü [14, 16, 64, 49, 93]. Âîçíè-

êàþùèå òåïëîâûå âîëíû íåñòàöèîíàðíû è õàðàêòåðèçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæ-

íîé äèíàìèêîé [64].

Òåïëîâûå è äåôîðìàöèîííûå ïðîöåññû â êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåø¼òêàõ èçó÷à-

þòñÿ ÷èñëåííûìè è àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Òåðìîìåõàíè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå ìàòåðèàëîâ â íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ áûëî ïðåäìåòîì òùàòåëüíîãî èçó-

÷åíèÿ Ò.Â. Äóäíèêîâîé [21, 22] Ä.À. Èíäåéöåâà [51], Ñ.Í. Ãàâðèëîâà [29, 30],

Ì.À. Ãóçåâà [122], A.M. Êðèâöîâà [62, 64, 67] è äðóãèõ àâòîðîâ.

Íî åù¼ äî òîãî, êàê ýòè ðåçóëüòàòû ñòàëè èçâåñòíû, â 1914 ãîäó Øð¼äèíãåð

îïóáëèêîâàë ðàáîòó, â êîòîðîé âûâîäèëèñü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áåñêîíå÷íîé

öåïî÷êè ÷àñòèö [103]. Óæå â òîé ðàáîòå Øð¼äèíãåð çàìåòèë, ÷òî âñëåäñòâèå

ïåðåõîäà ýíåðãèè êîëåáàíèé îò îäíîé ÷àñòèöû ê äðóãîé ñîñåäè êàæäîé ÷àñòèöû

ïðîèçâîäÿò íà íå¼ íåêèé ýôôåêò äèññèïàöèè, à êîëåáàíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ

ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ.

Ñðåäè ñïåöèôè÷åñêèõ ÿâëåíèé íåðàâíîâåñíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â

äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ ìîæíî îòìåòèòü âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ýíåðãèé.

Òåîðåìà î âèðèàëå ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ãàð-

ìîíè÷åñêîé ñèñòåìû îäíèì ïàðàìåòðîì � êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé T :

kBT = m〈v2n〉, (1)

ãäå kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà, m � ìàññà ÷àñòèö êðèñòàëëà, vn � ñêîðîñòè

÷àñòèö. Â íåêîòîðîì ñìûñëå òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåìïå-

ðàòóðà áëèçêà ê êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåìïåðàòóðå.

Îáîñíîâàíèþ èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî-

ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Ýêâèâàëåíòíîñòü â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ïðåäñêà-

çàíèé, ïîëó÷åííûõ èç ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé (ìèêðîêàíîíè÷å-

ñêèõ, êàíîíè÷åñêèõ è ìàêðîêàíîíè÷åñêèõ), ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ïðèçíàííûì ôàê-

òîì [95]. Íàáëþäàåìûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû (â òîì ÷èñëå è òåìïåðà-
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òóðà) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âå-

ëè÷èí ïî âñåâîçìîæíûì ìèêðîñîñòîÿíèÿì. Â ðàáîòå [97] ïîëó÷åíî îáùåå ñòðî-

ãîå âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, â ÷àñòíîñòè èç

ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç áîëåå ïîçäíåãî îáîáùåíèÿ ðàáîòû [97] ñëåäóåò,÷òî

â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåðìîäèíàìè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû ñîãëàñóþòñÿ ñ êèíåòè÷åñêèìè òåìïåðàòóðîé, êàê è îæèäàëîñü èç

ïðèíöèïà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ [54].

Â ðàáîòå [35] óæå äðóãèì ìåòîäîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãèõ ìåòîäîâ äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé

è êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû. Â âûøå-

óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ [35, 97] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ýðãîäè÷íîñòè. Õîòü ãàðìîíè÷åñêàÿ öåïî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ â ñòðîãîì ñìûñëå ýðãî-

äè÷åñêîé, ìåæäó òåì, ñèñòåìû ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîãóò äåìîíñòðè-

ðîâàòü ýðãîäè÷åñêîå ïîâåäåíèå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîé. Íàïðèìåð, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òàêîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ

ýðãîäè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòêëîíåíèå îò ýðãîäè÷íîñòè

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû öåïî÷êè. Â ðåãóëÿðíîé ãàðìîíè÷å-

ñêîé ðåøåòêå òàêîå ïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðûå ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå

êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, à ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ òåìïå-

ðàòóðà [112].

Â. Õóâåð â ðàáîòå [48] çàìå÷àåò, ÷òî õîòü è ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî àëü-

òåðíàòèâíûõ îïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû (êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, êîíôèãó-

ðàöèîííàÿ, Ëàíæåâåíà, ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ), â ñîñòî-

ÿíèè ðàâíîâåñèÿ è òîëüêî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ âñå ýòè òåìïåðàòóðû îäèíà-

êîâû è â êîíöåïöèè òåìïåðàòóðû íåò äâóñìûñëåííîñòè. Âäàëè îò ðàâíîâåñèÿ

êàæäàÿ èç ýòèõ ¾òåìïåðàòóð¿ îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ. Ìåæäó òåì, ïîìèìî òîãî,

÷òî âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì
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âûøåîáîçíà÷åííûå îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, îíà ïðîïîðöèîíàëüíà îäíîé èç

ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí: ýíåðãèè.

Âäàëè îò ðàâíîâåñèÿ, îñîáåííî â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, êèíåòè÷åñêóþ

òåìïåðàòóðó óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàê ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû

(ñì. [55, 62, 109]). Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, íå ïîääàþùèåñÿ àíàëèòè÷åñêîìó

îïèñàíèþ, èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Íàïðèìåð,

â ðàáîòå [94] ïðåäñòàâëåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì

óñðåäíåííûõ ïî âðåìåíè èçìåðåíèé ñ ïîìîùüþ äåòåêòîðà ñ çàðÿäîâîé ñâÿçüþ. Â

ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíêè

â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ëàçåðíîãî íàãðåâà. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âûñîêîòåìïåðà-

òóðíûé íàãðåâ êîìïàêòíûì ëàçåðíûì ëó÷îì [106]. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê

íàãðåâà ìèøåíè äîñòèãàåòñÿ ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ðåíòãåíîâñêîé ñïåêòðîìåò-

ðèè è èçìåðåíèÿ ïðîòîíîâ, óñêîðåííûõ îò àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû. Â [83] èññëå-

äóåòñÿ äâå ðàçíûõ ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ

íàíî÷àñòèöàìè â ôåìòîñåêóíäíîì, ïèêîñåêóíäíîì è íàíîñåêóíäíîì ðåæèìàõ,

ïðè÷¼ì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðåø¼òî÷íàÿ è ýëåêòðîí-

íàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíû äðóã äðóãó.

Èç ïðåäñòàâëåííîãî îáçîðà âèäíî, ÷òî ñóùåòñâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïè-

ñàíèþ òåïëîâûõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ìèêðî è íàíîñòðóêòóðàõ. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå, ñëåäóÿ ïîõîäó Ëèâè [35], Êðèâöîâà [62] è Õóâåðà [48] èñïîëüçóåòñÿ êèíå-

òè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò â äåòàëÿõ èçó÷èòü ïåðåõîäíûå

ïðîöåññû.

Â ñòàòüå Êëåéíà è Ïðèãîæèíà [75], íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî Øðî-

äèíãåðîì [103], áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â áåñêîíå÷íîì îäíîìåðíîì ãàðìîíè÷åñêîì

êðèñòàëëå ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé è

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà è íóëåâî-

ãî ïîðÿäêà è ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíûì äðóã äðóãó ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì.

Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ À.Ì. Êðèâöîâà [62, 64, 80] òåïëîâûå ïðîöåññû â

îäíîìåðíûõ êðèñòàëëàõ èññëåäîâàëèñü ïóòåì àíàëèçà óðàâíåíèé äèíàìèêè êî-
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âàðèàöèé ñêîðîñòåé ÷àñòèö (êîâàðèàöèåé íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Êîâàðèàöèîííûé ïîäõîä îáîáùàåò

êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, ïóò¼ì ââåäåíèÿ

îáîáù¼ííûõ ýíåðãèé, ïðîïîðöèîíàëüíûõ êîâàðèàöèÿì ñêîðîñòåé ÷àñòèö è êî-

âàðèàöèÿì äåôîðìàöèé ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé [63].

Â ñëó÷àå ìãíîâåííîãî òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè îäíî-

ìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ýíåð-

ãèé, èäåíòè÷íû ïîëó÷åííûì Êëåéíîì è Ïðèãîæèíûì [75]. Íàèâíîå îáúÿñíåíèå

ïðè÷èíû êîëåáàíèé ýíåðãèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ

ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îò-

ëè÷àåòñÿ ïî çíà÷åíèþ îò ïîòåíöèàëüíîé, îäíàêî ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ïðèéòè â

ñîñòîÿíèå â êîòîðîì ýíåðãèè ðàâíû. Èíåðöèîííîñòü ýòîãî ïðîöåññà ïîðîæäàåò

êîëåáàíèÿ ýíåðãèé. Îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåøåíèé, â îñíîâíîì ïîëó÷åííûõ äëÿ

óñòàíîâèâøåéñÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, äàí â ðàáîòàõ [11, 17, 84]. Íåñòàöèîíàðíûå

ðåæèìû ïðîâîäèìîñòè îïèñàíû â ðàáîòàõ [33, 40].

Ïðåèìóùåñòâî êîâàðèàöèîííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿ-

åò íàéòè ôîðìóëû äëÿ êîëåáàíèÿ ýíåðãèé â áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåìàõ, âêëþ÷àÿ

ìíîãîìåðíûå êðèñòàëëû [8, 77, 80, 81, 88, 105] è äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì

íà óïðóãîé ïîäëîæêå [5].

Â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ íàíîðàçìåðíûå òåïëîâûå ïðîöåññû èçó÷àëèñü

îòäåëüíî îò ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Äîñòèæåíèÿ â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ

ïðèâåëè ê âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñâåðõáûñòðûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â

êîòîðûõ ñêîðîñòü ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè ñðàâíèìà èëè äàæå ïðåâûøàåò ñêî-

ðîñòü ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Ýòî óñëî-

âèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìàòåðèàë áûñòðî íàãðóæàåòñÿ ñèëàìè, ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåë¼ííûìè ïî äëèíå îáðàçöà [87, 119]. Òàêèå íàãðóçêè âîçíèêàþò â íàíîðàç-

ìåðíûõ ýëåêòðîííûõ êîìïîíåíòàõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ, òðåáóþ-

ùèõ áûñòðûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå, íàïðèìåð, íåîáõîäè-

ìû â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ôèçèêå ïëàçìû èëè ïðè ãåíåðàöèè
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ïðîñòðàíñòâåííî èçîëèðîâàííûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé [99]. Ýëåêòðè÷åñêèå èìïóëü-

ñû ìîãóò ñîçäàâàòü ðàñïðåäåë¼ííûå ýëåêòðîìàãíèòíûå íàãðóçêè íà êðóãîâûå

îáðàçöû ñ ÷àñòîòîé îò åäèíèö äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ çà íàíîñåêóíäó [119, 87].

Â [69] áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ ñâåðõáûñòðîãî ôîòîïðèåìíèêà, ñïîñîáíîãî ïðå-

îáðàçîâûâàòü ôåìòîñåêóíäíûå ñâåòîâûå èìïóëüñû â ýëåêòðè÷åñêèå èìïóëüñû

òàêîé æå äëèíû. Â ñòàòüå [99] äåìîíñòðèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ îïòè÷åñêèé ìåòîä

äëÿ ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ òåñëà äëèòåëü-

íîñòüþ â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ôåìòîñåêóíä. Â áëèæàéøåì áóäóùåì îæèäàåòñÿ,

÷òî äëèòåëüíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ â ýêñïåðèìåíòàõ ñîêðàòèòñÿ äî

ìåíåå ÷åì ôåìòîñåêóíäû. Ôåìòîñåêóíäíûå ëàçåðû óæå ñóùåñòâóþò [113], à àò-

òîñåêóíäíûå ëàçåðû íàõîäÿòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè [25, 74, 114]. Ñëåäîâàòåëü-

íî, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñâåðõáûñòðûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê

íà òåïëîâûå ïðîöåññû íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ

ïðåäñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïðîöåññîâ òðåáóåò ó÷åòà

íåëèíåéíîñòè â ìåæ÷àñòè÷íîì ïîòåíöèàëå. Îïèñàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ïðè ìàëîé íåëèíåéíîñòè òàêæå ìîæåò ñóùå-

ñòâåííî îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåì [76].

Óäîáíîé ìîäåëüþ ñ êâàäðàòè÷íûì ìåæ÷àñòè÷íûì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ìåðíûé α-ÔÏÓ êðèñòàëë [10, 26, 28, 71]. Ìîäåëü α-ÔÏÓ êðèñòàëëà ïîçâîëÿåò

ó÷åñòü òàêèå ýôôåêòû äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, êàê òåïëîâîãî ðàñøèðå-

íèå è ïåðåõîä ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Âïåðâûå, äàííàÿ ìîäåëü öå-

ïî÷êè èññëåäîâàëàñü â íîâàòîðñêîé ðàáîòå Ôåðìè, Ïàñòà, Óëàìà è Öèíãó [26].

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè îáíàðóæåíû íåìîíîòîííî çàòóõà-

þùèå ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, èíèöèèðîâàííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

çàòóõàíèå è ðîñò ýíåðãèè êîëåáàíèé ÷åðåäîâàëèñü. Ýòîò ýôôåêò â ëèòåðàòóðå

ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾Ïàðàäîêñà Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà-Öèíãó¿ [28].

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 1 äàíî îïèñàíèå ìîäåëè

îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîâàðèàöèîííîãî àíà-
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ëèçà. Ïîëó÷åíû äåòåðìèíèðîâàííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ âåëè÷èí. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

À.Ì. Êðèâöîâà [62, 64]. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû íå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ òåïëîâûå ïðîöåññû â êîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ. Èìåííî

ðàññìîòðåíèåì êîíå÷íûõ ñèñòåì, ýòî èññëåäîâàíèå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ

ðàáîò [5, 62, 64], ãäå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì êðèñòàëëàì.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ êðèñòàëëîâ àìïëèòóäà êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû óìåíüøàåòñÿ òîëüêî äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ïîñëå ÷å-

ãî íàáëþäàþòñÿ å¼ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿ âñïëåñêè. Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåïëîâîå ýõî. Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíû òî÷íûå è àñèìïòîòè-

÷åñêèå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ýòè ðåçóëü-

òàòû, â ÷àñòíîñòè, âàæíû äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â

ñâåðõ÷èñòûõ ìàòåðèàëàõ [18, 64, 84]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå,

îïóáëèêîâàíû â [88].

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îäíîìåðíîãî α-ÔÏÓ êðèñòàëëà, ïîäâåðã-

íóòîãî ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè. Ìãíîâåííîå äåôîðìèðîâàíèå êðèñòàëëà èíè-

öèèðóåò ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ÷àñòü ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

íàãðóæåíèÿ ïåðåõîäèò â òåïëîâóþ ýíåðãèþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà àíàëèçà êîâàðèàöèé [62] ïîêàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ ýíåð-

ãèè â èíèöèèðîâàííîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â [73].

Â ãëàâå 4 àíàëèçèðóþòñÿ äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëàõ, ñîïóòñòâóþùèå ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîöåññàì. Õîòü â êðèñòàëëå è íå ïðîèñ-

õîäèò èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ÷àñòèö, ÷àñòèöû ìîãóò äàëåêî óõîäèòü îò ñâîåãî íà-

÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ñîçäàâàÿ ñóùåñòâåííûå äåôîðìàöèè ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿ-

çåé. Äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â êðèñòàëëå ñëîæíû è ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò-

ñÿ îò ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òåïëîâûå ïðîöåññû â êðèñòàëëàõ ìîãóò áûòü

ðàçäåëåíû íà áûñòðûå è ìåäëåííûå, ïåðâûå èç êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ïåðåðàñïðå-

äåëåíèåì ýíåðãèè â êðèñòàëëå, à âòîðûå ñ ïåðåíîñîì ýíåðãèè [78]. Â ãëàâå 4
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ïîêàçàíî, ÷òî äèôôóçèîííûå ïðîöåññû òàêæå ìîãóò áûòü òàêæå ðàçäåëåíû íà

áûñòðûå è ìåäëåííûå, èìåþùèå, îäíàêî, äðóãîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â [121].

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé

Ïðîâåä¼ííîå â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà îñíîâàííî íà ìåòîäå àíàëèçà êîâàðèàöèé. Óðàâ-

íåíèÿ äèíàìèêè êðèñòàëëà è ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøàþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà àñèìïòîòèê. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, îïèñûâàþùèõ

ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, èíèöèèðîâàííûå ìãíîâåííûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì â

êîíå÷íûõ îäíîìåðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ, à òàêæå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ,

èíèöèèðîâàííûé ìãíîâåííîé äåôîðìàöèåé, â áåñêîíå÷íûõ îäíîìåðíûõ ñëàáî-

àíãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ.

Ëè÷íûé âêëàä

Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà ïîëó÷åíî ëè÷íî àâòîðîì. Êîì-

ïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé

ðàáîòû ðàçðàáîòàí ëè÷íî àâòîðîì. Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû

êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè, ïîäãîòîâëåíû è ïðîâåäåíû ëè÷íî àâòî-

ðîì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëèñü ñîâìåñò-

íî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è âûâîäû äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû àâòîðîì.
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âî âðåìå-

íè ïîñëå íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ â îäíîìåðíîì êîíå÷íîì ãàðìî-

íè÷åñêîì êðèñòàëëå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèàöèé.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå íîâîãî ÿâ-

ëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà � ïåðèîäè÷åñêîãî êðàòêîâðåìåííîãî ïîâûøåíèÿ àì-

ïëèòóäû êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

2. Âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âî âðå-

ìåíè â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííîé îäíîðîäíîé äå-

ôîðìàöèåé, â îäíîìåðíîì áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå ñ íåëèíåéíûì ìåæ÷à-

ñòè÷íûì ïîòåíöèàëîì, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèà-

öèé. Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåõîäíûé

ïðîöåññ èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåòñÿ ôóíê-

öèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

3. Âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðî-

âàííîì íà÷àëüíûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì, â îäíîìåðíîì êîíå÷íîì ãàðìî-

íè÷åñêèõ êðèñòàëëå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèàöèé.

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðåìåùå-

íèé ïîä÷èíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè÷¼ì å¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-

íèå ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö â êðèñòàëëå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðåçóëüòà-

òàìè, ïîëó÷åííûìè âïåðâûå:

1. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåïëîâûõ õàðàêòåðèñòèê êîíå÷íûõ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ îäíîìåðíûõ êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþ-

öèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè ïîñëå íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî
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âîçìóùåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ðåàëèçàöèè ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà � ïåðèîäè-

÷åñêîãî êðàòêîâðåìåííîãî ïîâûøåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû.

2. Àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîòåêàíèå ïåðåõîä-

íûõ ïðîöåññîâ â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, èíèöè-

èðîâàííîãî ìãíîâåííîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèåé â îäíîìåðíîì êðèñòàë-

ëå ñ íåëèíåéíûì ìåæ÷àñòè÷íûì ïîòåíöèàëîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ

êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîäíûé ïðîöåññ

èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåñ-

ñåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

3. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îïèñàíèÿ äèôôóçèîííûõ õàðàêòåðèñòèê â êîíå÷íîì ãàð-

ìîíè÷åñêîì îäíîìåðíîì êðèñòàëëå. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè

ïåðåìåùåíèé â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì íà÷àëüíûì òåïëî-

âûì âîçìóùåíèåì. Àíàëèòè÷åñêè äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðå-

ìåùåíèé ïîä÷èíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè÷¼ì å¼ ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö â êðèñòàëëå.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ àïðî-

áèðîâàííûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñðàâíåíèåì ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-

ìåíòà, ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ è èçâåñòíûõ ìåòîäèê ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõà-

íè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îäíîìåðíûõ áåçäåôåêòíûõ êðèñòàëëàõ ïðè îòíîñèòåëüíî

íåâûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà ýôôåêòû àíãàðìîíè÷íîñòè ìåæàòîìíûõ âçàè-

ìîäåéñòâèé ìàëû. Íàïðèìåð, ïîêàçàíî, ÷òî â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå óãëåðîäà,

ïîäâåðæåííîì ìãíîâåííîìó òåïëîâîìó óäàðó äî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû 100K,
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ýôôåêò òåïëîâîãî ýõà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñêà÷êó òåìïåðàòóðû ïðèìåðíî íà 5K;

oäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà óãëåðîäà íà 1, 0% îò ðàâíîâåñ-

íîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû íà

1, 7K. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîç-

âîëèò îïðåäåëèòü ïðèìåíèìîñòü èñïîëüçîâàííûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëü-

íûõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ äâóìåðíûõ è òð¼õìåðíûõ

ñëó÷àåâ, à òàêæå íà ñëó÷àè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìàøè-

íîâåäåíèÿ ÐÀÍ (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), êàôåäðû Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÑÏá-

ÏÓ, íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Advanced Problems in

Mechanics (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020), íàó÷íîì ñåìèíàðå

Èíñòèòóòà ïðîáëåì ñâåðõïëàñòè÷íîñòè ìåòàëëîâ ÐÀÍ (ã. Óôà), íàó÷íîì ñåìè-

íàðå èíñòèòóò õèìè÷åñêîé ôèçèêè èì. Í.Í. Ñåìåíîâà ÐÀÍ (ã. Ìîñêâà), íà-

ó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ×åëÿáèíñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ã. ×åëÿáèíñê).

Èññëåäîâàíèÿ àâòîðà íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðàáîòû ïîääåðæèâàëèñü: Ìèíè-

ñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ãðàíòîâ No

18-11-00201 (ãëàâà 2), No 19-41-04106 (ãëàâà 3), No 16-29-15121 (ãëàâà 4), ïðî-

ãðàììû Íàó÷íîãî öåíòðà ìèðîâîãî óðîâíÿ ïî íàïðàâëåíèþ ¾Ïåðåäîâûå öèô-

ðîâûå òåõíîëîãèè¿ ÑÏáÏÓ, ñîãëàøåíèå îò 17.11.2020 No 075-15-2020-934 (ãëàâà

4).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ. Ðàáîòà ñîäåðæèò 1078 ñòðàíèö, 10

ðèñóíêîâ, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 127 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1

Ìîäåëü îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà

Ìàòåìàòèêà, åñëè âçãëÿíóòü

íà íåå ñ ïðàâèëüíîé òî÷êè

çðåíèÿ, îáëàäàåò íå òîëüêî

èñòèíîé, íî è ñîâåðøåííîé

êðàñîòîé � êðàñîòîé õîëîäíîé

è ñóðîâîé, êàê êðàñîòà

ñêóëüïòóðû, íå ïîòàêàþùåé

íàøèì ñëàáîñòÿì, ëèøåííîé

ðîñêîøíûõ ïðèìàíîê

æèâîïèñè èëè ìóçûêè, è âñå

æå áåçóêîðèçíåííî ÷èñòîé è

ñïîñîáíîé íà ñòðîãîå

ñîâåðøåíñòâî, äîñòóïíîå ëèøü

âåëè÷àéøåìó èñêóññòâó

Áåðòðàí Ðàññåë

1.1 Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé òâ¼ðäûõ òåë ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà

êëàññà: òå, â êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðûðûâ-

íûé êîíòèíóóì, è òå, êîòîðûå îñíîâûâàþòñÿ íà äèñêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ

î ñòðóêòóðå âåùåñòâà. Êàê ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ â ôèçèêå, ýòî ðàçäåëåíèå íîñèò

èñòîðè÷åñêèé õàðàêòåð, è íå ïîòåðÿëî ñâîþ àêòóàëüíîñòü èç-çà òîãî, ÷òî ÿâ-

ëåíèÿ íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ óäîáíî îïèñûâàòü ðàçíûìè ìîäåëÿìè.

Äëÿ ÷åëîâåêà, íå âîîðóæ¼ííîãî ñïåöèàëüíûìè ïðèáîðàìè, äèñêðåòíàÿ ïðèðî-

äà âåùåñòâà ïðàêòè÷åñêè íåîáíàðóæèìà íàïðÿìóþ èç îïûòà. Òùàòåëüíîå íà-

áëþäåíèå çà ìèðîì äà¼ò ëèøü ïîäñêàçêè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âûâîä îá

àòîìàðíîé ñòðóêòóðå ìàòåðèè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé èñïîëüçóåò-

21
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ñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìûõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè îêàçûâàåòñÿ

÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî êëàññà çàäà÷ [125]. Îäíàêî,

êîíòèíóàëüíûé ïîäõîä íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâåí íà âñåõ ìàñøòàáàõ, òàê êàê

ìàòåìàòè÷åñêèé ñèìâîë ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ïðè-

ðàùåíèè ïðîñòðàíñòâà, ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ. Â ýòîò ìîìåíò îáû÷íî äåëàåòñÿ

îãîâîðêà, ÷òî â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè â êà÷åñòâå ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ¾ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûå¿ îáú¼ìû � òî åñòü îáú¼ìû, ñ îä-

íîé ñòîðîíû äîñòàòî÷íî ìàëûå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì íà íèõ

äèôôåðåíöèðóåìîãî ïàðàìåòðà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû äîñòàòî÷íî áîëüøèå, ÷òî-

áû ñîäåðæàòü îãðîìíîå ÷èñëî àòîìîâ. Øð¼äèíãåð â îäíîé èç ñâîèõ ðàáîò [103]

çàìå÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, öåëü àòîìèñòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå è ïðåäñêàçà-

íèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, âûâåäåííûå èç êîí-

òèíóàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðèâîäÿò ê îùóòèìî íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì â ñèëó

ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåé àòîìíîé ñòðóêòóðû âåùåñòâà. Íà ýòîì ïóòè íàèáîëåå

çíà÷èìûå è íà òîò ìîìåíò, åäèíñòâåííûå óñïåõè ïðèíàäëåæàëè êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè ãàçà. Ñåãîäíÿ, ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî ê ýòîìó ñïèñêó äîáàâèëàñü ôè-

çèêà íàíîìàòåðèàëîâ.

Ïðè îïèñàíèè ÷èñòî óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó äèñ-

êðåòíûì è êîíòèíóàëüíûì îïèñàíèåì êàæóòñÿ íå ñòîëü ñóùåñòâåííû è â ïðèí-

öèïå ïðåîäîëèìû. Ïðîòèâîðå÷èÿ îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûìè è òðóäíî-

ðàçðåøèìûìè ïðè îïèñàíèè íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ìàòå-

ðèàëà [124]. Åù¼ îäèí ïðèìåð, ãäå äèñêðåòíîå è êîíòèíóàëüíîå îïèñàíèÿ äà-

þò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå îòâåòû � ýòî îïèñàíèå òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â êðè-

ñòàëëè÷åêèõ ðåø¼òêàõ. Â òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè òåìïåðàòóðà ââîäèòñÿ, êàê

ïàðàìåòð, èçìåíåíèþ êîòîðîãî, ñîïóòñòâóþò âîçíèêíîâåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé [125]. Èç ýòîãî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî âûñîêî-

÷àñòîòíîå îïèñàíèå êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â ïåðåõîäíîì ïðî-

öåññå â ðàìêàõ òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè îêàçûâàåòñÿ òðóäíîîñóùåñòâèìî. Îä-

íàêî, êîëåáàíèÿ ýíåðãèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
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÷àñòèö êðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà [75], à òàêæå èç êîâàðèàöèîííãî àíàëè-

çà [62]. Ïîñëåäíèé ìåòîä ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ðåçóëüòàòû íà áîëåå ñëîæíûå

ñëó÷àè [80, 88, 8, 81].

Îäíîìåðíûé êðèñòàëë � ñàìàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà ñ êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðîé. Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ìî-

äåëè îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà. Ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-

ñòèê êðèñòàëëà, èçëàãàåìûé íèæå, îñíîâàí íà ðàáîòàõ [62, 64], îí ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàë-

ëà. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îïèñûâàåò òåïëîâûå è äèôôóçè-

îííûå ïðîöåññû â êðèñòàëëå. Ðàññìàòðèâàåìûé êðèñòàëë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó. Òàêîå ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè � òàêèìè óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ïåðåìåùåíèÿ è/èëè ñêîðîñòè ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû. Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà, òàêèõ

êàê êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà è äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé èñïîëüçóåòñÿ àíàëèç

êîâàðèàöèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå êðèñòàëëû, îäíàêî ïðåäëàãàåìûå ìå-

òîäû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà äâóõ- è òðåõìåðíûå ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ è

ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ýòîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè

âûâîäå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â îäíîìåðíûõ

êðèñòàëëàõ, âûâåäåííûõ èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèè.

1.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëå-

äóþùåå: íà ïðÿìîé îñè x ðàñïîëîæåíû ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷å÷íûõ ÷àñòèö ñ

îäèíàêîâîé ìàññîé m, êîòîðûå íóìåðóþòñÿ èíäåêñàìè 0, 1, 2, 3...N , ïðè÷¼ì N

ìîæåò áûòü êàê íàòóðàëüíûì ÷èñëîì òàê è áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Äâå ÷àñòè-

öû, êîòîðûå èìåþò ñîñåäíèå èíäåêñû áóäåì íàçûâàòü ñîñåäÿìè, â ÷àñòíîñòè,

÷àñòèöà ñ áîëüøèì íîìåðîì � ïðàâûé ñîñåä. Äâå ñîñåäíèå ÷àñòèöû äîëæíû
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îêàçûâàòü äðóã íà äðóãà ñèëó, âåëè÷èíà êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ñèëà ìåæäó n-é è n + 1-é ÷àñòèöåé èñ÷åçàåò, åñëè ïîñëåä-

íÿÿ íàõîäèòñÿ íà ðàâíîâåñíîì ðàññòîÿíèè +a îò ïåðâîé âäîëü îñè ñèñòåìû.

Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî a + u, òî â n + 1-ÿ ÷àñòèöà äîëæíà èñïûòàòü ñèëó

−Cu îò n-é è îêàçàòü íà íåå ñèëó +Cu, ãäå C ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (ïàðàìåò-

ðîì ñèñòåìû), à âåëè÷èíó u â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ¾ïåðåìåùåíè-

åì¿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòèöû. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñèëà ìåæäó ÷àñòèöàìè ìîæåò

çàâèñåòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îò ïåðåìåùåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà çàâè-

ñèìîñòü ëèíåéíàÿ, áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ¾ãàðìîíè÷åñêèì¿ êðèñòàëëîì. Òà-

êîå ïðèáëèæåíèå äîïóñòèìî, â òîì ñëó÷àå, åñëè òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà äàëåêà

îò òåìïåðàòóð ïëàâëåíèÿ. Áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé íåëèíåéíîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìîòðåí â ãëàâå 3, â íàñòîÿùåé æå ãëàâå ðàññìîòðåíèå îãðà-

íè÷èâàåòñÿ ëèøü ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè. Êîíñòàíòó C áóäåì íàçûâàòü ¾æ¼ñò-

êîñòüþ¿ èëè ¾æ¼ñòêîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà¿ ïîñêîëüêó å¼ ôèçè÷åñêèé ñìûñë

ñîñòîèò â æ¼ñòêîñòè ëèíåéíîé ïðóæèíêè, ñîåäèíÿþùåé ñîñåäíèå ÷àñòèöû.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ÷àñòèöà ñ èíäåê-

ñîì 0 ëåæèò â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷àñòèöû ñ èíäåêñàìè 1, 2, 3... ëåæàò â òî÷êàõ

ñ êîîðäèíàòàìè a, 2a, 3a... ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíû C,

a, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî

íà ÷àñòèöó íèêîãäà íå äåéñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñèëû. Òåïåðü, êîãäà ìåõàíè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà òðåáóåòñÿ îïèñàòü å¼ äèíàìèêó, à òàêæå

äèíàìèêó å¼ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

Ïóñòü u0, u1, u2... � ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè

0, 1, 2... â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t, à ε 1
2
, ε3

2
, ε5

2
, ... � äåôîðìàöèè ñâÿçåé

ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè:

εn = un+ 1
2
− un− 1

2
. (1.1)

Çàìåòèì, ÷òî äåôîðìàöèè îïðåäåë¼ííûå â ôîðìóëå (1.1) èìåþò ðàçìåðíîñòü

äëèíû, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè èõ ê ïðèâû÷íûì äëÿ ìåõàíèêè áåçðàçìåð-
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íûì äåôîðìàöèÿì, íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü èõ íà êîíñòàíòó a. Â äàëüíåéøåì

ðå÷ü áóäåò èäòè òîëüêî îá àáñîëþòíûõ äåôîðìàöèÿõ εn. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-

íèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìååò âèä:

mv̇n = Cεn+ 1
2
− Cεn− 1

2
, εn

def

= un+ 1
2
− un− 1

2
(1.2)

ãäå εn� äåôîðìàöèÿ ñâÿçè ìåæäó ÷àñòèöàìè n+1 è n, vn � ñêîðîñòü ÷àñòèöû n,

à òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òîêè çðå-

íèÿ, ìíîæåñòâî óðàâíåíèé (1.2) äëÿ âñåõ n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, â îáùåì

ñëó÷àå, áåñêîíå÷íóþ, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ äàëü-

íåéøåãî àíàëèçà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè-

÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìàíà [120, 60]):

u0 = uN , uN+1 = u1 (1.3)

èëè â òåðìèíàõ äåôîðìàöèé:

εi = εN+i (1.4)

ãäå N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Óñëîâèÿ (1.4) ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü òàê, ÷òî îäíîìåðíûé êðèñòàëë çàìêíóò â êîëüöî, ïðè÷¼ì íåÿâíî ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ êîëüöà äîñòàòî÷íî âåëèê äëÿ òîãî, ÷òîáû äåôîðìàöèè

ñâÿçåé, âûçâàííûå êðèâèçíîé êîëüöà, íå îêàçûâàëè ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà

äèíàìèêó ÷àñòèö ñèñòåìû. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.2) è ââåä¼ì ëèíåéíûé ðàç-

íîñòíûé îïåðàòîð L:

v̇n = Lεn
def

= ω2
e(εn+ 1

2
− εn− 1

2
) (1.5)

ãäå ωe
def

=
√
C/m � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

a→ 0 ïðè êîíå÷íûõ m/a è Ca ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äèíàìèêè íàòÿ-

íóòîé ñòðóíû èëè óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ïîëó÷àþòñÿ èçâåñò-

íûå [103, 75] óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ÷àñòèö, ðàññìàòðèâàåìîãî êðè-

ñòàëëà.
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1.3 Äèíàìèêà ÷àñòèö îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà

Çàäàäèìñÿ öåëüþ îïèñàòü äèíàìèêó ÷àñòèö êðèñòàëëà. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.5)

è óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè (1.4) â òåðìèíàõ ïåðåìåùåíèé un äëÿ òîãî, ÷òîáû ïå-

ðåéòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äèíàìèêè ÷àñòèö îò îäíîé ïåðåìåííîé:

ün = Lun
def

= ω2
e(un−1 − 2un + un+1),

u0 = uN , uN+1 = u1,
(1.6)

ãäå ââåä¼í ëèíåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð L. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òåïëîâîìó óäàðó ïî íàõîäÿùåìóñÿ â ïîêîå êðèñòàë-

ëó. Òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûçâàíû, íàïðèìåð, óëüòðàêîðîòêèì

ëàçåðíûì îáëó÷åíèåì, èëè ïðîõîæäåíèåì ÷åðåç êðèñòàëë óäàðíîé âîëíû.

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn, (1.7)

ãäå ρn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, σ � äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Äëÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρn âûïîëíÿåòñÿ:

ρn+N = ρn , 〈ρn〉 = 0 , 〈ρkρk+n〉 = δNk , . (1.8)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, δNn = 1 ïðè n êðàò-

íîì N è δNn = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ôîðìóëû (1.8) ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ïåðèîäè÷íû ïî n, èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ, à òàêæå îíè íåçàâèñèìû ïðè ðàçëè÷èè èíäåêñîâ ìå-

íåå, ÷åì íà N (èíûìè ñëîâàìè, èìååòñÿ N íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû (1.6), ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè èìåþò íóëåâîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

t = 0 : 〈un〉 = 0 , 〈vn〉 = 0. (1.9)

Íàéä¼ì ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6)-(1.7). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì äèñêðåòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.6) è ââåä¼ì íîâûå

ïåðåìåííûå u∗k:

Fun
def

=
N−1∑
n=0

une
−2πikn
N

def

= u∗k, (1.10)
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ãäå ââåä¼í îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F . Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ün, un−1 è un+1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîõðàíÿåò ñòåïåíü

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

F ün =
N−1∑
n=0

üne
−2πikn
N

def

= ü∗k (1.11)

íî òðåáóåò óìíîæåíèÿ íîâîé ïåðåìåíîé u∗k íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó äëÿ ïå-

ðåìåííîé ñî ñìåù¼ííûì èíäåêñîì:

Fun−1 =
N−1∑
n=0

un−1e
−2πikn
N =

N−1∑
n=0

un−1e
−2πik(n−1)

N +−2πik
N =

N−2∑
s=−1

use
−2πiks
N +−2πik

N =
N−1∑
s=0

use
−2πiks
N e

−2πik
N = u∗ke

−2πik
N ,

(1.12)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.12) ïðîèçâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ s =

n − 1 è èñïîëüçîâàëîñü ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû u−1 = uN−1. Àíàëî-

ãè÷íûå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ un+1.

Fun+1 =
N−1∑
n=0

un+1e
−2πikn
N =

N−1∑
n=0

un+1e
−2πik(n+1)

N −−2πik
N =

N∑
s=1

use
−2πiks
N −−2πik

N =
N−1∑
s=0

use
−2πiks
N e

2πik
N = u∗ke

2πik
N .

(1.13)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàä óðàâíåíèåì (1.6) ïðèâîäèò ê óðàâ-

íåíèþ:

ü∗k − ω2
eu
∗
k(e

−2πik
N − 2 + e

−2πik
N ) = 0. (1.14)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó

cos(x) =
eix + e−ix

2
(1.15)

ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.14):

e
−2πik
N + e

−2πik
N − 2 = 2 cos

2πk

N
− 2 = 2

(
cos

2πk

N
− 1

)
= −4 sin2 πk

N
, (1.16)

ãäå èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

cos(2x) = 1− 2 sin2(x). (1.17)
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Ïîñëå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êðèñòàëëà, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ü∗k + L∗u∗k = 0 , L∗ = 4ω2
e sin2 πk

N

u∗0 = u∗N , u∗N+1 = u∗1,
(1.18)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.18) â âèäå:

u∗k = Ak cos
(√

Lt
)

+Bk sin
(√

Lt
)
, (1.19)

ãäå Ak è Bk � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.7):

t = 0 : Fun = u∗k = 0 , F u̇n = u̇∗k = σ
N−1∑
n=0

ρne
−2πikn
N , (1.20)

è îòñþäà äëÿ êîíñòàíò Ak è Bk íàéä¼ì:

Ak = 0 , Bk =
σ
∑N−1

n=0 ρne
−2πikn
N

√
L

. (1.21)

×òîáû ïîëó÷èòü èñòèííûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå

un =
1

N

N−1∑
k=0

u∗ke
2πikn
N (1.22)

ê âûðàæåíèþ (1.19) ñ ïîäñòàâëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò (1.21):

un =
σ

2Nωe

N−1∑
k=0

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)
e

2iπkn
N

N−1∑
s=0

ρse
− 2iπks

N . (1.23)

ïîñëå âûäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè (1.23) ïðèõîäèì ê ôîðìóëå äëÿ ïåðåìå-

ùåíèé ÷àñòèö:

un =
σ

2Nωe

N−1∑
k=0

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs cos
2πk(n− s)

N
. (1.24)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 â âûðàæåíèè (1.24) îñîáåííîñòè íå âîçíèêàåò, è çíà÷å-

íèå íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà:

sin
(
2ωet sin πk

N

)
sin πk

N

∣∣∣
k=0

= 2ωet, (1.25)
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÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (1.24) â ñëåäóþùåì âèäå:

un =
σ

N
t+

σ

2Nωe

N−1∑
k=1

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs cos
2πk(n− s)

N
. (1.26)

Âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìàöèé ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ (1.24) â (1.1):

εn+ 1
2

= un+1 − un =

σ

2Nωe

N−1∑
k=0

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs

(
cos

2πk(n+ 1− s)
N

− cos
2πk(n− s)

N

)
=

− σ

Nωe

N−1∑
k=0

sin

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs

(
sin

2πk(n− s+ 1/2)

N

)
,

(1.27)

è äèôôåðåíöèðóÿ (1.24) íàõîäèì ôîðìóëó äëÿ àìïëèòóäû ñêîðîñòè n-îé ÷à-

ñòèöû:

vn =
σ

N

N−1∑
k=0

cos

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs cos
2πk(n− s)

N
. (1.28)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì èç ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè âûâåäåíà òîëüêî îäíà ÷àñòèöà. Áåç óìàëåíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî åå èíäåêñ n = 0, à ñêîðîñòü ïðè t = 0 ðàâíà v0, òîãäà çàâèñèìîñòè å¼

ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè ñâÿçåé (ñëåâà è ñïðàâà) è ñêîðîñòè îò âðåìåíè ñóòü:

u0 =
v0

2Nωe

N−1∑
k=0

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)
, (1.29)

ε± 1
2

= − v0

Nωe

N−1∑
k=0

sin
πk

N
sin

(
2ωet sin

πk

N

)
, (1.30)

v0 =
v0

N

N−1∑
k=0

cos

(
2ωet sin

πk

N

)
. (1.31)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìèêè îäíîìåðíî-

ãî êðèñòàëëà. Îäíàêî, ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ öåíòðà

ìàññ. Ïðè ðàññìîòðåíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì óäîáíî ïåðåõîäèòü â ñèñòåìó îòñ÷¼-

òà ñâÿçàííóþ ñ ñàìîé ñèñòåìîé, íå ó÷èòûâàÿ ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü ñèñòåìû,
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êàê öåëîãî. Îïðåäåëåíèå îäíèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà, òà-

êèõ êàê êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, ÷åðåç öåíòðèðîâàííûå âåëè÷èíû íåîáõî-

äèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü èõ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè ñèñòåìû. Ïðè

îïðåäåëåíèè äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê, òàêèõ êàê, äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé, íåîá-

õîäèìîñòè â ðàññìîòðåíèè òîëüêî öåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí íåò. Â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå äàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ öåíòðèðîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí, êîòî-

ðûå â äàëüíåéøåì è áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà êîëåáàíèé ýíåðãèé è

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

1.4 Íåöåíòðèðîâàííûå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû

Ââåä¼ì ñðåäíèå ïî ïðîñòðàíñòâó çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ÷àñòèö:

u
def

=
1

N

N∑
n=1

un , v
def

=
1

N

N∑
n=1

vn. (1.32)

Çäåñü è äàëåå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò ñðåäíåå ïî ïðîñòðàíñòâó. Âåëè÷èíû (1.32)

íå çàâèñÿò îò n è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ

ñèñòåìû. Äëÿ êîíå÷íûõ N ýòè âåëè÷èíû, â îòëè÷èå îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèé (1.9) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâûìè. Òîëüêî ïðèN →∞

âåëè÷èíû (1.32) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå êî-

íå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëîâ. Ââåä¼ì öåíòðèðîâàííûå ïåðåìåùåíèÿ è

ñêîðîñòè

ũn
def

= un − u , ṽn
def

= vn − v. (1.33)

Öåíòðèðîâàííûå âåëè÷èíû ũn è ṽn, â îòëè÷èå îò íåöåíòðèðîâàííûõ un è vn,

ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíî-îáúåêòèâíûìè: îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè ñìåùåíèè öåíòðà

ìàññ ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå òåïëîâûå

è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, ïðè÷¼ì ïîä ýíåðãåòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ïîíèìà-

þòñÿ òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñî êâàäðàòîì ñëó÷àéíûõ öåíòðèðîâàííûõ ñêîðîñòåé

÷àñòèö, à ïîä äèôôóçèîííûìè òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñî êâàäðàòîì ñëó÷àéíûõ

öåíòðèðîâàííûìè ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö.
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Ââåä¼ì êâàäðàòè÷íûå ïåðåìåííûå:

ξpq =M(upuq) , κpq =M(vpvq) , νpq =M(upvq), (1.34)

ãäåM � íåêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ðîäñòâåííûé îñðåäíåíèþ. Ïåðåìåííûå ξpq

áóäåì íàçûâàòü äèôôóçèîííûìè, κpq � òåïëîâûìè, à νpq � ñìåøàííûìè. Çà-

ìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîð îñðåäíåíèÿM (1.34) äåéñòâóåò íà íåéåíòðèðîâàí-

íûå âåëè÷èíû, â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ öåíòðèðîâàííûå âåëè÷è-

íû, êâàäðàòè÷íûå ïåðåìåííûå áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî: ξ̃p,q, κ̃p,q, ν̃p,q.

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðM ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âè-

äîâ:

M(Spq) = 〈Spq〉
def

= lim
I→∞

1

I

I∑
i=1

S ipq � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

M(Spq) = {Spq}
def

=
1

N

N∑
k=1

Sp+k,q+k � ñðåäíåå ïî ïðîñòðàíñòâó,

M(Spq) =
1

T

∫ T

0
Spq(t)dt � ñðåäíåå ïî âðåìåíè,

(1.35)

ãäå i � íîìåð ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèè, T � èíòåðâàë âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ. Ïîä

ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèÿìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ñèñòåìû, âñå ôèçè÷åñêèå è ñòàòè-

ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èäåíòè÷íû

äðóã äðóãó. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå ïî ïðîñòðàíñòâó èìååò ñìûñë ëèøü äëÿ ñè-

ñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, òîãäà êàê äëÿ ôèêñèðîâàííûõ

è ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîñ÷èòàòü åãî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-

ëîæåíèé íåâîçìîæíî, îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè íåóäîáíî òåì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû âî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

áóäåì îïðåäåëÿòü êâàäðàòè÷íûå ïåðåìåííûå, êàê êîâàðèàöèè ñîîòâåòñòâóùèõ

âåëè÷èí. Ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1.6)-(1.8) êîâàðèàöèè êâàäðàòè÷íûõ ïå-

ðåìåííûõ ñîâïàäàþò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí:

ξpq = 〈(up − 〈up〉)(uq − 〈uq〉)〉 = 〈upuq〉 ,

κpq = ... = 〈vpvq〉 , νpq = ... = 〈upvq〉.
(1.36)
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Â ÷àñòíîñòè, îäíîé èç âàæíåéøèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíîìåðíîãî

êðèñòàëëà ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà:

kBT
def

= m〈ṽ2p〉, (1.37)

ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (1.37) èñïîëüçóþòñÿ

öåíòðèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ṽp. Ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïå-

ðàòóðû (1.37) ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ çíà÷åíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåííî äàæå â

ñîñòîÿíèÿõ, äàë¼êèõ îò ðàâíîâåñèÿ, òîãäà êàê òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà

Tth îïðåäåëåíà ëèøü â ðàâíîâåñèè.

Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ äèôôóçèîí-

íûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ êâàäðàòà öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé 〈ũ2p〉.

Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî íàéòè ñâÿçü ìåæäó äèñïåðñèÿìè öåíòðèðîâàííûõ

è íåöåíòðèðîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íàõîäÿòñÿ

ôîðìóëû äëÿ íåöåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí.

Ôîðìóëà (1.28) ïîçâîëÿåò íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà íåöåí-

òðèðîâàííîé ñêîðîñòè:

〈v2p〉 =
σ2

N 2

N−1∑
k,n=0

cos

(
2ωet sin

πk

N

)
cos
(

2ωet sin
πn

N

)
·

N−1∑
s,r=0

〈ρsρr〉 cos
2πk(p− s)

N
cos

2πn(p− r)
N

=

σ2

2N

N−1∑
k,n=0

cos

(
2ωet sin

πk

N

)
cos
(

2ωet sin
πn

N

)
δNk−n =

σ2

N

N−1∑
k=0

cos2
(

2ωet sin
πk

N

)
(1.38)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.38) èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí (1.8) è òîæäåñòâî

N−1∑
s=0

cos
2πks

N
cos

2πns

N
=
N

2
δNk−n, (1.39)
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Ôîðìóëó (1.38) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

〈v2p〉 =
σ2

N

N−1∑
k=0

cos2
(

2ωet sin
πk

N

)
=
σ2

N

N−1∑
k=0

cos
(
4ωet sin πk

N

)
+ 1

2
=

σ2

2
+
σ2

2N

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
.

(1.40)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ (1.26) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå è äëÿ

äèñïåðñèè íåöåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé:

〈u2p〉 =
σ2

4Nω2
e

(
4ω2

et
2 +

N−1∑
k=1

sin2
(
2ωet sin πk

N

)
sin2 πk

N

)
. (1.41)

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî - îäíîðîäíîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû

(1.38) è (1.41) íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîãî èíäåêñà. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè

áóäóò ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,îïèñûâàþùèå äèíàìèêó íåöåí-

òðèðîâàííûõ êîâàðèàöèé.

1.5 Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ îïèñàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â îäíî-

ìåðíûõ êðèñòàëëàõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà êîððåëÿöèîííîì àíàëè-

çå, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà [96, 64, 62, 63, 77, 123]. Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðè-

àöèé (1.36) äà¼ò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé áàëàíñà äëÿ êîâàðèàöèé:

ξ̇pq = νpq + νqp , κ̇pq = Lpνpq + Lqνqp , ν̇pq = κpq + Lqξqp, (1.42)

ãäå èíäåêñ ïðè îïåðàòîðå L (1.6) óêàçûâàåò òîò èíäåêñ êîâàðèàöèè, íà êîòîðûé

äåéñòâóåò îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå, ïðè

êîòîðîì âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ

êîîðäèíàò. Òàêîå ñîñòîÿíèå ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, â áåñêîíå÷íîì èëè ïåðèî-

äè÷åñêîì îäíîìåðíîì êðèñòàëëå áåç äåôåêòîâ. Òîãäà äëÿ âñåõ âåëè÷èí, çàâè-

ñÿùèõ îò ïîçèöèîííûõ èíäåêñîâ p, q, êîâàðèàöèè çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè



34

èíäåêñîâ k
def

= q − p. Íàçîâ¼ì k êîððåëÿöèîííûì èíäåêñîì. Óðàâíåíèÿ (1.42)

ïðèìóò âèä:

ξ̇k = νn + ν−k , κ̇k = L(νk + ν−k) , ν̇k = κk + Lξk, (1.43)

ãäå èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî

Lp = Lq = Lk. (1.44)

Ñâîéñòâî (1.44) ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð Li
â âèäå:

Li = ω2
e∆

2
i , ∆2

i = hi + h−1i + 2 , ihui
def

= ui+1 , h−1i ui
def

= ui−1, (1.45)

ãäå hih
−1
i � îïåðàòîðû ñäâèãà íà i ÷àñòè âïðàâî èëè âëåâî ñîîòâåòñòâåííî. Çàìå-

òèì, ÷òî ñâÿçü ïîçèöèîííûõ èíäåêñîâ p, q è ïðîñòðàíñòâåííî-êîððåëÿöèîííîûõ

k, n èìååò âèä:

s
def

= p+ q , k = q − p. (1.46)

Îïåðàòîðû ñäâèãà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

hp = hsh
−1
n , hq = hshk. (1.47)

Òîãäà äëÿ âòîðûõ ðàçíîñòåé îòñþäà ïîëó÷àåì:

∆2
p = hsh

−1
k + h−1s hk − 2 , ∆2

q = hshk + h−1s h−1k − 2. (1.48)

Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî èíäåêñà k, ñëåäîâàòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü hk = 1 è

ôîðìóëû (1.48) ïðèíèìàþò âèä

∆2
p = ∆2

q = h−1s + hs − 2, (1.49)

îòêóäà ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îò êîðåëÿöèîííîãî èíäåêñà

â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå.

Èç óðàâíåíèé (1.43) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå èíòåãðèðóåìîå ñîîòíîøå-

íèå:

κ̇k = Lξk , ν̇k = ν̇−k. (1.50)
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Èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõ äà¼ò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:

κk − Lξk = ε0k , νk − ν−k = 2µ0k, (1.51)

ãäå µk = 1
2(νk−ν−k), à ε0k � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ñìûñë êîâàðèàöèîííîé ýíåðãèè.

Êîíñòàíòû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè, îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (îíè

ðàâíû çíà÷åíèÿì ëåâûõ ÷àñòåé ïðè t = 0). Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî

âðåìåíè óðàâíåíèé (1.43) äà¼ò

ξ̈k = 2(κk + Lξk) , κ̈k = 2L(κk + Lξk) , ν̈k = 2L(νk + ν−k). (1.52)

Çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïî-

ìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (1.51):

ξ̈k − 4Lξk = 2ε0k , κ̈k − 4Lκk = −2Lε0k , ν̈k − 4Lνk = 4µ0−k. (1.53)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñî-

îòíîøåíèé (1.52)

λk
def

= κk + Lξk , ηk
def

=
1

2
(νk + ν−k), (1.54)

òî äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1.53), íî îäíîðîäíûå:

λ̈k − 4Lλk = 0 , η̈k − 4Lηk = 0. (1.55)

Óðàâíåíèÿ (1.55) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ ïðè L, ñîâïàäàþò ñ èñ-

õîäíûì óðàâíåíèåì (1.6) äèíàìèêè êðèñòàëëà. Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.55)

îñòàëüíûå ïåðåìåííûå íàõîäÿòñÿ èç (1.51) è (1.54):

κk =
1

2
λk +

1

2
ε0k , Lξk = −1

2
λk +

1

2
ε0k , νk = ηk + µ0k. (1.56)

Ïîäñòàíîâêà (1.56) â (1.53) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ êîâàðèàöèé äåéñòâè-

òåëüíû ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

κ̈k = 2λk , ξ̈k = 2Lλk , ν̈k = 4Lηk. (1.57)

Ââåä¼ííûå âûøå êîâàðèàöèè κ̃k è ξ̃k òåñíî ñâÿçàíû ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè êðèñòàëëà. Ââåä¼ì îáîáù¼ííûå êèíåòè÷åñêóþ K è ïîòåíöèàëüíóþ
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P ýíåðãèè:

Kk =
1

2
mκk , Pk =

1

2
mω2

eπk , πk
def

= 〈εn+ 1
2
εn+k+ 1

2
〉. (1.58)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñóòü îáîá-

ù¼ííûå ýíåðãèè (1.58) ñ íóëåâûì èíäåêñîì. Íàéä¼ì ñâÿçü êîâàðèàöèè äåôîð-

ìàöèé πk ñ êîâàðèàöèÿìè ïåðåìåùåíèé εk â ðàññìàòðèâàåìîì êðèñòàëëå (1.6)

ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.7):

πk =〈εn+ 1
2
εn+k+ 1

2
〉 = 〈(un − un−1)(un+k − un+k−1)〉 =

〈unun+k〉 − 〈unun+k−1〉 − 〈un−1un+k〉+ 〈un−1un+k−1〉 =

2ξk − ξk−1 − ξk+1 = −Lξk/ω2
e .

(1.59)

Âåëè÷èíû

Lk = Kk − Pk , Ek = Kk + Pk (1.60)

áóäåì íàçûâàòü îáîáù¼ííûì ëàãðàíæèàíîì è îáîáù¼ííîé ýíåðãèåé ñîîòâåò-

ñòâåííî, à âåëè÷èíó

λk = κk + Lξk = κk − ω2
eπk (1.61)

� ïðèâåä¼ííûì ëàãðàíæèàíîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåä¼ííûé ëàãðàíæèàí ïðî-

ïîðöèîíàëåí îáîáù¼ííîìó ëàãðàíæèàíó: Lk = m
2 λk. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòî-

ÿùåì ðàçäåëå áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå äåòåðìèíèðîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà, ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó êîâàðèàöèÿìè è

ýíåðãèòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèñòàëëà.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè áóäåò ïîêàçàíî, êàê íåöåíòðèðîâàííûå êîâàðèàöèè ñâÿ-

çàíû ñ ìàòåðèàëüíî-îáúåêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèñòàëëà � öåíòðèðî-

âàííûìè êîâàðèàöèÿìè.

1.6 Öåíòðèðîâàííûå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèé

ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé âåëè÷è-

íû ñ îäíèì ïðîñòðàíñòâåííûì èíäåêñîì:

{fn}
def

=
1

N

N−1∑
s=0

fn, (1.62)

è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

u
def

= {un} , v
def

= {vn} , ρ
def

= {ρn} =
%√
N
, (1.63)

ãäå % � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷-

íîé äèñïåðñèåé:

〈ρ2〉 =
1

N
. (1.64)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ u (1.63) â óðàâíåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äèíà-

ìèêè êðèñòàëëà (1.6)-(1.7) äà¼ò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ü = v̇ = 0 , u

∣∣∣∣
t=0

= 0. (1.65)

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ, òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü � êîí-

ñòàíòà, à å¼ çíà÷åíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

v = v

∣∣∣∣
t=0

= σρ. (1.66)

Ââåä¼ì öåíòðèðîâàííóþ ñêîðîñòü:

ṽn = vn − v. (1.67)

Êîâàðèàöèÿ öåíòðèðîâàííûõ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâèìî â ñëåäóþùåì âèäå:

κ̃k
def

= 〈ṽnṽn+k〉 = 〈vnvn+k〉 − 〈vnv〉 − 〈vvn+k〉+ 〈v2〉. (1.68)

Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (1.68) c ó÷¼òîì (1.64) ðàâíû:

〈vnv〉 = 〈vn+kv〉 =
1

N

N−1∑
s=0

〈vnvn+s〉 =
1

N

N−1∑
s=0

κs , 〈v2〉 = σ2〈ρ2〉 =
σ2

N
, (1.69)

îòñþäà, ïîëó÷àåì:

κ̃k = κk −
2

N

N−1∑
s=0

κs +
σ2

N
. (1.70)
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Óïðîñòèì âûðàæåíèå (1.70). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì êîâàðèàöèþ ñêîðîñòåé κk (1.42):

κ̇k = 2Lνk. (1.71)

Âûðàçèì ñóììó âñåõ ïðîèçâîäíûõ êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé ÷åðåç íîâóþ ïåðåìåí-

íóþ:

N−1∑
k=0

κ̇k = 2
N−1∑
s=0

Lνk = 2((νN−1 − 2ν0 + ν1) + (ν0 − 2ν1 + ν2) + ...) + ...

+(νN−2 − 2νN−1 + ν0) = 0.

(1.72)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
N−1∑
k=0

κk = const. (1.73)

Çíà÷åíèå êîíñòàíòû â âûðàæåíèè (1.73) îïðåäåëèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

t = 0 :
N−1∑
k=0

κk =
N−1∑
k=0

〈vnvn+k〉 = σ2
N−1∑
k=0

〈ρnρn+k〉 = σ2
N−1∑
k=0

δk = σ2. (1.74)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.73) â (1.70) ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó öåíòðèðîâàííûìè è íåöåíòðè-

ðîâàííûìè êîâàðèàöèÿìè:

κ̃k = κk −
2σ2

N
+
σ2

N
= κ̃k = κk −

σ2

N
(1.75)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà öåíòðèðîâàííîé ñêîðîñòè,

ïðîïîðöèîíàëüíîå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ïîëó÷àåòñÿ èç êâàäðàòà ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåöåíòðèðîâàííîé ñêîðîñòè îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ñëàãà-

åìîãî â ñóììå (1.38) èëè (1.40):

〈ṽ2p〉 =
σ2

N

N−1∑
k=1

cos2
(

2ωet sin
πk

N

)
=
σ2

2
+
σ2

2N

N−1∑
k=1

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
. (1.76)

Èíûìè ñëîâàìè íåöåíòðèðîâàííàÿ äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé 〈v2p〉 îïðåäåëÿåòñÿ

ñóììîé îò 0 äî N, à öåíòðèðîâàííàÿ äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé 〈ṽ2p〉 � òîé æå ñóììîé,

íî îò 1 äî N .

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîâàðèàöèþ öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé

〈ũpũq〉 = 〈upuq〉 − 〈upu〉 − 〈uqu〉+ 〈u2〉. (1.77)
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Äèñïåðñèÿ ñðåäíåãî ïåðåìåùåíèÿ (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (1.77))

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âîçâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ u = vt â êâàäðàò è ïîñëåäóþùåé

ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå äëÿ 〈v2〉 (âòîðîå âûðàæåíèå (1.69)):

〈u2〉 =
σ2t

N
. (1.78)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïåðâîìó âûðàæåíèþ èç (1.69) è (1.74) èìååì:

〈upv〉̇ = 〈vpv〉+ 〈upv̇〉 =
σ2

N
. (1.79)

Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå (1.79) ïî âðåìåíè íàõîäèì:

〈upv〉 =
σ2t

N
, 〈upu〉 =

σ2t2

N
= 〈u2〉, (1.80)

ãäå èñïîëüçîâàíî up

∣∣∣∣
t=0

= 0. Ââåäÿ êîâàðèàöèîííûé èíäåêñ k = p−q âûðàæåíèå

äëÿ êîâàðèàöèè öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé ïðèìåò âèä:

ξ̃k
def

= 〈ũnũn+k〉 = ξk − 〈u2〉 = ξk −
σ2t2

N
, (1.81)

Îòñþäà, èç âûðàæåíèÿ (1.41) äëÿ äèñïåðñèè öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé ïî-

ëó÷àåì

〈ũ2p〉 =
σ2

N

N−1∑
k=1

sin2 (Ωkt)

Ωk
, Ωk

def

= 2ωet sin
πk

N
. (1.82)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ïåðåìåííûõ

� äèñïåðñèé öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé (1.82) è öåíòðèðîâàííûõ ñêîðî-

ñòåé (1.76). Äàííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ïåðåõîä-

íûõ ïðîöåññîâ, ðåàëèçóþùèåñÿ â áåñêîíå÷íîì îäíîìåðíîì êðèñòàëëå.

Íàñòîÿùèå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóò¼ì àíàëèçà êîâàðèàöèé, äëÿ

êîòîðûõ, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì çàïèñàòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé. Àíàëèç êîâàðèàöèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ îáùåãî

âèäà äëÿ îáøèðíîãî êëàññà çàäà÷ � â ýòîì ñîñòîèò åãî ïðåèìóùåñòâî ïåðåä

èçëîæåííûì âûøå ðåøåíèåì.
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1.7 Êîëåáàíèÿ ýíåðãèé ïðè ìãíîâåííîì òåïëîâîì âîçìó-

ùåíèè

Âûøå áûëî ïîêàçàíî äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðèàöèé (1.36) ñ ó÷¼òîì óðàâ-

íåíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè (1.6) ïðèâîäèò ê çàìêíóòîé ñèñòåìå äèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé äëÿ êîâàðèàöèé (1.53). Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé � ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæè-

àíà (1.55). Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìîòðèì äèíàìèêó êîâàðèàöèé äëÿ êðèñòàëëà

ïîäâåðãíóòî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåïëîâîìó óäàðó (1.6) � (1.7). Íà-

÷àëüíîé çàäà÷å (1.6) � (1.7) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ

ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà:

λk = κk + Lξk , λ̈k = 4Lλk,

t = 0 : λk = σ2δNk , λ̇k = 0.
(1.83)

Èç óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè (âòîðîå óðàâíåíèå (1.6)) ñëåäóþò àíàëîãè÷íûå óñëî-

âèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ êîâàðèàöèé è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàí-

æèàíà:

ξk+N = ξk , κk+N = κk , νk+N = νk , λk+N = λk. (1.84)

Òàêèì îáðàçîì äâå çàäà÷è îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òî÷íîñòüþ äî êîýô-

ôèöèåíòîâ: çàäà÷à äëÿ êîâàðèàöèé (1.84) è íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîãî

êðèñòàëëà (1.6). Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ êîâàðèàöèé (1.84) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

ïðèìåíåíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê íà÷àëüíîé çàäà÷å (1.83):

λ̈∗s + 4L∗λ∗s = 0,

t = 0 : λ∗s = σ2 , λ̇s = 0,
(1.85)

ãäå

L∗ = 4ω2
e sin2 πs

N
, λ∗s =

N−1∑
k=0

λke
−2πisk
N (1.86)

(ñì. çàäà÷ó íà ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö êðèñòàëëà (1.18)). Ðåøåíèå çàäà÷è (1.85)

åñòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèå:

λ∗s = σ2 cos
(

4ωet sin
πs

N

)
. (1.87)
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Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóðüå äëÿ λ∗s äà¼ò

λk =
σ2

N

N−1∑
s=0

cos
(

4ωet sin
πs

N

)
ei

2πks
N . (1.88)

Èçâëåêàÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü èç âûðàæåíèÿ (1.88)

λk =
σ2

N

N−1∑
s=0

cos qsn cos(2Ωst) , qs
def

=
2πs

N
, Ωs

def

= 2ωe sin
πs

N
. (1.89)

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ λk êîâàðèàöèè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé íàõîäÿòñÿ èç ñîîò-

íîøåíèé (1.56)-(1.57):

2κk = λk + ε0k , ξ̈k = 2λk , ξk|t=0 = 0 , ξ̇k|t=0 = 0; (1.90)

à äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè êîâàðèàöèé

ïðè k = 0. Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ èç ôîðìóë (1.90) äëÿ κn|n=0 íàõîäèì

κ0 =
σ2

2
+
σ2

2N

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
, (1.91)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.40).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîâàðè-

àöèþ ñêîðîñòåé ñ íóëåâûì èíäåêñîì: κ0:

K def

=
m

2
κ̃0, (1.92)

ãäå κ̃0 � êîâàðèàöèÿ öåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí (1.76):

κ̃0 =
σ2

2
+
σ2

2N

N−1∑
k=1

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
=

σ2

2

(
1− 2

N

)
+
σ2

2N

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
.

(1.93)

Íèæå ïîä ¾êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé¿ áóäåò âñåãäà ïîäðàçóìåâàòüñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó áåñêîíå÷íî êðè-

ñòàëëà N → ∞ â âûðàæåíèè (1.93), ñîãëàñíî ôîðìóëå 9.1.22 [1] êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ èìååò ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

K =
mσ2

4
+
mσ2

4

∫ ∞
0

cos (4ωet sin(πx)) dx =
mσ2

4
+
mσ2

4
J0(4ωet). (1.94)
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êðèñòàëëà ìîæåò áûòü íàéäåíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (1.51):

P =
m

C
π̃0 = −m

C
Lξ̃0 = −m

C
(ε̃00 − κ̃0), (1.95)

÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà ñ èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèÿ (1.94) äà¼ò

P = −m
C

(
σ2

2
− σ2

2
J0(4ωet)

)
, (1.96)

Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà (1.37) òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà κ0:

T =
m

kB
κ̃0, (1.97)

Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíû êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â îäíîìåð-

íîì êðèñòàëëå. Ïî âèäèìîìó, âïåðâûå, êîâàðèàöèîííûé àíàëèç äëÿ èçó÷åíèÿ

Ðèñ. 1.1: Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû êîëåáàíèÿ àìïëèòóä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè P â áåñêîíå÷íîì êðè-
ñòàëëå ïîñëå ìãíîâåííîé íàãðóçêè ïðè t = 0, τ = 2π

ωe
� íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà

êðèñòàëëà.

êîëåáàíèé ýíåðãèé â îäíîìåðíûõ êðèñòàëëàõ èñïîëüçîâàí â ðàáîòå À.Ì. Êðèâ-

öîâà [62].



Ãëàâà 2

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

Áåç ôàíòàçèè íåò èñêóññòâà,

êàê íåò è íàóêè.

Ôåðåíö Ëèñò

2.1 Ââåäåíèå

Â êðèñòàëëè÷åñêèõ òåëàõ ðåàëèçóþòñÿ òåïëîâûå ïðîöåññû ñ ðàçëè÷íûìè ìàñ-

øòàáàìè õàðàêòåðíûõ âðåì¼í. Óñëîâíî, âñå ïðîöåññû ìîæíî ðàçäåëèòü íà áûñò-

ðûå è ìåäëåííûå, ãäå ïåðâûå îòâå÷àþò çà ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñòåïå-

íÿì ñâîáîäû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåõîäó êðèñòàëëè÷åñêîé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå

òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ìåäëåííûå ïðîöåññû ñâÿçàíû ñ ïåðåíîñîì òåïëà â ñèñòå-

ìå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü áûñòðûõ ïðî-

öåññîâ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, òåõíîëîãèè ãåíåðàöèè ôåìòîñåêóíäíûõ [99, 69, 113]

è àòòîñåêóíäíûõ [114, 74, 25] ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ïîçâîëÿò â áëèæàéøåì áó-

äóùåì ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó èçëîæåííîé òåîðèè.

Ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé çàñòàâèëî îáðàòèòü âíèìàíèå èñ-

ñëåäîâàòåëåé íà ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå êîíå÷íîå ÷èñëî àòîìîâ [36, 68, 85, 50].

Òåïëîâûå è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â òàêèõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ

îò ïðîöåññîâ â áåñêîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ. Ýòè îòëè÷àÿ ñâÿçàííû ñ îãðàíè÷åííî-

ñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ áûñòðûå òåïëîâûå ïðîöåññû â êîíå÷íûõ

êðèñòàëëàõ, èíèöèèðîâàííûå ìãíîâåííûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì. Ïîêàçàíî,

43
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÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ ïåðèîäè÷åñêè ñàìîïðîèçâîëüíî âîçîáíîâëÿþòñÿ ðåçêèå

¾âñïëåñêè¿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû � ðåàëèçóåòñÿ

ÿâëåíèå ¾òåïëîâîãî ýõà¿.

2.2 Äèíàìèêà êîâàðèàöèé

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàííàÿ âûøå ìîäåëü îäíîìåðíîãî êðè-

ñòàëëà, ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.6). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñî-

îòâåòñòâóþò ìãíîâåííîìó òåïëîâîìó óäàðó (1.7):

ün = Lun
def

= ω2
e(un−1 − 2un + un+1) , ωe

def

=

√
C

m
,

u0 = uN , uN+1 = u1,

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn.

(2.1)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå ñóùåñòâåííûì

ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö N â ðàññìàòðèâàåìîì êðèñòàëëå êîíå÷íî,

õîòü è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêî.

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà ÿâëÿåòñÿ êè-

íåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà T , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì 〈...〉 êâàäðàòà öåíòðèðîâàííîé ñêîðîñòè ṽk. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîð-

ìóëà äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T
def

=
m

kB
〈ṽ2k〉,

ṽk
def

= vk − v̄ , v̄
def

=
1

N

N−1∑
k=0

vk.
(2.2)

ãäå v̄ � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

Ïîëó÷åíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

âîçìîæíî â ðàìêàõ êîâàðèàöèîííîãî àíàëèçà [64, 62, 77]. Êàê áûëî ïîêàçàíî

âûøå, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå êîâàðèàöèé öåíòðèðîâàííûõ è íåöåí-

òðèðîâàííûõ ñêîðîñòåé

κn
def

= 〈vkvk+n〉 , κ̃n
def

= 〈ṽkṽk+n〉 (2.3)
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ÿâëÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äâèæåíèå ïàð ÷àñòèö. Âçàèìî-

ñâÿçü ìåæäó êîâàðèàöèÿìè öåíòðèðîâàííûõ è íåöåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí äà-

¼òñÿ ôîðìóëîé (1.70):

κ̃n
def

= κn −
σ2

N
. (2.4)

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ öåíòðèðîâàííûõ êîâàðèàöèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïó-

òåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîâàðèàöèé (2.3) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (2.1):

¨̃κn − 4Lκ̃n = −2Lκ̃0n,

t = 0 : κ̃n = κ̃0n
def

= σ2δNn −
σ2

N
, ˙̃κn = 0,

(2.5)

ãäå δNn � îáîáù¼ííûé ñèìâîë Êðîíåêåðà, òàêîé ÷òî δNn = 1 äëÿ n, äåëÿùèõñÿ

íà N (âêëþ÷àÿ n = 0), âî âñåõ èíûõ ñëó÷àÿõ δNn = 0.

Êàê è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî, çàäà÷à äëÿ êî-

âàðèàöèé (2.5) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíà íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ îäíîìåðíîãî

êðèñòàëëà (1.6). Îñíîâíîå îòëè÷èå íà÷àëüíûõ çàäà÷ (2.5) è (1.6)�(1.7) ñîñòîèò

â ñëåäóþùåì: çàäà÷à (2.5) îïèñûâàåò äèíàìèêó äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí

κ̃n, îäíàêî æå íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.6)�(1.7) � ñòîõàñòè÷åñêèõ âåëè÷èí uk. Ïðè

ýòîì, ãëàâíîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: äëÿ çàäà÷è (2.5) îíè

äåòåðìèíèðîâàíû, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ çàäà÷è (1.6)�(1.7) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

� ñòîõàñòè÷åñêèå.

Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.2),

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =
m

kB
κ̃n

∣∣∣∣
n=0

=
m

kB

(
κn −

σ2

N

)∣∣∣∣
n=0

, (2.6)

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìíåòîäîì Ôóðüå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (2.5).

ñò
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2.3 Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.5) ïðåäñòàâèì ìåòîäîì Ôóðüå. Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå Ôóðüå

ïðåîáðàçîâàíèå

κ∗k =
N−1∑
n=0

κ̃ne
−2πikn
N (2.7)

ê çàäà÷å (2.5) äà¼ò ñëåäóþùóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó:

¨̌κk + 4Lκ̌k = 0,

t = 0 : κ̌k =
σ2

2
− σ2δk , ˙̌κk = 0,

(2.8)

ãäå

κ̌k = κ∗k −
σ2

2
, L = 4ω2

e sin2 πk

N
. (2.9)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (2.8) ïðåäñòàâèìî â âèäå:

κ̌k =
σ2

2
(1− 2δk) cos

(
4ωet sin

πk

N

)
, (2.10)

îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ κ∗k:

κ∗k =
σ2

2
(1− 2δk) cos

(
4ωet sin

πk

N

)
+
σ2

2
. (2.11)

Îáðàòíîå ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå äà¼ò çíà÷åíèå öåíòðèðîâàííîé êîâàðèàöèè ñêî-

ðîñòåé

κ̃n =
1

N

σ2

2

N−1∑
k=0

(
1 + cos

(
4ωet sin

πk

N

))
ei

2πnk
N − σ2

N
. (2.12)

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò ëèøü êîâàðèàöèÿ κ̃n|n=0 êîòîðàÿ ïðîïîðöèî-

íàëüíà òåìïåðàòóðå:

κ̃n|n=0 =
σ2

2

(
1− 2

N

)
+

1

N

σ2

2

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
. (2.13)

Âûðàæåíèå (2.13) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

κ̃n|n=0 =
σ2

2

(
1− 1

N

)(
1− 1

N − 1

)
+

1

N

σ2

2

(
1− 1

N

)(
1 +

1

N − 1

)N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
.

(2.14)
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Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (2.14) â òåðìèíàõ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Ñïåðâà

çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.5) è ôîðìóëå (2.6) ñêà÷îê òåìïå-

ðàòóðû, ïåðâîíà÷àëüíî âûçâàííûé òåïëîâûì âîçìóùåíèåì åñòü

∆T
def

=
m

kB
κ̃0n

∣∣∣∣
n=0

= σ2
(

1− 1

N

)
. (2.15)

Âûðàæåíèå (2.14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùèì âèäå äëÿ òîãî, ÷òîáû

ó÷åñòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñêà÷êó òåìïåðàòóðû, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè ∆T :

T = TE +
δT

2N

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
(2.16)

ãäå

TE
def

=
∆T

2

(
1− 1

N − 1

)
, δT

def

= ∆T

(
1 +

1

N − 1

)
. (2.17)

Âåëè÷èíó TE áóäåì íàçûâàòü ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðîé. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî

êðèñòàëëà êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñòðåìèòñÿ ê TE, â ñëó÷àå æå êîíå÷íîãî

êðèñòàëëà òåìïåðàòóðà ñöèíòèëëèðóåò â îêðåñòíîñòè TE.

Âûðàæåíèå (2.16) òî÷íî îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà ïîñëå ìãíîâåííîãî òåïëîâîãî âîçìóùå-

íèÿ. Ïðèâåä¼ííàÿ çàâèñèìîñòü óäîáíà äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, îäíàêî ïðàê-

òè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà âûçûâàåò

òðóäíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ íàèáîëåå èíòåðåñíîãî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ñëó÷àÿ, ïðè ðàññìîòðåíèè êðèñòàëëîâ, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëå ÷à-

ñòèö N ôîðìóëà (2.16) ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì âñå

ñëàãàåìûå ðàâíîïðàâíû, ÷òî íå äà¼ò âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü êàêèì òî èõ êî-

ëè÷åñòâîì. Ïîýòîìó íèæå âûâîäèòñÿ àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òåì-

ïåðàòóðû êðèñòàëëà, âûðàæåííîå ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ � áîëåå óäîáíîå äëÿ

àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òîæäåñòâî [1]:

cos(z sinϑ) =
∞∑

p=−∞
J2p(z) cos(2p ϑ), (2.18)
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ãäå J2p(t) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà 2p. Ïðîèçâåä¼ì ïîäñòàíîâ-

êó ϑ = πk/N â âûðàæåíèå (2.18) è ïðîñóììèðóåì ïî k. Òîãäà ñïðàâà ïîëó÷èì

1

N

N−1∑
k=0

cos(z sin
πk

N
) =

∞∑
p=−∞

J2p(z)
1

N

N−1∑
k=0

cos

(
2p
πk

N

)
. (2.19)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà êðàòíûõ óãëîâ êîñèíóñà, ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

1

N

N−1∑
k=0

cos

(
p

2πk

N

)
= δNp , (2.20)

ãäå δNp � ïåðèîäè÷åñêèé äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà: δNp = 1, åñëè p äåëèòñÿ íàN ,

èíà÷å δNp = 0. Ñóììà êîñèíóñîâ íåñêîëüêèõ óãëîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê

ñóììà êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ, êàê ñóììà ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèè:

N−1∑
k=0

cos kφ = Re
N−1∑
k=0

eikφ = Re

(
eiNφ − 1

eiφ − 1

)
= Re

(eiNφ − 1)(e−iφ − 1)

(eiφ − 1)(e−iφ − 1)
=

= Re
ei(N−1)φ − eiNφ − e−iφ + 1

2− eiφ − e−iφ
=

cos((N − 1)φ)− cosNφ− cosφ+ 1

2(1− cosφ)
=

=
sin((2N − 1)φ2 ) sin φ

2 + sin2 φ
2

2 sin2 φ
2

=
1

2
+

sin((2N − 1)φ2 )

2 sin φ
2

=
sin(N φ

2 ) cos((N − 1)φ2 )

sin φ
2

=

=
1

2
sin(Nφ)ctg

φ

2
+ sin2

(
N
φ

2

)
(2.21)

Ïîäñòàíîâêà φ = 2πp/N â (2.21) äà¼ò íàì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

1

N

N−1∑
k=0

cos

(
p

2πk

N

)
=

sin(2πp)

2N
ctg

πp

N
+

sin2(πp)

N
. (2.22)

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.22) sin2(πp)/N äëÿ

âñåõ öåëûõ p ðàâíî íóëþ. Äëÿ âñåõ öåëûõ p ìíîæèòåëü sin(2πp)/2N â ïåðâîì

ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.22) òàêæå ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ âñåõ p ïðè êîòîðûõ êîòàíãåíñ â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè âûðà-

æåíèÿ (2.22) ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âûðàæåíèå (2.22) ðàâíî íóëþ.

Ïðè çíà÷åíèÿõ p äåëÿùèõñÿ íà N , â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.22) âîçíèêàåò

íåîïðåäåë¼ííîñòü è çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (2.22) ìîæíî âû÷èñëèòü êàê çíà÷åíèå
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ñóììû â ëåâîé ÷àñòè: îíî ðàâíî 1, òàê êàæäîå ñëàãàåìîå (êîñèíóñ êðàòíîãî óã-

ëà) ðàâíî 1. Îêîí÷àòåëüíî, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (2.20), à äëÿ (2.19) ïîýòîìó

ïîëó÷àåì:

1

N

N−1∑
k=0

cos

(
z sin

πk

N

)
=

∞∑
p=−∞

J2p(z)δNp , (2.23)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè δNp (2.20), âûðàæåíèå (2.23),

èìååò âèä:

1

N

N−1∑
k=0

cos

(
z sin

πk

N

)
=

∞∑
p=−∞

J2pN(z). (2.24)

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîé ôîðìóëû â âûðàæåíèå (2.16) äàåò

T = TE +
δT

2

∞∑
p=−∞

J2pN(4ωet) =

= TE +
δT

2
J0(4ωet) + δT

∞∑
p=1

J2pN(4ωet),

(2.25)

ãäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî J−2pN ≡ J2pN , a TE è δT îïðåäåëåíû â (2.17). Òàêèì

îáðàçîì, êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðàâíîâåñíàÿ

òåìïåðàòóðà ïëþñ ñóììà ÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ôóíêöèÿì Áåññåëÿ êðàò-

íûõ ïîðÿäêîâ.

Îáà âûðàæåíèÿ (2.16) è (2.25) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, íî âûðàæåíèå (2.25) áîëü-

øå ïîäõîäèò äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî

öåëî÷èñëåííîãî èíäåêñà µ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jµ(x) ïî÷òè ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ

ïîëîæèòåëüíûõ x âïëîòü äî îêðåñòíîñòè òî÷êè x = µ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êî-

íå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ äà¼ò çàìåòíûé âêëàä

â ïðåäñòàâëåíèå (2.25).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ðÿä

S(x) = J0(x) + 2Jµ(x) + 2J2µ(x) + ...+ 2Jpµ(x) + ... (2.26)

Ãðàôèêè äëÿ S(x) è ïåðâûå òðè ÷ëåíà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.26) ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.1.

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè1 äëÿ âñåãî èíòåðâàë [0, µ) ñóììà S(x) îïðåäå-

1Çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè ïðàâîé ãðàíèöû x = µ. Øèðèíà ýòîé îêðåñòíîñòè ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (2.45)



50

ëÿåòñÿ òîëüêî ïåðâûì ñëàãàåìûì â âûðàæåíèè (2.26). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïî÷òè

âñåãî èíòåðâàëà [µ, 2µ) ñóììà S(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè

è ò.ä.
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Ðèñ. 2.1: Ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ êðàòíûìè ïîðÿäêàìè µ = 103 (òðè âåðõíèõ ãðà-
ôèêà); ñóììà ôóíêöèé Áåññåëÿ (íèæíèé ãðàôèê).
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Åñëè êðèñòàëë èìååò íåíóëåâóþ íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó T0 äî òåïëîâîãî

âîçìóùåíèÿ, òîãäà ðàâíîâåñíàÿ òåìïåðàòóðà (2.17) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé

÷ëåí T0:

TE
def

= T0 +
∆T

2

(
1− 1

N − 1

)
, (2.27)

â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèÿ (2.25) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

ñèñòåì. Ïóñòü

T̃
def

= T − TE =
δT

2

J0(4ωet) + 2
∞∑
p=1

J2pN(4ωet)

 , (2.28)

ãäå δT = ∆T
(

1 + 1
N−1

)
(2.17), ∆T � ñêà÷îê òåìïåðàòóðû, òî åñòü ðàçíîñòü

ìåæäó òåìïåðàòóðîé êðèñòàëëà â ìîìåíò âðåìåíè ñðàçó ïîñëå òåìïåðàòóðíîãî

âîçìóùåíèÿ è òåìïåðàòóðîé â ìîìåíò âðåìåíè, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâó-

þùèé òåìïåðàòóðíîìó âîçìóùåíèþ. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (2.28), ðàâíî-

âåñíàÿ òåìïåðàòóðà TE � ýòî òåìïåðàòóðà, äîñòèãàåìàÿ êîãäà N →∞, t→∞

(ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà).

2.4 Îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

2.4.1 Òåïëîâîå ýõî

Ñîãëàñíî òåîðåìå î âèðèàëå [115, 47] â ãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îñðåäí¼ííûå ïî

âðåìåíè çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñòðåìèòñÿ ê îäíîé

è òîé æå âåëè÷èíå. Ðàíåå ïðîâåä¼ííûå èññëåäîâàíèÿ [62, 75] ïîêàçàëè, ÷òî â

îäíîìåðíîì áåñêîíå÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå ýòîò ïðîöåññ óðàâíîâåøè-

âàíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîëåáàíèÿìè ýíåðãèè (è, ñëåäîâàòåëüíî, òåìïåðàòóðû),

îïèñûâàåìûìè ôóíêöèåé Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.25)

òîò æå ïðîöåññ â êîíå÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå îïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì

ðÿäîì ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ êðàòíûìè ïîðÿäêàìè.

Ýòî ÿâëåíèå, ïðîÿâëÿþùååñÿ â ðåçêîì ïîâûøåíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé êè-

íåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òåïëîâûì ýõîì, ìîæíî èíòåðïðå-
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òèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (2.1) â ñèëó ëèíåéíî-

ñòè ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ N çàäà÷ äëÿ êàæäîé

îòäåëüíîé ÷àñòèöû, ãäå òîëüêî ýòîé îïðåäåë¼ííîé ÷àñòèöå áûëà ïåðåäàíà ñëó-

÷àéíàÿ ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷å îò âûâåäåííîé èç ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû óïðóãèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

âïðàâî è âëåâî ïî êðèñòàëëó, à ñóïåðïîçèöèÿ ýòèõ âîëí äëÿ âñåõ ÷àñòèö îïèñû-

âàåò òåïëîâîé ïðîöåññ â êðèñòàëëå. Òàê êàê êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì

(çàìêíóòûì â êîëüöî), óïðóãèå âîëíû âñòðå÷àþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ïîñëå òîãî,

êàê îíè ïðîøëè ïîëîâèíó äëèíû êðèñòàëëà. Òàê êàê âñå ÷àñòèöû ïîäâåðãà-

þòñÿ âîçìóùåíèþ ìãíîâåííî, óïðóãèå âîëíû, èíèöèèðóåìûå êàæäîé ÷àñòèöåé,

âñòðå÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî, âûçûâàÿ ðåçêîå êðàòêîâðåìåííîå ïîâûøåíèå êèíå-

òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñèñòåìû � ïåðâîå òåïëîâîå ýõî. Çàòåì âîëíû äâèæóòñÿ

äàëüøå è âñòðå÷àþòñÿ ñíîâà � ðåàëèçóåòñÿ âòîðîå òåïëîâîå ýõî è òàê äàëåå.

Êàæäîå òåïëîâîå ýõî (2.25) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà 2pN ,

ãäå p = 1, 2, 3, ... � ÷èñëî ðåàëèçàöèé òåïëîâîãî ýõà.

Êðèñòàëë � ýòî äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà c äèñïåðñèåé � ñêîðîñòü âîëíû çàâè-

ñèò îò å¼ äëèíû. Íàèáîëåå áûñòðûìè ÿâëÿþòñÿ äëèííûå âîëíû, êîòîðûå ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà cs = aωe [12, ?], ãäå a � øàã ðåøåòêè, à

ωe � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà (1.6). Ýòè âîëíû âñòðå÷àþòñÿ ïîñëå òîãî, êàê îíè

ïðîõîäÿò ïîëîâèíó äëèíû êðèñòàëëà, ïîýòîìó ïåðèîä òåïëîâîãî ýõà âûðàæàåò-

ñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

τ0 =
L

2cs
=

N

2ωe
, (2.29)

ãäå L = Na � äëèíà êðèñòàëëà. Êîëè÷åñòâî ñîáûòèé ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî

ýõà â ñèñòåìå äî ìîìåíòà âðåìåíè t ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ

t/τ0. Áîëåå êîðîòêèå âîëíû ìåäëåííåå è âñòðå÷àþòñÿ ïîçæå � ïîýòîìó òåïëîâîå

ýõî èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ñëåäóþùåå òåïëîâîé ýõî

ìåíåå çàìåòíî.
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Âðåìÿ t = pτ0 ìû áóäåì íàçûâàòü îïîðíûì âðåìåíåì äëÿ òåïëîâîãî ýõà ñ íî-

ìåðîì p. Ê ýòîìó âðåìåíè äëèííûå âîëíû îò íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ

âñòðåòèëèñü p ðàç, âûçâàâ ñîîòâåòñòâóþùèå p ðåàëèçàöèé òåïëîâîãî ýõà.

2.4.2 Ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.25), êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íà â âèäå:

T = TE + TB + T1 + T2 + ...+ Tp + ... ;

TB =
δT

2
J0(4ωet) , Tp = δTJ2pN(4ωet);

(2.30)

ãäå TE � ýòî ðàâíîâåñíàÿ òåìïåðàòóðà (2.25), TB � îñíîâíàÿ òåïëîâàÿ ìîäà, à

ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû Tp � òåïëîâûå ìîäû ñ íîìåðàìè p = 1, 2, 3, ...
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Ðèñ. 2.2: Áèåíèÿ òåìïåðàòóðû, íàëîæåííûå íà òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ òåïëîâûõ
ýõî-ñèãíàëà. Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö N = 106, TE � ýòî ðàâíîâåñíàÿ òåìïåðàòóðà,

δT = ∆T
(

1 + 1
N−1

)
, ∆T � òåìïåðàòóðíûé ñêà÷îê êðèñòàëëà, âûçâàííûé òåï-

ëîâûì âîçìóùåíèåì, t � âðåìÿ, τ0 � ïåðèîä ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà.
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Êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëå, ñîäåðæàùåì 106 ÷àñòèö, ïîêàçàíû íà

ðèñ. 2.2. Ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò âðåìåííóþ îêðåñòíîñòü ïåðâîãî, âòîðîãî è

òðåòüåãî òåïëîâîãî ýõà. Ïåðâîå òåïëîâîå ýõî èíèöèèðóåòñÿ äëÿ t ≈ τ0. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû (2.30) îïèñûâàþòñÿ ïåðâîé òåïëîâîé ìî-

äîé T1.

Êàæäàÿ òåïëîâàÿ ìîäà ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé Áåññåëÿ.

Ôóíêöèè Áåññåëÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, îäíàêî óäîáíî ðàññìîòðåòü êâà-

çèïåðèîä � èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìàêñèìóìàìè ôóíêöèè

Áåññåëÿ. Ýòîò êâàçèïåðèîä íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, åãî çíà÷åíèå óìåíüøàåòñÿ

äëÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ìàêñèìóìà.

Êàê âèäíî èç Ðèñ. 2.2 (a), òåìïåðàòóðíûå êîëåáàíèÿ äëÿ t → τ0 � ýòî ñó-

ïåðïîçèöèÿ (2.25) îñíîâíîé ìîäû TB (íåáîëüøèå êîðîòêîïåðèîäè÷íûå êîëåáà-

íèÿ íà ãðàôå) è ïåðâîé ìîäû T1 (äëèííîïåðèîäè÷íûå êîëåáàíèÿ íà ãðàôè-

êå). Äëÿ t ≈ τ0 êâàçèïåðèîä îñíîâíîé ìîäû íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì êâàçèïåðèîä

ïåðâîé ìîäû. ×åì êðóïíåå êðèñòàëë, òåì çíà÷èòåëüíåå ðàñõîæäåíèå. Äëÿ âðå-

ì¼í t ≈ 2τ0 ïàðàìåòðû êîëåáàíèé îñíîâíîé è ïåðâîé òåïëîâûõ ìîä ñáëèæàþòñÿ,

÷òî ïðèâîäèò ê áèåíèÿì. Äëÿ t ≈ 2τ0 ðåàëèçóåòñÿ âòîðîå òåïëîâîå ýõî, ñ íàëî-

æåííûìè óïîìÿíóòûìè áèåíèÿìè � ñì. Ðèñ. 2.2 (b). Äëÿ t ≈ 3τ0 ðåàëèçóåòñÿ

òðåòüå òåïëîâîå ýõî (ñì. ðèñ. 2.2 (c)). ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,

÷òî äëÿ áîëüøèõ âðåìåí ìíîãîêðàòíûå ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà ïðèâîäÿò ê

âñå áîëåå ñëîæíîé ôîðìå áèåíèé. Ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà ñ áîëüøèìè ïîðÿä-

êîâûìè íîìåðàìè ìåíåå âûðàæåíû íà ôîíå îñòàòî÷íûõ êîëåáàíèé îò ïðåäûäó-

ùèõ ðåàëèçàöèé òåïëîâîãî ýõà. Â ðåçóëüòàòå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ êîëåáàíèÿ

òåìïåðàòóðû ïðèîáðåòàþò êâàçèñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð, íàïîìèíàþùèé òåï-

ëîâîé øóì.

Íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (âíèçó) è êîìïüþ-

òåðíîå ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèö êðèñòàëëà (ââåðõó). Ðàññìàòðèâàåìûé

êðèñòàëë ñîäåðæèò 103 ÷àñòèö. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìó-

ëîé (2.16) èëè (2.25). Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâà-
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íèåì ìåòîä öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû 103 äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè êðèñòàëëè÷åñêîé öåïî÷êè (1.6) ñ øàãîì

èíòåãðèðîâàíèÿ 0.02/ωe. Èòîãîâûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí îñðåäíåíèåì ïî 100 ðåà-

ëèçàöèÿì è ïî âñåì ÷àñòèöàì îäèíàêîâûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ öåïî÷åê.Íà÷àëüíûå

õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.3 ãðàôèêè êîìïüþòåðíîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû.
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Ðèñ. 2.3: Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â êîíå÷íîì êðèñòàëëå. ×èñ-
ëåííûå (ââåðõó) è àíàëèòè÷åñêèå (âíèçó) ðåøåíèÿ. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì 100 ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. ×èñëî ÷àñòèö N = 103, t - âðå-
ìÿ, à ωe � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà.
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2.4.3 Àñèìïòîòèêè

Âûðàæåíèå (2.25), êîòîðîå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëå, âêëþ-

÷àåò ôóíêöèè Áåññåëÿ êðàòíûõ ïîðÿäêîâ. Àñèìïòîòèêà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

áîëüøèõ ïîðÿäêîâ µ è ïðîèçâîëüíîãî àðãóìåíòà x ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷å-

ñêèì ðÿäîì, äàâàåìûì ôîðìóëîé 9.3.35 èç [1]. Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî âûðàæåíèÿ

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

Jµ(x) '
(

4ζ

1− ξ2

)1/4 Ai
(
µ2/3ζ

)
µ1/3

, µ→∞, (2.31)

ãäå

ξ =
x

µ
,

ζ =



(
3

2

)2/3 [
ln

(
1 +

√
1− ξ2

ξ

)
−
√

1− ξ2
]2/3

, åñëè 0 ≤ ξ ≤ 1;

−
(

3

2

)2/3 [√
ξ2 − 1− arcsec ξ

]2/3
, åñëè ξ ≥ 1,

è Ai � ôóíêöèÿ Ýéðè [1]:

Ai(x) =
1

π

∫ ∞
0

cos

(
t3

3
+ xt

)
dt (2.32)

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ôîðìóëû 9.3.35 [1] ïðåäñòàâëåíèå (2.31) íåïðåðûâíî

âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå ξ → 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåííîé îáëàñòè ïîÿâëåíèÿ òåïëîâîãî

ýõà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé

Áåññåëÿ [1]:

Jµ(x) =

(
2

µ

)1/3

Ai

((
2

µ

)1/3

(µ− x)

)
+O(µ−1), (2.33)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (2.31) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèÿ ζ ≈ 21/3(ξ − 1).

Ïðåäñòàâëåíèå (2.33) äàåòñÿ ôîðìóëîé 9.3.23 [1], êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ

|µ− x|/ 3
√
µ ≤ A, (2.34)

ãäåA� ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî x ≈ µ� 1.
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Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî îíè âûðàæàþò ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ Jµ(x) äâóõ ïåðåìåííûõ x, µ â òåðìè-

íàõ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè Ýéðè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó êàæäàÿ òåïëîâàÿ

ìîäà (2.30), êðîìå áàçîâîé ìîäû, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè Ýéðè ïóòåì

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîäñòàíîâêà µ = 2pN è x = 4ωet â (2.33) ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó òåïëîâîãî ýõà.

Ãðàôèê ôóíêöèè Ýéðè Ai(−z) ïîêàçàí íà ðèñ. 2.4. Íà ãðàôèêå äåìîíñòðèðó-

åòñÿ ôîðìà òåïëîâîãî ýõà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå (N →∞), ãäå çíà÷åíèå

z = 0 ñîîòâåòñòâóåò îïîðíîìó âðåìåíè t = τ0 òåïëîâîãî ýõà ñ íîìåðîì p.

Íåîæèäàí òîò ôàêò, ÷òî òåìïåðàòóðà íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ äî îò÷¼òíîãî

ìîìåíòà âðåìåíè, òî åñòü äî òîãî, êàê äëèííûå âîëíû îò íà÷àëüíîãî âîçìóùå-

íèÿ ôîðìàëüíî âñòðåòèòüñÿ äðóã ñ äðóãîì. Âåðîÿòíî, ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèðîäîé

äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ãäå ýíåðãèÿ ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ áûñòðåå, ÷åì ñêîðîñòü çâó-

êà ñîîòâåòñòâóþùåé êîíòèíóàëüíîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 2.4: Ôóíêöèÿ Ýéðè. Òàêàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò ëþáîå òåïëîâîå ýõî äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö N .
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Òåìïåðàòóðà (2.25) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

T ≈ TE+
δT

2
J0(4ωet) + δT

∞∑
p=1

1
3
√
pN

Ai

(
2pN − 4ωet

3
√
pN

)
. (2.35)

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ x� µ+1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìï-

òîòèêà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ [1]:

Jµ(x) =

√
2

πx
cos
(
x− πµ

2
− π

4

)
+O(x−3/2). (2.36)

Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (2.31) è (2.36) äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîçâîëÿ-

þò ïîëó÷èòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè òåìïåðàòóðíûõ êîëåáàíèé ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö N .

2.4.4 Õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâîãî ýõà

Ðàññìîòðèì òåïëîâóþ ìîäó ñ íîìåðîì p äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé N :

Tp = νpδT J2pN(4ωet), (2.37)

ãäå νp = 1
2 äëÿ p = 0 (áàçîâàÿ òåïëîâàÿ ìîäà) è νp = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò îïîðíîãî âðåìåíè t = pτ0 òåïëîâàÿ ìîäà Tp

ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèêè (2.31) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Tp '
νpδT
3
√
pN

Ai

(
2pN − 4ωet

3
√
pN

)
. (2.38)

Ôóíêöèÿ Ýéðè Ai(−z) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.4. Ïóñòü zk � ïîñëåäîâàòåëüíûå

òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ýòîé ôóíêöèè, ãäå k = 1, 2, 3, ... � íîìåð òî÷êè;

Ak = Ai(−zk) � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìóìû ôóíêöèè Ýéðè. Ïåðâûå òðè

çíà÷åíèÿ êîíñòàíò zk è Ak ïðèâîäÿòñÿ íèæå [24]:

z1 ≈ 1.0 : A1 ≈ 0.53,

z2 ≈ 4.8 : A2 ≈ 0.38,

z3 ≈ 7.4 : A3 ≈ 0.34.

(2.39)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè tp ïåðâûõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è

çíà÷åíèé ìàêñèìóìîâMp òåïëîâîé ìîäû Tp (2.38) äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìó-

ëàìè

tp '
1

4ωe

(
2pN + 3

√
pN
)
, Mp '

νpδT
3
√
pN

A1. (2.40)
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Ôîðìóëà äëÿ tp ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

tp ' pτ0

(
1 +

1

2(pN)2/3

)
. (2.41)

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó îïîðíûì âðåìåíåì è âðåìåíåì

ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðû tp óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N , ÷òî äîêàçûâàåò, ÷òî

ýòè âðåìåíà ñîâïàäàþò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå.

Â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò îïîðíîãî âðåìåíè t = pτ0 ïðåäûäóùèé òåï-

ëîâàÿ ìîäà Tp−1 (2.37) ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìòîòèêè (2.36) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà êàê

Tp−1 ' (−1)Nνp−1
δT√
πNp

cos
(

4ωet− πNp−
π

4

)
. (2.42)

Îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíóþ âûñîòó òåïëîâîãî ýõà hp êàê îòíîøåíèå ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ òåïëîâîé ìîäû ñ íîìåðîì p (2.40) ê àìïëèòóäå îñòàòî÷íûõ

êîëåáàíèé îò ïðåäûäóùåé òåïëîâîé ìîäû (2.42):

hp '
√
πA1

6
√
pN

νp−1
. (2.43)

Äëÿ p = 1 ïðåäûäóùàÿ ìîäà � ýòî ìîäà TB ñ âäâîå ìåíüøåé àìïëèòóäîé, ÷åì

àìïëèòóäà ìîäû T1 � (ñì. ôîðìóëó 2.30).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.43), îòíîñèòåëüíàÿ âûñîòà òåïëîâîãî ýõà hp óâåëè÷èâà-

åòñÿ ñ ðîñòîì N . Ïîýòîìó äëÿ î÷åíü áîëüøèõ N îñòàòî÷íûå êîëåáàíèÿ ìîæíî

ñ÷èòàòü íåçíà÷èòåëüíûìè. Îäíàêî ýòî óâåëè÷åíèå î÷åíü ìåäëåííîå � îíî ïðî-

ïîðöèîíàëüíî N 1/6, ïîýòîìó äàæå ïðè N = 106 îñòàòî÷íûå êîëåáàíèÿ âåñüìà

çàìåòíû.

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ òåïëîâîãî ýõà ââåäåì åãî îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó êâà-

çèïåðèîäà wk êàê îòíîøåíèå êâàçèïåðèîäà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Áåññåëÿ

ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïåðèîäó ôóíêöèè Áåññåëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Èç ôîðìóë

(2.33)-(2.36) ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà wk ïðîïîðöèîíàëüíàN
1/3. Äåé-

ñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç {xk} ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ Áåññå-

ëÿ Jµ(x) èìååò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû (x1 - ïåðâûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, x2 -

âòîðîé è ò.ä.). Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ xk íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî àðãóìåíò
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ôóíêöèè Ýéðè â âûðàæåíèè (2.33) ðàâåí çíà÷åíèÿì −zk (2.39):

xk ≈ µ+ zk
(µ

2

)1/3
, Jµ(xk) ≈

(µ
2

)−1/3
Ai(−zk). (2.44)

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2.36) çíà÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïåðèîäà ôóíêöèè Áåñ-

ñåëÿ ñîñòàâëÿåò 2π. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè òåïëîâîãî ýõà

ñòàíîâèòñÿ:

wk
def

=
xk+1 − xk

2π
≈ zk+1 − zk

2π

(µ
2

)1/3
=
zk+1 − zk

2π
3
√
pN. (2.45)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.43) è (2.45) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ N îñòàòî÷íûå êî-

ëåáàíèÿ îò ïðåäûäóùåãî òåïëîâîãî ýõà ÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèìè è ÷àñòûìè ïî

ñðàâíåíèþ ñ òåêóùåé âîëíîé òåïëîâîãî ýõà � ñì. Ðèñ. 2.2.

2.4.5 Ïðèìåð

Îäíèì èç ïðèìåðîâ ãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå öåïî÷êè ðòóòè

â âåùåñòâî Hg3−δAsF6 [44]. Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ

è ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé ïîêàçûâàåò, ÷òî èîíû ðòóòè îáðàçóþò îäíîìåðíûå öå-

ïî÷êè, âíóòðè ðåøåòêè AsF6. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå Hg − Hg íåñîèçìåðèìî ñ

ïîñòîÿííîé ðåøåòêè îñíîâíîãî êðèñòàëëà AsF6, ýòè öåïî÷êè Hg ÿâëÿþòñÿ îä-

íîìåðíûìè îáúåêòàìè, ïðàêòè÷åñêè áåç êîððåëÿöèé ìåæäó ñîñåäíèìè öåïî÷-

êàìè [41, 107]. Êðîìå òîãî, ýòîò ýôôåêò ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì ðàññòîÿíèåì

ìåæäó öåïÿìè, à òàêæå ñèëüíûì ýêðàíèðîâàíèåì ðåøåòêè-õîçÿèíà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà ðàññìîòðèì

öåïî÷êó èç N = 103 àòîìîâ ðòóòè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé T0 = 0◦C. Òåïëîâîå âîçìóùåíèå ìãíîâåííî ïîâûøàåò

òåìïåðàòóðó äî çíà÷åíèÿ

T0 + ∆T = 100◦C. (2.46)

Âûáðàííîå çíà÷åíèå ∆T äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé ïëàâ-

ëåíèÿ óãëåðîäà (3500◦ C), ÷òîáû íå ó÷èòûâàòü íåëèíåéíîñòü ìåæàòîìíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçìóùåíèÿ â êðèñòàëëå ðåàëèçóþòñÿ êîëåáà-

íèÿ òåìïåðàòóðû âáëèçè ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ TE ≈ 50◦C. Ãðàôèê êîëåáàíèé
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òåìïåðàòóðû äëÿ êðèñòàëëà, ðàññ÷èòàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëîâîãî è àíà-

ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîêàçàí íà Ðèñ. 2.3. Ôîðìóëà (2.40) äàåò ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå ïåðâîãî òåïëîâîé ìîäû

M1 ≈ 5.3◦C =⇒ TE +M1 ≈ 55.3◦C. (2.47)

Òàêèì îáðàçîì, òåïëîâîå ýõî ïðèíîñèò ñîñòàâëÿåò 10% èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû TE − T0 ≈ 50◦C

Ýòè ðåçóëüòàòû ñëåãêà âîçìóùåíû îñòàòî÷íûìè êîëåáàíèÿìè îò ïðåäûäó-

ùåãî (áàçîâîé) òåïëîâîé ìîäû. Ôîðìóëû (2.43) è (2.45) äàþò

h1 ≈ 5.9 , w1 ≈ 11.3, (2.48)

ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòî÷íûå êîëåáàíèÿ ïðèìåðíî â 6 ðàç ñëàáåå è èìåþò â 11 ðàç

áîëåå êîðîòêèé ïåðèîä, ÷åì êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå ïåðâûì òåïëîâûì ýõîì. Îñòà-

òî÷íûå êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.42) èìåþò àìïëèòóäó ïðèáëè-

çèòåëüíî 0.9◦C, ÷òî ñîñòàâëÿåò 17% îò çíà÷åíèÿ M1. Åñëè ó÷åñòü îñòàòî÷íûå

êîëåáàíèÿ, ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà, äîñòèãàåìàÿ ïåðâûì òåïëîâûì ýõîì,

ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 56.2◦C.

Óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò òîëüêî îò ÷èñëà ÷àñòèö N , à ïåðèîä ðå-

àëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà τ0 çàâèñèò îò ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëà è òèïà

êîëåáàíèé (ïðîäîëüíûõ èëè ïîïåðå÷íûõ). Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ.

Ñêîðîñòü çâóêà â öåïè àòîìîâ ðòóòè ðàâíà cs = 6.6 × 105 ñì/ñåê, ìåæàòîìíîå

ðàññòîÿíèå â öåïè ðòóòè aHg = 2.66�A [44], îòñþäà ωe = 2.48 · 1013 ñåê.−1. Òîãäà

ôîðìóëà (2.29) äàåò τ0 = 2.01 · 10−11 ñåê, ÷òî â N
4π ≈ 80 ðàç áîëüøå, ÷åì ïåðèîä

êîëåáàíèé àòîìà (ñì. ðèñ. 2.5).

Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâîãî ýõà ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî âîçíèêíîâåíèÿ â ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ.

2.5 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 2

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàëñÿ êîíå÷íûé îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé êðè-

ñòàëë, ïîäâåðæåííûé ìãíîâåííîìó ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîìó òåïëîâîìó âîç-
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Ðèñ. 2.5: Ïåðâîå òåïëîâîå ýõî, N = 1000, C = 1824 Í/ì, ∆T = 100

ìóùåíèþ. ×èñëåííûé è àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå, äåìîí-

ñòðèðóåò ÿâëåíèå òåïëîâîãî ýõà: ðåçêîå êðàòêîâðåìåííîå ïîâûøåíèå òåìïåðà-

òóðû, ïåðèîäè÷åñêè ðåàëèçóþùååñÿ â êîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ ïîñëå íà÷àëüíîãî

òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ.

Ïðåäûäóùèå ðàáîòû [62, 75] ïîêàçàëè, ÷òî â áåñêîíå÷íîì îäíîìåðíîì ãàðìî-

íè÷åñêîì êðèñòàëëå ìãíîâåííîå òåïëîâîå âîçìóùåíèå âûçûâàåò òåïëîâûå êîëå-

áàíèÿ ñ ìîíîòîííî óáûâàþùåé àìïëèòóäîé, ýòè êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíê-

öèåé Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â êîíå÷-

íîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèé òåïëîâîãî ýõà

îïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ôóíêöèé Áåññåëÿ êðàòíûõ ïîðÿäêîâ. Êàæ-

äîå òåïëîâîå ýõî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè,

à ñóïåðïîçèöèÿ òåìïåðàòóðíûõ êîëåáàíèé, ãåíåðèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

ðåàëèçàöèÿìè òåïëîâîãî ýõà, ïðèâîäèò ê áèåíèÿì òåìïåðàòóðû. Êàæäîå ïîñëå-

äóþùåå òåïëîâîå ýõî óñëîæíÿåò ôîðìó áèåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, èç àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïîâûøåíèå òåìïåðà-

òóðû, âûçâàííîå òåïëîâûì ýõî, óìåíüøàåòñÿ êàê 3
√
pN (2.40), ãäå p � íîìåð

òåïëîâîãî ýõà, à N � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â êðèñòàëëå. Äëèòåëüíîñòü òåïëîâîãî

ýõà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî òîìó æå çàêîíó (2.45).
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Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðåàëèçàöèÿìè òåïëîâîãî ýõà àìïëèòóäà êîëåáàíèé

òåìïåðàòóðû óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíîìó êîðíþ âðåìåíè (2.36).

×åì áîëüøå êðèñòàëë, òåì áîëüøå ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû è òåì çàìåòíåå îñòà-

òî÷íûå êîëåáàíèÿ (2.43).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå òåïëîâîãî ýõà äëÿ îä-

íîìåðíûõ êðèñòàëëîâ. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ

äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñëó÷àåâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè, ïðåäñòàâëåííîé

â ðàáîòàõ [77, 80]. Ïîäîáíûå ýôôåêòû ìîæíî îáíàðóæèòü â íàíîòðóáêàõ, ãäå

îæèäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ äâóõ òåïëîâûõ ýõà. Ïåðâîå ýõî âûçâàíî ðàñïðîñòðàíåíè-

åì óïðóãèõ âîëí âäîëü íàïðàâëåíèÿ íàíîòðóáêè, à âòîðîå ýõî � â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè. Âëèÿíèå àíãàðìîíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ íà ïîäîáíûå òåïëîâûå ïðî-

öåññû ÷èñëåííî èçó÷åíî â [80]. Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé â ñëó÷àå ìàëîé íåëèíåéíîñòè.

Ýòî ÿâëåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îñîáåííîñòüþ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â êîíå÷íûõ

ñèñòåìàõ è äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñîâðåìåííûõ ìèêðî- è íàíî-

ðàçìåðíûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ.



Ãëàâà 3

Ïåðåõîä ê ýíåðãåòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ

ïðè ìãíîâåííîé íàãðóçêå

Êàêèå íàó÷íûå çàêîíû

ãàðàíòèðóþò, ÷òî äîëæíû

ñóùåñòâîâàòü íàó÷íûå çàêîíû?

Ìàðòèí Ãàðäíåð

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ê ñîñòîÿíèþ

ðàâíîâåñèÿ â áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå ÷àñòèö. Ïåðâîíà÷àëüíî ÷àñòèöû èìåþò ñëó-

÷àéíûå ñìåùåíèÿ è ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîìåðíîìó íà-

÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû. Ìãíîâåííîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ öå-

ïî÷êè èíèöèèðóåò ïåðåõîäíûé ïðîöåññ. Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ òåì-

ïåðàòóðû öåïè êàê ôóíêöèè âðåìåíè ïîëó÷åíû èç ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà

äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, òàêæå, êàê è â

ñëó÷àå ñ òåïëîâûì âîçìóùåíèåì, ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûì è íåìîíîòîííî ñõî-

äèòñÿ ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå îáû÷íî íåîæèäàííî

äëÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþòñÿ ÷èñëåííûì

ìîäåëèðîâàíèåì.

3.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèé íåðàâíîâåñíûé ïðîöåññ, àíà-

ëîãè÷íûé ðàññìîòðåííûì ðàíåå [8, 29, 77, 80, 88, 105]. Îäíàêî ýòîò ïðîöåññ

èíèöèèðóåòñÿ ìãíîâåííîé íàãðóçêîé âìåñòî ìãíîâåííîãî íàãðåâà. Ìàòåðèàë äå-

ôîðìèðóåòñÿ ñèëàìè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî äëèíå îáðàçöà [87, 119],

68
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ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäêè ñêîðîñòåé ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ïðîöåññîâ

îäèíàêîâû. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ñòàòüå ìû ïðåíåáðåãàåì ýôôåêòàìè èíåðöèè

ïðè íàãðóçêå êðèñòàëëà. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìåõàíè÷åñêèìè è òåïëîâûìè

ïðîöåññàìè òðåáóåò ó÷åòà íåëèíåéíîñòè, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé

êðèñòàëë α-ÔÏÓ [10, 26, 71]. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü äîñòàòî÷íî ñèëüíà,

÷òîáû âûçâàòü àäèàáàòè÷åñêèé íàãðåâ êðèñòàëëà, íî òàêæå äîñòàòî÷íî ñëàáà,

÷òîáû àíàëèçèðîâàòü âîçíèêàþùèå êîëåáàíèÿ ýíåðãèè â ðàìêàõ ãàðìîíè÷åñêî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: Â ðàçäåëå 3.2 ïðåäñòàâëåíà ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàòåì ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ

� ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîñëå íà-

ãðóçêè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ t → ∞ (ðàçäåë 3.3). Âòîðàÿ çàäà÷à, êîòîðîé

ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà � ýòî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäà ê íîâîìó ñî-

ñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ (ðàçäåë 3.4). Ïîêàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû êðè-

ñòàëëà âî âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ. Çàòåì

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ÷èñëåííûì. Ðàçäåë 3.5 ïîñâÿù¼í îöåíêå

âåëè÷èíû ñêà÷êà òåìïåðàòóðû äëÿ ðåàëüíîãî êðèñòàëëà.

3.2 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ìîäåëü áåñêîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà � öåïî÷êó òî÷å÷íûõ

ìàññ, ñîåäèíåííûõ áåçìàññîâûìè ïðóæèíàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû öå-

ïî÷êè âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ñî ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Ïîäðîáíîå

îïèñàíèå ýòîé ìîäåëè äàíî â ãëàâå 1. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ðàâíîâåñíûå ñêîðî-

ñòè ÷àñòèö vn è äåôîðìàöèè ñâÿçåé εn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñòîõàñòè÷åñêè-

ìè âåëè÷èíàìè, è âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðèñòàëëà ïîñòîÿííû âî

âðåìåíè. Êàê è ðàíåå, äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ââî-

äèòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû :

K
def

=
1

2
m〈ṽ2n〉 , T

def

=
2K

kB
, (3.1)
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äå K � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, T �êèíåòè÷åñêàÿ

òåìïåðàòóðà, n = 1, 2, 3, ... � èíäåêñ ÷àñòèöû, 〈...〉 � îïåðàòîð äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ṽn � öåíòðèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, kB � ïîñòîÿííàÿ

Áîëüöìàíà, è m � ìàññà ÷àñòèöû. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñèñòå-

ìû çàâèñÿò îò òàêèõ ïàðàìåòðîâ êðèñòàëëà, êàê ìàññà ÷àñòèöû è æ¼ñòêîñòü

ñâÿçè. Âàðèàöèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïåðåâîäèò êðèñòàëë â íåðàâíîâåñíîå ñîñòî-

ÿíèå è èíèöèèðóåò ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, êîòîðûé â êîíå÷íîì èòîãå ïåðåâîäèò

êðèñòàëë â íîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ èçìåíåíèÿ æ¼ñòêîñòè ñâÿçè êðèñòàëëà ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ êðèñòàëëà âíåøíåé íàãðóçêîé. Íàïðèìåð, òà-

êîå íàãðóæåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïóò¼ì ïðèëîæåíèÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë ê êîëüöåâóìó îáðàçöó [87, 119]. Íà îñíîâå ïîäõîäà, îïè-

ñàííîãî â [62] è â ãëàâå 1 èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

êðèñòàëëà âî âðåìÿ ýòîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Â äîïîëíåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K, áóäåì

èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U :

U(ε+ εn)
def

= 〈Π(ε+ εn)〉 , εn
def

= ũn − ũn−1,

Π(ε)
def

=
C

2
ε2 +

α

3
ε3,

(3.2)

ãäå Π � ìåæ÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë, C è α � æåñòêîñòè ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿ-

çåé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ũn � öåíòðèðîâàííîå ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû, è

äåôîðìàöèÿ - ýòî ñóììà îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ε è ñòîõàñòè÷åñêîé äåôîðìà-

öèè εn. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñîäåðæèò êóáè÷å-

ñêèé ÷ëåí â îòëè÷åíèå îò ãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îäíîðîäíàÿ äåôîðìà-

öèÿ ε(t) ïðèêëàäûâàåòñÿ ìãíîâåííî:

ε(t) =

{
0, t < 0

ε, t ≥ 0,
(3.3)

ãäå ε � êîíñòàíòà. Ñèëà Fn, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó n− 1 ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû

n, ðàâíà

Fn
def

= −F (ε+ εn) , F (ε) = −Π ′(ε) = −Cε− αε2, (3.4)
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ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ÷àñòèöû äëÿ

êðèñòàëëà èìååò âèä

mv̇n = Fn+1 − Fn. (3.5)

Íèæå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñëàáîé íåëèíåéíîñòè, ÷òî çíà÷èò, ÷òî âòîðûå

÷ëåíû â ôîðìóëàõ äëÿ Π(ε) (3.2) è F (ε) (3.4) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè.

Ïîñêîëüêó íåëèíåéíûé ÷ëåí ñëàáûé, ãàðìîíè÷åñêîå (ëèíåéíîå) ïðèáëèæåíèå

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ. Â ïîëüçó ýòîãî

ãîâîðèò òî, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âðåìåíàõ ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

äîâîëüíî òî÷íî îïèñûâàåò òåïëîâûå ïðîöåññû â êðèñòàëëå ñî ñëàáîé íåëèíåé-

íîñòüþ [71, 80, 81]. Îäíàêî íåíóëåâîé êóáè÷åñêèé ÷ëåí â ïîòåíöèàëå ïîçâîëÿåò

ó÷åñòü âëèÿíèå îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ε íà ìåæ÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë Π(ε),

òåì ñàìûì ïåðåâÿçàâ òåïëîâûå è ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû íà áîëüøèõ âðå-

ìåíàõ ïîñëå îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåîðåìû î âèðèàëå è ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3.3 Êðèñòàëë â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñ èñïîëüçîâàíèåì âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ äàþòñÿ âûðà-

æåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà ïåðåä ìãíîâåííûì íàãðóæå-

íèåì è âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóæåíèÿ.

3.3.1 Âèðèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïðåäñòàâëåí âûâîä âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ [61, 124] âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì äëÿ äèñïåðñèè ñêîðîñòåé:

〈ṽ2k〉 = 〈 ˙̃u2k〉 = 〈(ũk̇̃uk)̇〉 − 〈ũk ¨̃uk〉 = 〈(ũkṽk)̇〉 − 〈ũk ˙̃vk〉. (3.6)
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Ñëåäóÿ [61] è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (3.1) ñèñòå-

ìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

K =
m

2
〈ũkṽk〉̇ −

1

2
〈ũk∆Fk〉, (3.7)

Âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (3.7), c èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé

uk çàïèøåòñÿ â âèäå

〈uk∆Fk〉 = 〈Fk+1uk〉 − 〈Fkuk〉 =

= 〈Fk+1 uk〉 − 〈Fkuk〉+ 〈Fkuk−1〉 − 〈Fkuk−1〉

= −〈εkFk〉+ 〈Fk+1uk〉 − 〈Fkuk−1〉.

(3.8)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

g
def

= 〈Fkuk−1〉 , 〈Fk+1uk〉 ≈ g + g′, (3.9)

Âåëè÷èíû g è 〈unvn〉 ïîñòîÿííû â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,

à èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

èìååò âèä

K =
1

2
〈εnFn〉. (3.10)

Ôîðìóëà (3.10) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ðàâíîâåñíîé êèíåòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà äî è ïîñëå ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè.

3.3.2 Äî äåôîðìàöèè

Â íàñòîÿùåì ïîäðàçäåëå ñ ïîìîùüþ âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.10) ïîëó÷åíî

âûðàæåíèå ñâÿçûâàþùåå êèíåòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó è äèñïåðñèè äåôîðìàöèé

è ñêîðîñòåé, îïðåäåëÿþùèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êðè-

ñòàëëå. Ïðè t < 0 êðèñòàëë ñ÷èòàåòñÿ íàõîäÿùèìñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè-

÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è ñîãëàñíî (3.3) èìååì äëÿ ýíåðãèé:

K =
1

2
m〈v2n〉 , U =

C

2
〈ε2n〉+

α

3
〈ε3n〉 (3.11)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (3.10) è (3.11), à òàêæå ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ñè-

ëû, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó (3.4), â ñëó÷àå íóëåâîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ε
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â âûðàæåíèå (3.10) äà¼ò ñëåäóþùåå:

m〈v2n〉 = 〈εnFn〉 = C〈ε2n〉+ α〈ε3n〉, (3.12)

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî ýíåðãèè êðèñòàëëà â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ðàâíû. Ïðå-

íåáðåãàÿ ìàëûì ÷ëåíîì α〈ε3n〉 â óðàâíåíèè (3.12) ïîëó÷èì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ

òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà ïåðåä íàãðóçêîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

kBT0 = m〈v2n〉 = C〈ε2n〉. (3.13)

Èç âûðàæåíèÿ (3.13) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ïðîïîðöè-

îíàëüíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êðèñòàëëà (3.11) â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ïîñëå

ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè.

3.3.3 Ïîñëå äåôîðìàöèè

Äëÿ t > 0, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè êðèñòàëëà ðàâíû

K =
1

2
m〈v2n〉 , U = Π(ε) + UT ,

UT =
1

2
(C + 2αε) 〈ε2n〉+

1

3
α〈ε3n〉,

(3.14)

ãäå UT � òåïëîâàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (3.14)

òåïëîâàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèå äå-

ôîðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê, ¾õîëîäíàÿ¿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îïðåäåëÿ-

åìàÿ ñëàãàåìûì Π(ε) çàâèñèò òîëüêî îò îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè. Îäíîðîäíàÿ

äåôîðìàöèÿ èçìåíÿåò ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ � ñëåäîâàòåëüíî å¼ âëè-

ÿíèå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ, êàê èçìåíåíèå æ¼ñòêîñòè ñâÿçåé êðèñòàëëà.

Ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ïðè äîñòèæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, êîãäà âñå

ñêîðîñòè ÷àñòèö è äåôîðìàöèè ðàâíû íóëþ, ëèøü ¾õîëîäíàÿ¿ ÷àñòü ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè íå ðàâíà íóëþ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ ïåðåõîäíûõ

ïðîöåññàõ, âåëè÷èíà UT + K ïðè t ≥ 0 ïîñòîÿííà è óðàâíîâåøèâàþòñÿ ëèøü

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è òåïëîâàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Çàìåòèì, ÷òî
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ïîëíîå âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ðåàëèçóåòñÿ ëèøü

â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ.

Â ôîðìóëå (3.14) ÷ëåí αε〈ε2n〉 ñîîòâåòñòâóåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ÷ëåíó

C〈ε2n〉. Îäíàêî ÷òîáû îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ ãàðìîíè÷åñêîé òåîðèè, ñëàãàåìîå

α〈ε3n〉 íèæå îïóñêàåòñÿ. Ñëàãàåìîå αε〈ε2n〉 ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òåðìîóïðóãèå

ýôôåêòû. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîëåáàòåëüíûé ðåæèì ïðåêðàùàåòñÿ è ñèñòå-

ìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ñëåäóþùèå ýíåðãèè

ðàâíû: êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K è òåïëîâàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè UT .

Âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (3.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

âèäå

kBT |t→∞ = 2K = UT +K. (3.15)

Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ñóììû ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâèâ â (3.15) íà÷àëüíûå

çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è òåïëîâîé ÷àñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

kBT =
1

2
m〈v2n〉

∣∣∣∣
t=0

+
1

2
(C + 2αε)〈ε2n〉

∣∣∣∣
t=0

, (3.16)

ãäå êóáè÷åñêèé ÷ëåí α〈ε3n〉/3 îïóùåí. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (3.13) â (3.16)

äà¼ò:

T |t→∞ =
T0
2

+
T0
2

+ T0
αε

C
= T0

(
1 +

αε

C

)
. (3.17)

Èç âûðàæåíèÿ (3.17) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíî îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ε.

3.4 Äèíàìèêà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà íàéäåíà àñèìïòîòèêà êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòó-

ðû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Â ýòîì ðàçäåëå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîèñêó

âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû êàê ôóíêöèè âðåìåíè.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.4) â (3.5), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâè-

æåíèÿ:

mv̇n = C∆εn+2αε∆∆εn+α∆ε2n , ε̇n = ∆vn
def

= vn−vn−1 , ∆εn
def

= εn−εn−1.

(3.18)

×ëåíîì α∆ε2n ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé. Òàêèì îáðàçîì,

óðàâíåíèÿ (3.18) ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè:

v̇n = ω2(εn − εn−1), (3.19)

ãäå ω
def

=
√

C+2αε
m . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóììà C + 2αε èãðàåò ðîëü æåñò-

êîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîñëå âíåøíåãî íàãðóæåíèÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

ñèñòåìû (3.19) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèå (3.13):

vn|t=0 =

√
kBT0
m

ρn , εn|t=0 =

√
kBT0
C

%n , (3.20)

ãäå ρn è %n � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé:

〈ρnρn+k〉 = δk , 〈%n%n+k〉 = δk. (3.21)

Çäåñü δk = 1 äëÿ k = 0 è δk = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Óðàâíåíèå (3.20) ñïðàâåä-

ëèâî ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö è äåôîðìàöèè ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ

íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.19)-(3.20) îïèñûâàåò ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó ÷àñòèö.

Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà, êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü çàòåì

íàéäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîãî àíàëèçà [30, 62], ïóò¼ì ââåäåíèÿ

îáîáù¼ííûõ ýíåðãèè

Kk
def

=
1

2
m〈vnvn+k〉 , Uk

def

=
1

2
mω2〈εnεn+k〉 ,

Lk
def

= Kk − Uk,
(3.22)

ãäå Kk è Uk - îáîáùåííûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, è Lk � îáîá-

ùåííûé ëàãðàíæèàí. Äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.22) è óðàâíåíèé äâè-
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æåíèÿ (3.18) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàäà÷å íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ îáîáùåí-

íîãî ëàãðàíæèàíà:

L̈k = 4ω2(Lk−1 − 2Lk + Lk+1) ,

t = 0 : Lk = −T0kBαε
C

δk , L̇k = 0.
(3.23)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (3.23) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (3.13) è (3.20). Ðåøåíèå

àíàëîãè÷íîé íà÷àëüíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ðàíåå â ãëàâå 1. Ñîãëàñíî ýòîìó ðåøå-

íèþ îáîáùåííûé ëàãðàíæèàí îñöèëëèðóåò ñ óáûâàþùåé àìïëèòóäîé:

Lk = −T0kBεα
C

J2k(4ωt), (3.24)

ãäå Jk(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ k-ãî ïîðÿäêà [1].

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K è òåïëîâàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè UT ðàâíû

îáîáùåííûì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿì ñ íóëåâûì èíäåêñîì, ïî-

ýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà T ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

kBT = L0 +K + UT . (3.25)

Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü çà-

òåì íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3.24)-(3.25):

T = −T0εα
C

J0(4ωt) + T0
(

1 +
αε

C

)
= T0 +

T0αε

C

(
1− J0(4ωt)

)
. (3.26)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ôóíêöèè Áåññå-

ëÿ [1],

x� µ+ 1 :

Jµ(x) =

√
2

πx
cos
(
x− πµ

2
− π

4

)
+O(x−3/2),

(3.27)

àìïëèòóäà êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-

íî t−1/2.

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (3.26) ñ ÷èñëåííûì

ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñëàáîàíãàð-

ìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç N = 5 · 104 ÷àñòèö, ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ
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ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïàðàìåòðû ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷è âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû αε/C = −0.1. Â ìîäåëèðîâàíèè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ 0.01/ωe. Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ðàâíû íóëþ, â òî âðåìÿ êàê

ñêîðîñòè ÷àñòèö ñëó÷àéíû è ñîîòâåòñòâóþò òåìïåðàòóðå êðèñòàëëà 2T0. Ïðî-

öåññ âûðàâíèâàíèÿ ýíåðãèè ïðèâîäèò ê òåìïåðàòóðå êðèñòàëëà, êîòîðàÿ îñöèë-

ëèðóåò ñ óìåíüøàþùåéñÿ àìïëèòóäîé îêîëî çíà÷åíèÿ T0. Íàãðóçêà îäíîðîäíîé

äåôîðìàöèåé ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû èìåþò ïðåíåáðå-

æèìî ìàëóþ àìïëèòóäó. Ïîñëå íàãðóæåíèÿ êðèñòàëëà òåìïåðàòóðà ïðåòåðïå-

âàåò ðåçêèé ñêà÷îê è îñöèëëèðóåò îêîëî íîâîãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ.

Â ðàáîòå [80] áûëî ÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî òåïëîâûå ÿâëåíèÿ â êðèñòàëëàõ

ñ äîñòàòî÷íî ñëàáîé íåëèíåéíîñòüþ íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ â ãàð-

ìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáðàí ïðîìåæóòîê âðåìåíè, äî-

ñòàòî÷íûé äëÿ îïèñàíèÿ äåñÿòêîâ òåìïåðàòóðíûõ êîëåáàíèé ïîñëå òîãî, êàê

ïðîèçâåäåíà îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ. Îäíàêî âðåìåííîé èíòåðâàë âûáðàí íå

íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿëèñü

îò ãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. ×òîáû âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äëÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðåçóëüòàòû óñðåäíÿþòñÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì è 103 ðåà-

ëèçàöèÿì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíèõ è òåõ æå óðàâíåíèé ñ ðàçíûìè

ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñîãëàñíî ñòàòüå [62], òåì-

ïåðàòóðà êðèñòàëëà ïåðåä ìãíîâåííîé äåôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áåññå-

ëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ìãíîâåííàÿ äåôîðìàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà àìïëèòóäà

êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì αε/C.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.1, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.26) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-

åò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè

óðàâíåíèÿ (3.3) - (3.5) äëÿ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé.

Ôîðìóëà (3.17) äàåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (3.25), ïîñëå ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè êèíåòè÷åñêàÿ òåì-

ïåðàòóðà êîëåáëåòñÿ îêîëî ýòîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ è ñòðåìèòñÿ ê íåìó íà
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Ðèñ. 3.1: Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â áåñ-
êîíå÷íîì êðèñòàëëå ïîñëå ìãíîâåííîé íàãðóçêè ïðè t = 0. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñ-
ëåííîå (òî÷êè) è àíàëèòè÷åñêîå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ðåøåíèÿ. Óñðåäíåíèå ïðî-
âîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ 103. ×èñëî ÷àñòèö N = 5 · 104,
êîíñòàíòà τ = 2π/ωe, êîýôôèöèåíò αε/C = −0.1.

áîëüøèõ âðåìåíàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t → ∞, âûðàæåíèå (3.26) ñîâïàäàåò ñ

ôîðìóëîé (3.17), ïîëó÷åííîé èç òåîðåìû âèðèàëà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âðåìåí

ýòî âûðàæåíèå äàåò æåëàåìîå îïèñàíèå íåðàâíîâåñíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

3.5 Ïðèìåð

×òîáû îöåíèòü ñêà÷îê òåìïåðàòóðû â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, ðàññìîòðèì îäíî-

ìåðíîå êîëüöî àòîìîâ óãëåðîäà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè-

÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé T0 = 300o K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

â ðåçóëüòàòå îäíîðîäíîãî íàãðóæåíèÿ äåôîðìàöèÿ ñâÿçè ñîñòàâëÿåò 1.0 % îò

ðàâíîâåñíîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ a = 0.154 nm [13]. Ìàññà àòîìà óãëåðîäà

m = 1, 99·10−26 êã, à êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñâÿçè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò-

ñÿ ðàâíûì æåñòêîñòè ñâÿçè àëìàçîâ C = 472 Í/ì [9]. Êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
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âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå [65]:

α = −βaC
2

kB
, (3.28)

ãäå β = 0.7 · 10−6 K−1 � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ àëìàçà [86]. Ïîä-

ñòàíîâêà êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè è çíà÷åíèÿ îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè â ôîð-

ìóëó (3.17) äàþò íîâîå çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû 298.3 Ê. Àñèìïòî-

òè÷åñêèé ïåðèîä êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå,

îïèñûâàåìûé ôîðìóëîé (3.26), ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 10.2 ôåìòîñåêóíä. Òà-

êèì îáðàçîì, äåôîðìàöèÿ ðàâíàÿ 1.0 % ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû

êðèñòàëëà íà 0.6 %.

3.6 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 3

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áûë ïðåäñòàâëåí àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê àíàëèçó ïåðå-

õîäíîãî ïðîöåññà â îäíîìåðíûõ êðèñòàëëàõ (öåïî÷êàõ), ïîäâåðãíóòûõ ìãíî-

âåííîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè. Òàêóþ äåôîðìàöèþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ìãíîâåííîå èçìåíåíèå æåñòêîñòè ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé â öåïè. Ìãíîâåí-

íîå èçìåíåíèå æåñòêîñòè ðåçêî èçìåíÿåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êðèñòàëëà,

÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Îáíàðóæåíî, ÷òî ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ñîïðîâîæäàåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûìè êî-

ëåáàíèÿìè ýíåðãèè, êîòîðûå èìåþò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ

ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, è ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ïåðåõîäíûõ

êîëåáàíèé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç âðåìåíè. Ïîñëå

çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìà äîñòèãàåò ïî÷òè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ïðåäñêàçàíèÿì ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè. Îäíàêî ïåðåõîäíûé

ïðîöåññ ìîæåò áûòü èçó÷åí ïîäðîáíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííîãî ïîä-

õîäà. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Èñïîëüçóÿ, îïèñàííóþ â [77] òåõíèêó, ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü

ðàñøèðåí äëÿ àíàëèçà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ìàòå-

ðèàëàõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ìåõà-
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íè÷åñêèìè è òåïëîâûìè ïðîöåññàìè â òâåðäûõ òåëàõ â ôåìòîñåêóíäíîé øêàëå

âðåìåíè.



Ãëàâà 4

Äèôôóçèîííûå ïðîöåññû

Ìèð ïðîñò. Âñå ñëîæíîñòè îò

íàøåãî íåïîíèìàíèÿ.

Àíòîí Êðèâöîâ

4.1 Ââåäåíèå

Ïðîöåññû, ðåàëèçóþùèåñÿ â ãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû

íà òåïëîâûå è äèôôóçèîííûå. Òåïëîâûå ïðîöåññû àññîöèèðóþòñÿ ñ òåïëîâûì

äâèæåíèåì ÷àñòèö, à èìåííî ñ èõ ñêîðîñòÿìè, à äèôôóçèîííûå ïðîöåññû ñâÿ-

çàíû ñ ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ áûñòðûå

äèôôóçèîííûå ïðîöåññû. Õîòÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïîðÿäîê ÷àñòèö íå

èçìåíÿåòñÿ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå ÷àñòèöû ìîãóò äîâîëüíî

äàëåêî óõîäèòü îò ñâîåãî ðàâíîâåñíîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Òàêîå ïîâå-

äåíèå ìîæåò âûçûâàòü áîëüøèå äåôîðìàöèè â êðèñòàëëå. Áîëåå òîãî, ÿâëÿåòñÿ

êîíòðèíòóèòèâíûì, ÷òî ïî ïðîøåñòâèè îïðåäåë¼ííîãî âðåìåíè, äèñïåðñèÿ ïå-

ðåìåùåíèÿ ÷àñòèö êðèñòàëëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ � ôàêòè÷åñêè êðèñòàëë

ïðèõîäèò â ñâî¼ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ äà¼òñÿ

íèæå.

Òàêæå, êàê è ïðåæäå â íàñòîÿùåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü îäíîìåðíîãî

êðèñòàëëà, ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíû-
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ìè óñëîâèÿìè:

ün = Lun
def

= ω2
e(un−1 − 2un + un+1),

u0 = uN , uN+1 = u1,

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn,

(4.1)

ãäå ρn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòèå÷êèì îæèäàíèåì è åäèíè÷-

íîé äèñïåðñèåé, σ � äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö.

Îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæèàí  L,

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàçíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé êèíåòè÷åñêîé è ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñèñòåìû. Óäîáíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðèâå-

ä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà λk, êîòîðûé ïðè k = 0 ïðîïîðöèîíàëåí ëàãðàíæèàíó

ñèñòåìû λ0 ∼ 2
m  L [62] (â äàííîì ñëó÷àå, ïîä ëàãðàíæèàíîì ñèñòåìû ïîíèìàåò-

ñÿ óñðåäí¼ííûé ïî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö ëàãðàíæèàí). Ïðèâåä¼ì íèæå íåêîòîðûå

íåîáõîäèìûå ôîðìóëû, íåîáõîäèìûå äëÿ àíàëèçà òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê êðèñòàëëà è íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ λ0 è L.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

è èõ ðåøåíèÿ, äàþùèå ñâÿçü ìåæäó ïðèâåä¼ííûì ëàãðàíæèàíîì ñèñòåìû λk,

êîâàðèàöèÿìè ñêîðîñòåé κk = 〈vnvn+k〉 è ïåðåìåùåíèé ξk = 〈unun+k〉 ÷àñòèö

áûëè íàéäåíû ðàíåå (1.83):

λk = κk + Lξk , λ̈k = 4Lλk,

t = 0 : λk = σ2δNk , λ̇k = 0,
(4.2)

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) èìååò âèä (ñì. ôîðìóëû (1.88) è (1.89)):

λk =
σ2

N

N−1∑
s=0

cos qsn cos(2Ωst) , qs
def

=
2πs

N
, Ωs

def

= 2ωe sin
πs

N
,

2κk = λk + σ2δNk , ξ̈k = 2λk , ξk|t=0 = 0 , ξ̇k|t=0 = 0.

. (4.3)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (4.3) âûïèñàíû ôîðìóëû äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæè-

àíà íåöåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí λk. Îïðåäåëèì ïðèâåä¼ííûé ëàãðàíæèàí äëÿ

öåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí (öåíòðèðîâàííûé ïðèâåä¼ííûé ëàãðàíæèàí):

λ̃k
def

= κ̃k + Lξ̃k. (4.4)
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Â ðàçäåëå 1 ïîêàçàíî, ÷òî êîâàðèàöèè öåíòðèðîâàííûõ, ìàòåðèàëüíî îáúåê-

òèâíûõ âåëè÷èí, ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ðàçíîñòü çíà÷åíèé íåöåíòðèðîâàííûõ

êîâàðèàöèé è ÷ëåíîâ, íåçàâèñÿùèõ îò êîâàðèàöèîííîãî èíäåêñà k è ÿâëÿþùèõ-

ñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû (ñì. ôîðìóëû (1.75) è (1.81)). Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷àåì:

ξ̃k = ξk −
σ2t2

N
, κ̃k = κk −

σ2

N
. (4.5)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé äëÿ κk è ξk èç (4.3) â óðàâíåíèÿ (4.5) ïðè k = 0 äà¼ò

ñâÿçü äèñïåðñèé êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí ñ ïðèâåä¼ííûì ëàãðàíæèàíîì:

〈ũ2n〉 = 2I2λ(t)− σ
2t2

N
, 〈ṽ2n〉 =

λ(t)

2
+
σ2

2
− σ

2

N
, λ(t)

def

= λ0 ≡ λn

∣∣∣∣
n=0

. (4.6)

ãäå èñïîëüçîâàí èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

If(t)
def

=

∫ t

0
f(τ)dτ. (4.7)

Èç ôîðìóë (4.3) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà íåöåí-

òðèðîâàííûõ âåëè÷èí:

λ(t) =
σ2

N

N−1∑
k=0

cos (2Ωkt) , (4.8)

à òàêæå ñâÿçü öåíòðèðîâàííîãî ïðèâåä¼ííîãî ëàðàíæèàíà ñ íåöåíòðèðîâàííûì:

λ̃k = λk −
σ2

N
. (4.9)

Îòñþäà æå ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ öåíòðèðîâàííûõ äèñïåðñèé

ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö:

〈ṽ2p〉 =
σ2

N

N−1∑
k=1

cos2
(

2ωet sin
πk

N

)
,

〈ũ2p〉 =
σ2

N

N−1∑
k=1

sin2 (Ωkt)

Ωk
, Ωk

def

= 2ωet sin
πk

N

(4.10)

Äðóãîé âûâîä ýòèõ ôîðìóë ïðèâåä¼í ðàíåå â ãëàâå (1) (ñì. ôîðìóëû (1.76)

è (1.82)). Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êàê òåïëîâûõ, òàê è äèôôóçèîííûõ ïðî-

öåññîâ, îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ äèñïåðñèé (4.10). Ñ
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îäíîé ñòîðîíû äàííûå çàâèñèìîñòè óäîáíû äëÿ ðàñ÷åòîâ, êîãäà N íå î÷åíü âå-

ëèêî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé êðèñòàëîâ, ïðèáëèæåííûõ

ê ðåàëüíûì ïî ÷èñëó ÷àñòèö N , ýòè âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî

ðàâíîïðàâíûõ ñëàãàåìûõ. Çàïèñü ýòèõ ôîðìóë â òåðìèíàõ Áåññåëåâûõ ôóíê-

öèé çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò àíàëèç. Ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä áûë ïðîâåä¼í â

ãëàâàõ 1 (äëÿ áåñêîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà) è 2 (äëÿ êîíå÷íîãî îäíî-

ìåðíîãî êðèñòàëëà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ

ëàãðàíæèàíà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì äëÿ êîñèíóñîâ êðàòíûõ óãëîâ:

1

N

N−1∑
k=0

cos

(
z sin

πk

N

)
= J0(z) + 2

∞∑
p=1

J2pN(z), (4.11)

ãäå Jn(z) � ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà (4.11) ïðè-

âåäåíî â ðàçäåëå 2 (ñì. ôîðìóëó (2.24)). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (4.11)

âûðàæåíèå (4.8) äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà λ ïðèîáðåòàåò âèä

λ(t) =

J0(4ωet) + 2
∞∑
p=1

J2pN(4ωet)

 . (4.12)

Ïîäñòàíîâêà (4.12) â (4.9) äà¼ò âûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû  L:

 L =
m

2
λ̃(t) =

mσ2

2

J0(4ωet) + 2
∞∑
p=1

J2pN(4ωet)

− σ2m

2N
, λ̃(t)

def

= λ̃0. (4.13)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç òî÷íûõ è àññèìïòîòè÷åñêèõ âûðà-

æåíèé äëÿ äèñïåðñèé ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàë-

ëà.

4.2 Äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå

Êàê óæå ðàíåå îáñóæäàëîñü, çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü àíàëèç äèñïåðñèé ïåðå-

ìåùåíèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðàê-

òè÷åñêè ðàâíû íóëþ, åñëè çíà÷åíèå àðãóìåíòà, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå çíà÷åíèÿ

ïîðÿäêà ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ëèøü â íåêîòîðîé, îòíîñèòåëüíî ìàëîé, îêðåñòíîñòè

çíà÷åíèÿ èíäåêñà, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ. Äëÿ ïðàê-

òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â ôîðìóëå (4.12) äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíî èëè íåñêîëüêî
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ñëàãàåìûõ. Òàê êàê, ïðè áîëüøèõ N íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ

ïðèíèìàåò ïðè àðãóìåíòå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê çíà÷åíèþ èíäåê-

ñà. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòû âðåìåíè

tp = pτ0 , τ0
def

=
N

2ωe
, p = 0, 1, 2, 3, ... (4.14)

ãäå ìîìåíòû tp íàçûâàþòñÿ îïîðíûì âðåìåíåì, à âåëè÷èíà τ0 � êâàçèïåðèî-

äîì. Â îêðåñòíîñòè îïîðíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè â ñóììå (4.12) äîìèíèðóåò îäíî

îñíîâíîå ñëàãàåìîå, à îñòàëüíûå âíîñÿò ëèøü íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä (ñì. ôîð-

ìóëó (2.43)).

Ïîëüçóÿñü âûøåñêàçàííûì ïðîàíàëèçèðóåì äèôôóçèîííûå ïðîöåññû. Èìåí-

íî â ìîìåíòû âðåìåíè pτ0, ãäå p � öåëûå ÷èñëà, íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå òåïëîâî-

ãî ýõà (ñì. ãëàâó 2). Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìûå ÿâëåíèÿ íå ïåðèîäè÷íû â ñòðîãîì

ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî íèæå,

èõ âñ¼ æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïåðèîäè÷åñêè.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (4.14), îïðåäåëÿþùèõ τ0, ïðè N →∞ êâàçèïåðèîä τ0

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîíå÷íûõ t â ôîðìóëå (4.13)

îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî � ïåðâîå ñëàãàåìîå. Èç ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèè ïåðåìå-

ùåíèé (4.6) ïîëó÷àåì â ïðåäåëå N →∞:

〈ũ2k〉 = 2σ2I2J0(4ωet). (4.15)

Äëÿ èíòåãðàëà, ïðèâåä¼ííîãî â ôîðìóëå (4.15) ìîæíî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå â

ôóíêöèÿõ Áåññåëÿ è Ñòðóâå. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (4.15):

〈ũ2k〉 =
σ2

8ω2
e

Φ(4ωet) , Φ(z)
def

= I2J0(z). (4.16)

Íèæå íàéä¼ì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Φ. Ïðîèíòåãðèðóåì ôóíêöèþ

Áåññåëÿ è ïîëó÷èì [1]:∫
J0(z)dz = zJ0(z)−

∫
zdJ0(z) =

= zJ0(z) +

∫
zJ1(z)dz = zJ0(z) +

πz(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
,

(4.17)
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ãäå Hn(z) � ôóíêöèÿ Ñòðóâå, è èñïîëüçîâàíî, ÷òî

d

dz
J0(z) = −J1(z) (4.18)

è ∫
zJ1(z)dz =

πz(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
. (4.19)

Ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå (4.17) ïîâòîðíî. Ïåðâûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ

ýëåìåíòàðíî: ∫
zJ0(z)dz = zJ1(z). (4.20)

Èíòåãðèðîâàíèå äðîáè â (4.17) ïðîèçâåä¼ì ïî ÷àñòÿì:∫
πz(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
dz =

=
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
−
∫
zd

(
πz(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2

)
=

=
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
−
∫
z2J1(z)dz =

=
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
− z2J2(z),

(4.21)

Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëû (4.20) è (4.21) äëÿ Φ ïîëó÷àåì:

Φ(z) = zJ1(z)− z2J2(z) +
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
. (4.22)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ[1]:

2n

z
Jn(z) = Jn−1(z) + Jn+1(z), (4.23)

äëÿ n = 1 è âûðàçèì J2(z)z2:

J2(z) =
2J1(z)− zJ0(z)

z
. (4.24)

Ïîäñòàíîâêà (4.24) â (4.22) äà¼ò îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó äëÿ Φ:

Φ(z) = z2J0(z)− zJ1(z) +
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
. (4.25)

Òàêèì îáðàçîì:

〈ũ2k〉 =
σ2

8ω2
e

(
z2J0(z)− zJ1(z) +

πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2

)
(4.26)
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Ãðàôèê ôóíêöèè Φ(z) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.1. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà ôóíê-

öèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ. Íàéä¼ì àññèìïòîòèêè ôóíêöèè Φ ïðè áîëüøèõ

è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z. Äëÿ ìàëûõ z âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðàç-

ëîæåíèåì â ðÿä ôóíêöèé Áåññåëÿ è ôóíêöèé Ñòðóâå [1]:

Jα(z) =
(z

2

)α ∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
k!Γ(k + α + 1)

,

Hα(z) =
(z

2

)α+1
∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
k + α + 3

2

) . (4.27)

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ. Ïðè α = 0, 1, 2 äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ â (4.27) èìååì:

J0(z) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
(k!)2

= 1− z2

4
+
z4

64
+O(z6)

J1(z) =
z

2

∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
k!(k + 1)!

=
z

2
− z3

16
+

z5

384
+O(z7)

(4.28)

Äëÿ ôóíêöèè Ñòðóâå ñ ïîðÿäêàìè 0 è 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

H0(z) =
z

2

∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
k + 3

2

) =
2

π
z − 2

9π
z3 +

2

225π
z5 +O(z6),

H1(z) =
(z

2

)2 ∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
k + 5

2

) =
2

3π
z2 − 2

45π
z4 +O(z6).

(4.29)

Ïîäñòàíîâêîé ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé (4.28)-(4.29) â (4.25) íàõîäèì, ÷òî ïðè

ìàëûõ z, ôóíêöèÿ Φ èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

z � 1 ⇒ Φ(z) ' z2

2
. (4.30)

Íàéä¼ì àññèìïòîòèêó Φ ïðè áîëüøèõ z. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì:

z →∞ , J0(z) =

√
2

πz
cos
(
z − π

4

)
. (4.31)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

z →∞ ,

∫
J0(z)dz '

∫ √
2

πz
cos (z) = 2C(z), (4.32)

ãäå C(z) � èíòåãðàë Ôðåíåëÿ. Ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-

ùåé ôîðìóëå:

z →∞ , C(z)→ 1

2
⇒ Φ(z) =

∫
2C(z)dz ' z. (4.33)
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö,

äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèÿ

îò âðåìåíè. Âáëèçè àñèìïòîòû äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå

êîëåáàíèÿ. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ðîñò äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü

ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé, ñîâïàäàþùåé ñ àñèìïòîòîé:

t� te
def

=
2π

ωe
: 〈ũ2k〉 '

σ2

2ωe
t. (4.34)

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé íà âðåìåíàõ

ïîðÿäêà îäíîãî êâàçèïåðèîäà äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî êðèñòàëëà.

Ðèñ. 4.1: Ãðàôèê ôóíêöèè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå
Φ(z),. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà àñèìïòîòà Φ(z) ' z.

4.3 Ñëó÷àé ìàëûõ âðåì¼í

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé êâàçèïåðèîä äèñïåðñèè ïåðåìåùå-

íèé � âðåìåííîé îòðåçîê îò íóëÿ, âïëîòü äî τ0 â êîíå÷íîì êðèñòàëëå. Â ýòîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè (4.35)

äëÿ ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû

 L =
m

2
λ̃(t) =

mσ2

2
J0(4ωet)−

σ2m

2N
, (4.35)
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÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü äèñïåðñèþ ïåðåìåùåíèé â ñëåäóþùåì âèäå:

〈ũ2k〉 = 2σ2I2J0(4ωet)−
σ2t2

N
. (4.36)

Çäåñü, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà, ñîõðàíåíû ñëàãàåìûå∼ 1/N .

Äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ïðè t → ∞, N → ∞ íåîáõîäèìî çàìå-

íèòü ïîâòîðíûé èíòåãðàë îò J0(4ωet) çàâèñèìîñòüþ âèäà (4.34):

〈ũ2k〉 '
σ2

N
t (τ0 − t) (4.37)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò âðå-

ìåíè (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåâåðíóòîé ïàðàáîëó). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñà-

ìûå ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè îáíàðóæèâàþòñÿ

áëèæå ê ãðàíèöàì ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà. Îäíàêî, ýòè îòêëîíåíèÿ ñ ðî-

ñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â êðèñòàëëå óìåíüøàþòñÿ. ×åì áîëüøå ÷èñëî ÷àñòèö, òåì

ëó÷øå àïïðîêñèìàöèÿ (4.34). Íà ðèñ. 4.2 ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äèñïåðñèè ïå-

ðåìåùåíèé äëÿ íåñêîëüêèõ êâàçèïåðèîäîâ, îïèñûâàåìûõ òî÷íîé è àñèìïòîòè-

÷åñêîé ôîðìóëàìè.

Èç ôîðìóëû (4.37) ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = τ0 äèñïåðñèÿ ïåðåìåùå-

íèé îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ

âñåõ ÷àñòèö â öåïî÷êå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Öåïî÷-

êà ïðàêòè÷åñêè âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Îòìåòèì, ÷òî âîçâðàùåíèå

íå ïîëíîå, êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà â ìîìåíò âðåìåíè τ0 íå ðàâíà

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 2. Âðåìÿ τ0 ìíîãî áîëüøå

âðåìåíè ñîñòàâëÿþùåé ïåðèîä êîëåáàíèé ÷àñòèö, íî ýòî âðåìÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëî íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ. Êâàçèïåðèîä τ0 ïðîïîðöèîíàëåí âðåìåíè,

êîòîðîå íåîáõîäèìî çâóêó, ÷òîáû ïðîéòè ïîëîâèíó äëèíû êðèñòàëëà. Òàê êàê

ìîìåíòû âðåìåíè êðàòíûå êâàçèïåðèîäó, òîæå ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäàìè, òî

äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü â ìîìåíòû âðåìåíè êðàòíûå τ0 �

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ôîðìóëà (4.37) ïðèáëèæåííàÿ, è ÷åì áîëüøå N , òåì

áîëåå òî÷íîå ïðèáëåæåíèå îíà äà¼ò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
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Ðèñ. 4.2: Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè öåíòðèðîâàííûõ ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè äëÿ
N = 100 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ); ïðåäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïðè N →∞ (ïóíêòèð);

îáîçíà÷åíî: A
def

= σ2τ 20/(4N) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè ïðè N →∞.

êðèñòàëëîâ, ñîäåðæàùèõ îãðîìíîå ÷èñëî ÷àñòèö, âîçâðàùåíèå êðèñòàëëà â èñ-

õîäíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Íà ÿçûêå îïèñàíèÿ êîëåáàíèé êðèñòàëëà ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè ÿâëåíèþ

âîçâðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé êðèñòàëëà â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî äàòü ñëåäó-

þùèå îáúÿñíåíèå. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

êðàòíû ñàìîé íèçêîé ÷àñòîòå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïåðèîäó τ0. Èç ýòîãî

ñëåäóåò, â êàçèïåðèîäå τ0 ñîäåðæèòñÿ öåëîå ÷èñëî ëþáîãî èç ñîáñòâåííûõ ïå-

ðèîäîâ. Êâàçèïåðèîä, òåì ñàìûì, ñòàíîâèòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïåðèîäîì

êîëåáàíèé êðèñòàëëà. Ýòî âåðíî òîëüêî ïðèáëèæåííî. Äëÿ òî÷íûõ óðàâíåíèé,

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûñøèå ÷àñòîòû óæå íå êðàòíû íèçøåé. Ýòî îòêëîíåíèå òåì

ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ÷àñòèö ñîäåðæèò êðèñòàëë. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ïðèé-

òè ê âûâîäó, ÷òî ÷åì áîëüøå ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìîì êðèñòàëëå, òåì òî÷íåå

îêàçûâàþòñÿ ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû. Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ

ýôôåêò âîçâðàùåíèÿ.
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4.4 Àñèìïòîòèêà äëÿ áîëüøèõ N

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè äèñïåðñèè ïåðå-

ìåùåíèé ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö è áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Äëÿ áîëüøèõ z ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

J2pN(z) ' δ(z − 2pN), (4.38)

ãäå δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, p öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå (4.38) ñóùåñòâóåò òàêîå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ îñåé, ÷òî ôóíêöèÿ Áåññå-

ëÿ ñòðåìèòñÿ ê äåëüòà ôóíêöèè. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíè-

åì [82]

A→∞ , AJA
(
A(z − n) + A

)
→ δ(z − n), (4.39)

ãäå ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì (îáîáù¼ííîì) ñìûñëå. Äëÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíê-

öèè Áåññåëÿ, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé,

ýòîò ïðåäåë è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àñèìïòîòèêà ìîãóò óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñìûñëå. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (4.38) â ôîðìóëó äëÿ ïðèâåä¼ííîãî

ëàãðàíæèàíà (4.12) äà¼ò

λ(t) ' σ2

4ωe

δ(t) + 2
∞∑
p=1

δ(t− pτ0)

, (4.40)

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a âûïîëíÿåòñÿ δ(ax) = δ(x)/a. Ïðåä-

ñòàâëåíèå (4.40) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ïðè÷¼ì âåëè÷èíà τ0, èìåþùàÿ ñìûñë

êâàçèïåðèäà (4.14) èãðàåò óæå ðîëü ïåðèîäà äëÿ ôóíêöèè (4.40). Çíà÷åíèå êâà-

çèïåðèîäà τ0 ïðàïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö N (4.14), ïîýòîìó áîëüøèå N

â ôîðìóëå (4.40) ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì âðåìåíàì. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëüøèå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ðåàëèçóþòñÿ â îêðåñòíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè pτ0,

ãäå p = 0, 1, 2, 3.... Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èç ôîðìóëû (4.40) ìîæíî ïîëó÷èòü

àïïðîêñèìàöèþ âûðàæåíèÿ (4.35) äëÿ íåáîëüøèõ p.

Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèñïåðñèé (4.37) ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4.40) íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (0, τ0). Íà ïîñëåäóþùèõ



92

âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ τ0 ôóíêöèè ïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-

ðÿþòñÿ. Ðåçóëüòàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈ũ2k〉 '
∞∑
p=0

f(t− pτ0), (4.41)

ãäå ôóíêöèÿ f(t) íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå [0, τ0] îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

f(t)
def

=
σ2

N
t (τ0 − t) (4.42)

è ðàâíû íóëþ âíå óêàçàííîãî èíòåðâàëà.

Ñîãëàñíî (4.41)�(4.42) ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî òåïëîâîãî óäàðà äèñïåðñèÿ ïå-

ðåìåùåíèé ðàñòåò ñïåðâà ëèíåéíî, ïîòîì ðîñò åå çàìåäëÿåòñÿ, è ïðè t = τ0/2

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì (ñì. ðèñ. 4.2)

〈ũ2k〉max '
σ2τ 20
4N

=
σ2N

16ω2
e

. (4.43)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4.43) ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà äèñïåðñèè îêàçûâàåòñÿ ïðî-

ïîðöèîíàëüíîé ÷èñëó ÷àñòèö N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ

÷àñòèö îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ êðèñòàëëà ïðîïîðöèîíàëüíû
√
N . Ïîñëå òî-

ãî, êàê áûëî äîñòèãíóòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé íà-

áëþäàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ñïàä, êîòîðûé â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ïðè t = τ0 îáðàùåíèþ â íîëü. Ïîñëå ýòîãî,ïðîöåññ

ïîâòîðÿåòñÿ. Äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ðàñò¼ò, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ñïàäàåò

äî íóëÿ è òàê äàëåå. Îïèñûâàåìîå ïîâåäåíèå ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò íà ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèõ âðåìåíàõ. Íà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ âðåìåíàõ â ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ

ïåðåõîäíûå ïðîöåññû. Âáëèçè ìîìåíòîâ âðåìåíè t = pτ0 ñîãëàñíî ôîðìóëàì

(4.41)�(4.42) ýòè ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçëîì çàâèñèìîñòè

äèñïåðñèè âî âðåìåíè. Áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç

ôîðìóëû (4.35), ñîãëàñíî êîòîðîé, ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, íàëîæåííûå íà êðèâóþ (4.41)�(4.42). Îòìåòèì ÷òî

â ôîðìóëàõ (4.41)�(4.42) äëÿ äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîé òî÷íîñòè äëÿ ïåðåìåùå-

íèé è ñêîðîñòåé òðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ N , ðàçëè÷àþùèåñÿ íà ïîðÿäêè. Òàê, ñî-

ãëàñíî ðèñ. 4.2, óæå ïðè N = 100 íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå òî÷íîé è
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àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóë äëÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî

ôîðìóëå (4.6), äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé ñâÿçàíà ëèíåéíî ñ ïðèâåä¼ííûì ëàãðàíæè-

àíîì (4.12), ïîýòîìó ãðàôèê íà ðèñ. 2.2 õàðàêòåðèçóåò âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü

äèñïåðñèè ñêîðîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè äèñïåðñèè ñêî-

ðîñòåé ïðè N = 106 âñå åù¼ äîñòàòî÷íî äàëåêè îò ñîîòâåòñòâóþùåãî àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ� ñì. ðèñ. 2.2. Ýòî ðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðåõîä

îò äèñïåðñèè ñêîðîñòåé ê äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à èíòåãðèðîâàíèå ñèëüíî ñãëàæèâàåò çàâèñèìî-

ñòè. Îáðàòíûé ïåðåõîä, íàïðîòèâ, òðåáóåò äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

÷òî ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ðîñòó âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé.

4.5 Ñðàâíåíèå ñðåäíèõ ïî àíñàìáëþ è ïðîñòðàíñòâó

Îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåé ãëàâû ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê

ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ êâàäðàòà ïåðåìåùåíèÿ, âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ïîëó-

÷àåòñÿ îñðåäíåíèåì ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ. Äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì îïè-

ñàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ ïî áîëüøî-

ìó ÷èñëó ýêñïåðèìåíòîâ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, õàðàêòåðèçóþùåìñÿ îäèíà-

êîâûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðå-

çóëüòàò êàæäîãî êîíêðåòíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò

ïðèâåä¼ííûõ âûøå. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ ïîçâîëÿåò çàêëþ-

÷èòü, ÷òî âðåìåííûå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé óñðåäí¼ííûå ïî ïðî-

ñòðàíñòâó î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ â êàæäîì èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îò

êàðòèíû, äàâàåìîé ôîðìóëàìè (4.41)�(4.42). Ñðàâíåíèå ñðåäíèõ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó êâàäðàòîâ ïåðåìåùåíèé è äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4.3.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

{ũ2k}
def

=
1

N

N∑
k=1

ũ2k =
1

N

N∑
k=1

(uk − u)2. (4.44)

ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îçíà÷àþò îñðåäíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó (èëè, ÷òî â äàí-

íîì ñëó÷àå òî æå ñàìîå, ïî ÷àñòèöàì). Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì íàçûâàòü
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âåëè÷èíó {ũ2k} ñðåäíèì êâàäðàòîì ïåðåìåùåíèé. Íåêîòîðûå èç çàâèñèìîñòåé

ñðåäíåãî êâàäðàòà ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6)�(1.7) äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñòàòè-

ñòè÷åñêè îäèíàêîâûõ ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.3.

Êàê âèäíî, èç àíàëèçà ãðàôèêîâ íà ðèñ. 4.3, ñðåäíèé êâàäðàò ïåðåìåùåíèé {ũ2k}

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå êðè-

âûå. Òàêîå ïîâåäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò âðåìåííîé çàâèñèìîñòè 〈ũ2k〉, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî çàâèñèìîñòü {ũ2k}(t)

ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ, à çàâèñèìîñòü 〈ũ2k〉(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïåðèîäè÷åñêè

ïðè t = pτ0. Òàêæå, {ũ2k}(t) ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ íà êàæäîì èç êâàçèïå-

ðèîäîâ, òîãäà êàê 〈ũ2k〉(t) èäåíòè÷íû íà èíòåðâàëå t ∈ (pτ0, (p + 1)τ). Íî åñëè,

äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé íà êàæäîì èç êâàçèïåðèîäîâ èìååò ïàðàáîëè÷åñêóþ

ôîðìó, òî âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü {ũ2k}(t) â ðàçíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ

ïðèíèìàåò ðàçëè÷íóþ ôîðìó. Â ðàìêàõ îäíîãî êâàçèïåðèîäà {ũ2k}(t) ìîæåò

äåìîíñòðèðîâàòü íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ, à ìàêñèìóìû ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé

ìîãóò îòëè÷àòüñÿ âî ìíîãî ðàç äðóã îò äðóãà.

Çàâèñèìîñòü 〈ũ2k〉(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì çàâèñèìîñòåé {ũ2k}(t).

Òî åñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, êàê ïðåäåë ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòåé

{ũ2k}(t) ïî ñëó÷àéíûì ðåàëèçàöèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè ÷èñëå ýòèõ ðåàëè-

çàöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî, çàâèñèìîñòè 〈ũ2k〉(t) íå ñòðåìÿòñÿ

ê {ũ2k}(t) ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷àñòèö. Äàæå äëÿ î÷åíü áîëüøèõ N ñðåäíèé

êâàäðàò ïåðåìåùåíèé {ũ2k}u îñòà¼òñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ êâàäðàòà ïåðåìåùåíèé ñðåäíåå ïî ïðîñòðàíñòâó è ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ñó-

ùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ

äëÿ äèñïåðñèè ñêîðîñòåé: âåëè÷èíà {ṽ2k} ïðè óâåëè÷åíèè N ñòðåìèòñÿ ê 〈ṽ2k〉 �

äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, ïðîïîðöèîíàëüíîé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå êðèñòàëëà.
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Ðèñ. 4.3: Ñðåäíèé ïî ïðîñòðàíñòâó êâàäðàò ïåðåìåùåíèé {ũ2k} äëÿ ðàçëè÷íûõ
ðåàëèçàöèé ïðè N = 1000 (òîíêèå ëèíèè); äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé 〈ũ2k〉 (æèð-
íàÿ ëèíèÿ); îáåçðàçìåðèâàþùèé ìíîæèòåëü: A

def

= σ2t2∗/(4N).

4.6 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 4

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðîàíàëèçèðîâàí îñîáûé òèï ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàí-

íûé ñ ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö, êîòîðûå ìû íàçûâàåì äèôôóçèîííûìè ïðîöåññà-

ìè. Ýòè ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ðåàëèçóþòñÿ â êîëüöåâîì îäíîìåðíîì êðèñòàëëå

â òîì ñëó÷àå, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îí ïîäâåðãñÿ îäíîðîäíîìó òåï-

ëîâîìó âîçäåéñòâèþ. Â ãëàâå ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùèå

ýâîëþöèþ âî âðåìåíè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà

äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó (ðèñ. 4.1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êðèñòàëëà ðîñò äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé

îãðàíè÷åí âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëó ÷àñòèö. Â ìîìåíòû âðåìåíè, êî-

ãäà â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ òåïëîâîå äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïðè÷¼ì íà ýòî çàâèñèìîñòü íàëîæåíû âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ (ðèñ. 4.2).

Òàêèì îáðàçîì, êðèñòàëë âîçâðàùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå, áëèçêîå ê èñõîäíîìó, çà

ïîëîâèíó âðåìåíè ïðîáåãà çâóêîâîé âîëíû ÷åðåç êðèñòàëë � ïåðèîä íåçíà÷è-
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òåëüíûé ïî ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìàñøòàáàì. ×åì áîëüøå ÷àñòèö â êðèñòàëëå, òåì

ÿð÷å âûðàæåí ýôôåêò âîçâðàùåíèÿ è òåì áëèæå çàêîí èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè ê

ïàðàáîëè÷åñêîìó.

Åù¼ îäíèì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàä-

ðàòà ïåðåìåùåíèé ïî ïðîñòðàíñòâó è ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî ïî ðåàëèçàöèÿì.

Ýòè âåëå÷èíû îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ïåðâàÿ � ñëó÷àéíà (äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

÷àñòèö), à âòîðàÿ � äåòåðìèíèðîâàííà (ñì. ðèñ. 4.3).

Òàêèì îáðàçîì, êàê òåïëîâûå(ñì. ãëàâû 2-3), òàê è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû

â êîíå÷íîì êðèñòàëëå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì â áåñêîíå÷íîì. Äèôôóçèîííûå

ïðîöåññû â êîíå÷íîì êðèñòàëëå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëîæíåå, ÷åì òåïëîâûå � îíè

âêëþ÷àþò áûñòðûå è ìåäëåííûå äâèæåíèÿ, ñðåäíèå ïî êðèñòàëëó ñîõðàíÿþò

ñòîõàñòè÷åñêóþ ïðèðîäó äàæå ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö.

Îáíàðóæåííûå ýôôåêòû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè óëüòðàêîðîòêîì ëàçåðíîì

âîçäåéñòâèè íà íàíîñòðóêòóðû. Îíè òàêæå ìîãóò ñëóæèòü áàçèñîì äëÿ îïèñà-

íèÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ � òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â áåçäåôåêòíûõ êðè-

ñòàëëàõ è íàíîñòðóêòóðàõ.
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